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Fie datd o ecuatie diferentiald liniard si omogeni
Yy ay(®)y 4 .+ a(9)y' + aa () y = 0. (1)
In memoriul [24], Ch. J. de la Vallée Poussin a stabilit urmi-
toarea teoremi :

Presupunind cd functisle a;(x), (i=1,2,..., n) siné continue intr-un
wterval [a, b], fie L; = max |a;(x)| s¢ fie hy rdddcina pozitivd a ecualier

x€[a, b]
}&” hn.—l y/
pbebiie s S IR S S R
nl (,”'4 1) | 1
Alunce ovicum s-ar alege n puncte M (x;,v:), (0 = 1,2, ..., n) din planul

X0y, asifel incita= x, < %, < ... < %,=0, %, — x = hy, peniru alegerea
fdcutd, existd o curbd integrald a ecuatiei (1) si una singurd, care sd treacd
prin punctele M(x%;, v;).V

Dupd cum se specificd in memoriul citat, aceastd teoremi se extinde
si la cazul cind unele dintre nodurile X1, %y, o .., ¥, sint confundate pe
grupe, precum urmeazi

Fve dalt un sistem de m numere py, Py, -+ , Pm, Satisfdcind condilia
P+ P+ ... A+ pm=ns Dacd coeficientiv ecuaties diferentiale (1) sint

1) O alternativi a acestei teoreme a fost stabiliti de 8. Zaidman in [29].
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Junclii  continue in intervalul [a, b], atunci oricum s-ar alege m noduri
< X < ... <Xy, din ontervalul [a, b], asifel ca xn — % < hy, si ori-
cum s-av alege sistemele de numere reale 7 LR yp=1n, { Y y=bY e
W e {y(ﬂ), Sans yfﬂ”**”;, pentru o astfel de alegere, ccuafia diferenfiald (1) ad-

m
mite o integrald §i una singurd y (x), satisfdcind conditiile :

(%) =ye V(%) =90, ., p% D () =%, (k=1,2,....m). (2)

In cele ce urmeazi, vom nota cu Hp . p,...p, Mmarginea superioard a

Py P ! :
numerelor pozitive %, satisficind inegalitatea s = b — a si care au proprie-
tatea cd oricum s-ar alege m noduri x, < %, < ... < %, din intervalul

q : : L
[@, @ + h] si oricum s-ar alege sistemele de numere reale 199, oo yf,:’ ‘ }
(k=1,2,...,m), pentru o astfel de alegere, si existe o integrali si una

singurd a ecuatiei diferenfiale (1), care si satisfaci conditiile (2). Teorema
enunfata anterior arati cd mulfimea acestor numere 4 nu este vidd. Se
constatd cu uguringd cd familia integralelor ecuatiei diferentiale (1) poseda
proprietatea de interpolatie (2) in intervalul semiinchis [a, @ + le_pﬂj,_,pm),
i de asemenea ci acest interval are un caracter maximal in [a, 8]

In continuare si considerdm toate sistemele posibile de numere natu-
rale py, Py, ..., pn satisficind conditia P+ P2+ ... + P = n. Fiecdrui
astfel de sistem 1i va corespunde pentru o aceeasi ecuatie diferentiald, cite
un numér Hp ..., . In cadrul unei sedinte de lucru a Seciei I-a a Insti-

tutului de calcul din Cluj, prof. T. Popoviciu a pus problema elaboririi
unui studiu comparativ al numerelor H, , ., pentru o aceeasi ecuatie
Ry,

diferenfiald. Aceastd problemd a fost pusi in scopul obfinerii de condi}ii
necesare si suficiente, privind coeficientii ecuatiei diferentiale — conditii
care sd asigure existenta si unicitatea solutiei problemei la limitd polilocale
cu noduri simple, intr-un interval dat.

In cadrul acestei probleme se situeazd cercetarea de fatd. -Inainte
de a trece la expunerea ei, tinem sd amintim faptul ci teoremele de exis-
tentd si de unicitate a solutiilor problemelor la limitd polilocale la ecuatii
diferentiale lineare, au format obiectul multor lucrdri, dintre care men-
tiondm in bibliografia de la sfirsit doar acelea care au o legituri mai strinsa
cu cercetarea de fata.

Vom presupune intii cd ecuafia diferentiald datd (1) are coeficientii
ai(x), i =1,2,..., n) continui intr-un interval deschis (a, b). Vom nota
cu ¥, mulfimea integralelor acestei ecuatii in intervalul (@, 4). Incepem
prin a da citeva definitii, care vor interveni curent in expunerea ce va urma.

Definifia 1. Se spune cd familia Y, posedd proprietatca I,(a,Db)
(adicd este interpolatoare de ordinul # pe noduri simple in intervalul (a, b)),
dacd oricare ar fi n noduri distincte %,, %y, . .., x,, Sttuate in intervalul (a, b),
st oricare ar [ valorile veale vy, vy, ..., Y, existd o integrald si una sin-
gurd y(x)e Y, care sd satisfacd condipisle y(x;) = v;, (1 = 1,2, ...,n).

S e
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3 =y

Definitia 2. Fie dat un sislem de m numere naturale Py, Po, oo\ P
satisfacind condifia py + po + .. + pm =1 Spunem cd familia Y, posedd
proprietatea Ji Py Pyreos Py (a, b), dacd oricare ar fi m noduri distincle %y, Xy, ..., %m
din intervalul (a, b) si oricare ar fi sistemele de numere reale

. o y(O0) 40 P =1)
{-y‘(lﬂ}, yél): ) ‘)’(lplﬁ”}s {)’(20)1 )’g)’ £ y(ng l)}, Sl e {yf'n)’ :‘,{m)’ R }‘
existd o integrald si una singurd y (x)eY,, care sd satisfacd condiltile
o Pe=1) o —2) N ]
y(x,) = yi0, y'(x,)=yP, ..., yTk (%,) = 3-’&:”* (=112, uattil

iy e w . *
Definifia 3. Spunem cd familia Y, posedd proprietatea In (a,b),
dacd acea familic posedd proprietifile I PPy p, (@ D), oricare ar fi sistemul
de nuwmere naturale Py, Py, ..., P Sabisfdcind condifia py + Py + ...+

+ P = M.

Observatie. In notatiile adoptate, proprietitile I,(a, b) si I BBl (a, b),
coineid. § =

Vom stabili in cele ce urmeazd, urmitoarea teoremd :

rrOREMA T Dacd familia Y, are proprietalea I,(a, b), atunci ea are
si proprictatea I, (a, D).

Pentru a ugura expunerea demonstratiei acestei teoreme, vom enunta
in prealabil citeva leme.

Lema 1. Fiedale m numere naturale, py, ps, - ., Pm 'sai'i.f/(iciud ega-
litatea py + ps + - .. + pm = n. Condifia necesard si suficientd .mv/m;-uln't
Y, sd aibd proprietatea Ipr PyP (@, ), este ca ec.f.rmgfm zli-f]‘cr.m,[.r.nla (1) sd
it admitd nici o integrald neidentic nuld, care sd aibd in intervalul (a, b), m
vdddcini distincte Xy, %, ..., Xy, avind ordinele de multiplicitate?) mav mart
saw cel pufin egale respectiv cu numerele Py, Pg, « v vy Pm:

Demonstratia acestei leme este imediatd. Din aceastad lema rezultd,
ca si cazuri pa’rticu]are, lemele 2 si 3 enuntate mai jos:

Lema 2. Conditia necesard si suficientd ca familia Y , sd aibd 7‘)’1"0}!‘)1’!::
elatea Iy(a, b), esle ca ecuapia diferentald (1) sd nu admitd nict o integrald
neidentic nuld, care si se anuleze pentru n valort dishincle din intervalil
(a, b). .

Lema 3. Condilia necesard si suficienid ca familia Y , sd aibd proprie-
tatea I (a, D), este ca ecuafia diferentiald (1) sd nu_admild nict 0 1'1?6;5?9&?
netdentic nuld, carve si aibd n rdddcine in intervalul (a, 1.’)' fiecare viddcindg
fiind socotitd de atitea ori cit este ordinul ei de multiplicitate.

2) Prin ordin de multiplicitate al unei rdddcini x, a utiei functii y(¥) intelegem ordinul
strict de multiplicitate ; astfel, x, este o rddécini multipld de ordinul # pentru funcfia (%),

= k
dacd au loc relatiile y(xy) = ¥'(#) = ... = y(k b (#9) =0, T( ) (#9) F 0.
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Lema 4. Dacd familia Y, are proprietatea 1, (a, b), atunci orice inle-
grald neidentic nuld y(x)eY ,, care se anuleazd pentru n — 1 valori distincle
din intervalul (a, b), are in acest interval toate raddcinile simple (adicd de
ordinul 1). i

Demonstratie. Proprietatea formulatd in aceasti lemi, este evidenti
pentru # = 2. Vom considera deci # = 3. Presupunem ci Y, are proprie-
tatea I, (a, b). Fie y,(x) o integrald neidentic nuld a ecuatiei (1), care are
W — IA radacmlw qilstlncte Kijy Koy + o vy Fp—p I Intervalul (a, b). Observim
de la inceput ci integrala y,(x) nu poate avea alte ridicini distincte in
intervalul (a, b), intrucit in caz contrar s-ar contrazice proprietatea I (a, b)
a familiei ¥,. Vom ardta intli c¢i nici una dintre aceste rddicini nu ”po,ate
avea un ordin par de multiplicitate. Intr-adevidr, si presupunem prin
absurd cd printre cele # — 1 rdddcini ale integralei y,(»), s-ar afla o rida-
cind x;, avind un ordin par de multiplicitate, adici

o= (o T — jféthl’(x;) =10 y(m\ ) =0, (k=1).

Intrucit rddécinile unei integrale oarecari, neidentic nule a ecuatiei (1)
sint puncte izolate, rezulti cd va exista o vecinitate suficient de mici
(¥, — 3, % + 8) a punctului x; in care funcfia y,(x) va pastra un semn
constant, cu exceptia punc-
tului ¥ = #;, in care ea se
anuleazd. Pentru fixarea
ideilor, si presupunem ci
Vo(#) este pozitivd in inter-
valele (x;,— 8, %,) si (%, %;+9)
(fig. 1). Fien(x) o integrald
a ecuatiei (1), care se anu-
leazd pentru toate radici-
nile integralei y,(x) cu ex-
cepfia punctului x = x;,
in care ia valoarea 1 :

v

")(-"7;) =n(%)=...= n(:\:!,])':: 0
(x) =1 (3)
TJ(—'”-"H) = "J(—"H.‘Z) = .o =(%—1) = 0.

O astfel de integrald 4(x), care sd satisfacd conditiile (3), existd, intrucit
prin ipotezd familia ¥, are proprietatea /,(a, b). Fie apoi & si) £, doua
numere oarecari, satisfdcind respectiv inegalititile x;, — & 1<JE, < X =
<& <+ 8. Evident cd vor avea loc i11ega1ité‘;i1'e YolEa) =10 si ‘\'(:(f;,,) >{ 0.
Co11‘$1.(1¢_1;~q1_1-1#‘§11_}1c1;m1 (#) = A(x), unde Wleste un factor pozit'i\f, suficient
de mic, ca sd aibd loc simultan inegalitatile

"?1(51) < yo(&1) "h(az) < ¥o(&2)- (1)

ICum .-q(x‘,?') =1, rezultifcd 9, (%) = A >0, §i cum y,(x;) =0, rezultd
inegalitatea 7,(x;) > y,(#;). Din aceasti inegalitate, precum si din (4)
rezultd cd in intervalul (x; —d, %, + 8) curbele de ecuatii y = yu(x) 8

L

o
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y = n,(x) se intersecteazd in cel putin doud puncte distincte. Rezulta de
aici si din (3) cd integrala y*(¥) = n,(%) — yo(#) se va anula in punctele
W Hn, v o Fit WY, vvin s Rt si incd in cel putin doud puncte distincte,
situate in intervalul (x; — 8, %; + 3). Deci y*(x) se anuleazd in cel putin
n puncte distincte din intervalul (a, b). Mai observim cd integrala y*(x)
nu poate fi identic nuld in (a, b), intrucit y*(x;) = A > 0. Deoarece prin
ipotezd, familia ¥, are proprietatea I,(a, b), rezultd ci ecuatia diferenfiala
(1) nu poate sd admita nici o integrald neidentic nuld, care si se anuleze
in n puncte distincte din intervalul (a, b). Am ajuns astfel la o contra-
dictie, care provine din ipoteza absurda ci integrala neidentic nuld yy(x)
ar avea printre cele n — | rddécini distincte ale sale din (a, &), cel pufin
o ridicind de ordin par. Rezultd deci cd dacd familia ¥, are proprietatea
I,(a, b), atunci orice integrald neidentic nuld y,(x), care se anuleaza pentru
n — 1 valori distincte din intervalul (a, b), are toate ridéicinile din acest
interval impare.

Vom arita acum mai mult, ci toate rddicinile din intervalul (a, b)
ale unei astfel de integrale y,(x) sint simple (adicd de ordinul 1). Intr-adevir,
si presupunem prin absurd ci o integrald neidentic nuld y,(¥) e ¥,, care
are n — 1 radicini distincte in intervalul (a, b), ar avea printre acestea
cel putin una de ordin mai mare sau cel putin egal cu 3. Fie x; o astfel de

radacind. Deci
ot e A _ e
y[}(xi) = J’[](x.i) o= yg(x,)_'o (J}
Ilie de asemenea 7,(¥) o integrald a ecuafiei (1), care verificd in punctul
y; urmitoarele conditii ale lui Cauchy :

"qg (%5) = !];()61) ==
(%) == (6>0)
0 (%) =y5(%)

(6)

.figur-l) (96,) = ,y((].'z—]) (x,)
Tinind seama de (3), rezultd din (6) cd in punctul x = x;, Tunctiile y,(x)
si ng(x) se deosebesc numai prin valorile derivatelor de ordinul al doilea,
si cd valorile acestor derivate pot fi oricit de apropiate, dacd e este suficient
de mic. S4 facem ca ¢ sd tindd citre 0. Atunci, dupd cum se stie, 7,(x)
va converge uniform citre y,(x), in orice interval inchis [ay, b,], confinut
in intervalul (a, b). Notind cu x; < &, < ... << %, rddacinile din (a, b)
ale functiei y,(x), vom lua numerale a; si b, astfel incit a < a, < % si
Np—y < b, < b, prin aceastd alegere toate cele n — 1 ridicini In cauzi
ale functiei y,(x) vor fi situate in subintervalul (ay, b;). Intrucit prin
ipotezi, fiecare din ridicinile x;, ,, ..., ¥,—; ale integralei y,(x) are
ordin impar, rezultd ci in fiecare din aceste rdddcini, curba de ecuatie
y = y,(%), traverseazd axa Ox (fig. 2). Tinind seama de faptul cd funcfia
ne(x) tinde uniform in intervalul [ay, b;] citre funcfia y,(x), atunci cind
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¢ —0", rezultd cd pentru valori pozitive suficient de mici ale parametrului
g, curba de ecuafie y = 7,(x) va traversa si ea axa Ox in cel putin n — 1
puncte distincte &, &, ..., &, din intervalul (ay, b;). Intr-adevir, din
faptul cd funcfia #,(x) tinde uniform in intervalul [a,, b,] citre functia

Yo(#), atunci cind € — 07, rezultd ci fiind dat un numér pozitiv arbitrar §,

y=y,00

Hig. 2

acestuia ii va corespunde un prag E(3), astfel incit pentru orice ¢ satis-
facind inegalitatea 0 < ¢ < E(3), sd aibd loc relatiile

f"u(f"') — 3 = me(%) = yo(x) + 8, (7)
oricare ar fi xe [a, b;]. Fie numerele M; definite precum urmeazj :

M;= max |[y2)], ¢=1,2,...,n—2); My= max |y,(x)];

v €[z, Ypaql X €lay v]
M, ;= max |y, (x)|. Considerdm in (7) numirul § astfel incit
¥ €%, 4. b]
=8 = min {M,} = M. (8)
i—=0,1,...,n—1

Luind acum e astfel incit si satisfaci inegalitatea () < ¢ < E(M) si tinind
seamd de inegalitétile (7), se constatd pe figura 2, cd in intervalul (ay, b,),
curba de ecuatie y = v,(x), corespunzitoare numirului ¢ ales, va traversa
axa Ox, cel putin de n — 1 ori, si deci integrala 7,(x) se va anula in inter-
valul (a;, b;), pentru cel pufin # valori distincte. Dar dupi cum se constati
din (6), oricare ar fi valoarea parametrului e, integrala 7e(x) are o rddécing
dubld, anume x = »;. Tot din (6) se vede ci integrala 7,(x) nu poate fi
identic nuld, Intruclt s-a presupus ci e > (. Aceste rezuitate contrazic
nsd un fapt stabilit anterior, anume ci in ipoteza c¢i ¥, are proprietatea
I,(a, b), orice integrald neidentic nuld a ecuatiei (1), care se anuleazi in
n — 1 puncte distincte din (a, b), are toate ridicinile din acest interval
impare. In concluzie, integrala y,(x) considerati anterior nu poate avea
in intervalul (a, b) nici o ridicind de ordin mai mare sau cel putin egal
cu trei, si astfel lema este demonstrati.

Lema 5. Dacd Y, arve proprietatea I,(a, b), atunci Y, are proprie-

tatile 1 Bl piT s p, (@ b), unde p;, by, ..., Pm Sint nuwmerve naturale oarecari,

satisfdcind condifitle py + Py + ... + pw =n si max{p,, Py, ..., Pm} = 2.
Demonstrajie . Sa presupunem céd Y, are proprietatea I ,(a, b). Observim

de la inceput ci pentru demonstrarea acestei leme, putem presupune ci

.
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cel putin doua dintre numerele p,, Py, . -+, P sint mai mari ca numirul 1i
-3 . . ¢ . . A

Intr-adevir, din ipoteza max {p;, ps, .., Pmf = 2, ce intervine in enuntu

lemei 5, rezultd ci cel putin unul dintre numerele p; este egal cu 2. Apol,
dacd numai unul dintre numerele $; ar fi mai mare ca 1, am avea "m=n— 1
si proprietatea corespunzatoare Ip , ......p, (a, b) ar rezulta 111ldata din
aplicarea succesivd a lemelor 1 si 4. 'Il_1tf‘adevér, presupunind prin absurd
cd Y, nu ar avea proprietatea respectivd Ip, B s (a, b), ar rezult-a cor-
form lemei 1 cid ecuatia diferenfiala (1) ar adn31tfz o integrald neidentic
nuld, care si aiba in intervalul (@, b), » — 1 raddcini distincte, una cel
putin dintre aceste rdddcini avind un ordlnu de 111u1t1p].1c1tzﬁit(?vmal1_ mare
sau cel pufin egal cu 2. Aceastd ciscumstanfd ar contrazice insd afirmatia
lemei 4. / ] 4

Vom presupune deci pentru demonstrarea ]e;mf'_i D, cd ciel putin cllqll_a
dintre numerele $; sint egale cu 2, de unde, f{inind seamd de condifia

prt+ st oo +Pm=mn, rezultd inegalitatea m < n — 1.
Fie deci p,, P, ..., P, un sistem oarecare de m numere naturale
satisficind conditiile :
m<n—1
prtpat ... tPm=n (9)

max {py, py, -+ Pnf = 2

Acesi sistem de numere este arbitrar, dar o datd ales, il presupunem fixat
pentru cele ce urmeaza. . : - S5k

Cu aceste precizdri, si presupunem contrar afirmatiei lemei 9, cd Vi
nu ar avea proprietatea Ip p ..., (4 b), unde ;b%, Doy ooy P 51.11t numere
naturale alese cu respectarea conditiilor (9). Atunci, conform }e111e1 1, rezulta
cd ecuafia (1) va admite cel putin o _i111_;egra1a neidentic nula yﬂo(,‘c), care sd
aibi in intervalul (a, b), m riadicini distincte Kyy gy oy Xy ax_mjd_ respectiv
ordinele de multiplicitate m;, ®s, « .., T, satisfacind inegalitatile

T Ep, T EPa, .- Tom =P (10)

S4 motdm cu 4y, 4y, ..., 1, indicii 4, pentru care w; repr?ziqté un E}Ell?af
par si cu 7y, fy, ..., jp indicii j, pentru care w; este numar 111}]3ar.vd’va.ralla
restringe generalitatea rationamentglul, putem presupune L_é}f ra‘ac:lmli(j
%y, %gy -+, ¥m ale integralei y,(¥) sint consecutive si ca satisfac inega

tatile
Xy L XL e K (11)

S4 considerdm dintre aceste raddcini, acelea care corespund la 111d;c‘11
J1» Ta» - -» Jp adicd acelea care reprezintd rddacini de ordin impar pent1_u
integrala y,(x). Aceste radicini sint in numér de B 5i le 217011} 1(119tta_ Iispzc 1<\
s : 1

Xf, Xpy -+, % Vom lua in intervalul (%, b) m.?te noduri is 1’\11(:1 &
=B = . < E, . I ntimir de n— [ = 1. Se constatd, finind Eea‘ma
de prima relatie din (9), cd n —f — 1> Q.“Alegerea acestor ln(i? un_(;
facem astfel fncit nici unul din ele si nu coincidd cu vreo riddcind a funcfie
y,(x), ce s-ar afla eventual in intervalul (%, b).
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[ie acum 7(x) o integrald neidentic nuld a ecuatiei (1), care sa verifice
conditiile :

"”](xh) = 'f}(?'l?j,) ST : n(xfg) = () (12)
(&) = (&) = ... =1(8n—p—1) = 0.

Existenfa unei astfel de integrale 7(x), neidentic nuld in intervalul (a, b),
rezulti din ipoteza ci familia ¥, are proprietatea [,(a, b), tinind seama
de faptul cd numirul conditiilor de anulare din (12) este » — 1. Vom arita
in cele ce urmeaza ci in ipotezele adoptate, pentru valori pozitive suficient
de mici ale parametrului e, cel putin una dintre integralele ex(x), sau
— e7(%), va lua in cel pufin # puncte distincte din intervalul (a, b), valori
comune cu integrala y,(x), f4td s4 coincidd identic cu Yo(%), ceea ce va aduce
0 contrazicere a proprietdtii I,(a, b)) a familiei ¥,

Intr-adevir, deoarece cele n — 1 conditii din (12) se referd la n — 1
noduri distinete din intervalul (a, b) si deoarece prin ipotezd integrala
n(%) nu este identic nuld in (a, b), rezulti conform proprietatii 1,(a, b)
a familiei ¥,, cd integrala u(x) nu poate avea in intervalul (a, b) alte rdda-
cini decit Kjp Ko + ooy Fpg si &, &, ..., En—p_y. Apoi mai rezulti conform
lemei 4, cd toate aceste rddicini din intervalul (a, b) ale integralei 7(x)
sint simple (de ordinul 1), si deci, daci variabila « creste in mod continuu
de la valoarea a la valoare b, atunci integrala n(x) schimbi alternativ
semnul in dreptul fiecdrei valori din sirul :

lej x_rgl LR :\:jﬂ; E]; &.—2: 3OO an—ﬂ‘—l‘ (13)

Tinind seama de faptul ci in intervalul (%1, Xm], toate rdddcinile impare
ale integrale y,(x) sint rdddcini impare §i pentru =« (x) — si invers —
rezulti ci dacd variabila x creste de la x; la x,, atunci pentru una din
integralele v(x) sau — n(x), sensul de schimbare al semnului ei in dreptul
fiecdrei dintre aceste radicini Hpare wy, ., Xyg VA coincide cu sensul
de schimbare al semnului integralei Vol%). Sd notdm cu %(x) aceea dintre
integralele v(¥) si — 7(x), pentru care se realizeazi acest deziderat, adica
acea integrald, pentru care in vecinitdfi suficient de mici ale numerelor
Nfo Xfay + ooy Kyg, Al loc egalitatile :
‘xe[xj,— g, %, &), sau

sgn {ﬁ(x)} = sgn {yo(x)}J .................. (]4)

Aici- intervalele [x;,— &, %3+ &, ... L% — e %5+ ] sint alese sufi-
cient de mici, astfel incit si fie cuprinse in intervalul (a, b) si sd nu
confind alte rddicini ale integralei y,(x), decit respectiv. x;, x5, ..., Xy
Pentru integrala 7(x), relatia (14) va avea loc i In vecindtédti suficient de
mici ale numerelor Xiyy Xiyy .+« v, ¥, CUl exceplia insd a mijloacelor acestor
vecindtdfi, intrucit in aceste puncte integrala Vo(x) se anuleazd, pe cind
7(%) nu se poate anula.

B
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Sd notdm cu (I) curba de ecuafie y =y, (x) si cu (I's) curba de
ecuatie y = en(#), unde e este un parametru pozitiv. Vom examina acum
modul in care se situeazi curbele (I') si (I') intre ele, atunci cind parametrul
¢ este mic. Observdm intii cd aceste curbe nu pot si coincidi identic in
intervalul (a, b), intrucit in nodurile suplimentare i Eai v oy gy (0l
cidror numir este mai mare ca zero, dupi cum s-a specificat anterior),

integrala 7(x) se anuleazd, pe cind y,(x) este diferiti de zero.
Sd considerdm din nou mulfimea formatid din indicii ol TS
pentru care m; este un numdr impar, Aceastd mulfime o vom imparti in

doud submulfimi precum wurmeazi: vom mnota cu e Jhy acei
indici §,, pentru care =1, wlew i, 0 o o 1t indicii 4;, pentru care
T, =3

Referitor la punctele x; , x; , ..., x;. constatim cf ele sint (prin
1 7 T

1 ke

¥
ipotezd) rdddcini simple pentru functia y,(x), adici
yo(xjk) = yo(xjk) P s ﬂ’u(x;ik )=0
1 2 Y

y;](x?-kl) F+0, yé(xj-kn) o1 | ESE y'n(xj,-kv) + 0.

Dar dupd cum s-a ardtat anterior, numerele Xi v %, «vey X% rEprezinti

k' Tk Thy
raddcini simple §i pentru integrala 7(x), si deci si pentru en(x), oricare

ar fi valoarea parametrului = > 0

Al ) =% ) = ... =7q(%: ) =0
i (4,) = (%) 0( i’")
.!]f(xj'k1 ) F0, ﬁ'(x,jka) +0, ..., -q’(xjkv) % 0.

Tinind seamd de faptul ci functiile Volx) si 7'(x) nu se anuleazid pentru
valorile x;, , x;, , ..., x;, , rezultd cd dacd parametrul ¢ ia valori pozitive,
1 2 ¥

inferioare unui anumit prag, atunci vor avea loc relafiile
vl Y S " wi? : W) )
y(](x;rkl) + & (x-’kl)’ AT, yﬂ(x?k,) *e 1 (xj'le?)-

Rezultd de aici ci pentru astfel de valori ale parametrului ¢, curbele (M

si (I';) se intersecteazi in punctele i By v vos X traversindu-se reciproc
A 31 (£ 1
in aceste puncte.

Apoi, referitor la punctele x. ,x x; , are loc urmitoarea

][1 ;ft'z, LG ELES Ttbr
proprietate: Dacd parametrul ¢ ia valori pozitive, inferioare unui anumit

prag, atunci in fiecare din veciniititile suficient de mici, date :

=+ 2 1 (x?.[ — &, % ol e (xj-lﬁ = €y .1:}.[6 + 515),

4 1 2 § ] b

(.”6‘,,;{[ A 551’ x:’"
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curbele (I') ¢i (T';) se vor intersecta cel pufin in cite trei puncte distincte.

Tntr-adevar, numerele o Fjo s X reprezinta raddcini simple pentru
1 2 &

integrala 7(v) (dupd cum s-a aratat anterior), i rddacini multiple de ordin
impar mai mare sau cel pufin egal cu 3, pentru integrala y,(x) (aceasta

prin ipotezd). Fie , unul dintre aceste puncte. S& presupunem pentru

. . . e A 1 e . .

fixarea ideilor cd intr-o vecinitate a acestui punct, functia y,(x) este

crescitoare (fig. 3). I'ie apoi [, si { doud numere, satisficind inegalitatile :

Bome el e Gag e

}"l h = t.] == '\j‘l.l C2 == A:"!, l’ “-tl-

Intrucit au loc egalitatile (14), rezultd ci existd un prag E,, astfel incit
pentru e << E; sd aibi

(r) loc inegalititile :

¥o(&1) = en(&y) y
= 15
e m) Vo(Ca) = Eﬁ(cz)- o

I
I
b
-
|
I
|
|

Pe de altd parte, tinind

— ?1 o _SA : seama due fa.ptul cd .1:;,-!l
_,21—611 : J‘l > X_rtf"'al, este o rddidcind comuna
; 4 pentru y,(x) si n(x), re-

: zultd cd curbele (I') si

- (I';) se intersecteazd in

,/} punctul o oricare ar fi

1
valoarea parametrulai e,
o, Apoi, dezvoltind functiile
Beox vo(%) si en(x) dupd for-
: mula lui Taylor in punc-
tul X, 5 finind seamd de ordinele de multiplicitate ale ridicinii x; relativ
1 o . o o . te b
la cele doud functii, se constatd cd oricare ar fi e > 0, pentru acesta
existd o subvecinitate suficient de mica a punctului A s astfel incit curba
d . j Iy
(I') sd se situeze dedesubtul curbei (T';), pentru valorile & > x; din aceea
ey 2 . . l"l .
subvecindtate, si deasupra curbei (T,) pentru x < %; (fig. 3). De aici si
. v . . = i A . I . . :
din (15), se deduce cd oricare ar fi ¢ satisficind inegalitétile 0 < ¢ < E,
curbele (I') si (I';) se intersecteazd in intervalul (%, — =, % ~+og)in
- - . . A . !l : ll L
cel pufin trei puncte distincte, traversindu-se reciproc in aceste puncte.

Concluzii analoage se formuleazd pentru fiecare din ridicinile X

ly
itk 5 e X
jl'u" i ?15
In sfirgit, se mai observa ca in vecinititi suficient de mici ale punctelor
Xi,y Xiy ..., %, pentru valori pozitive suficient de mici ale parametrului ¢,

curbele (I') si (T';) se intersecteazd in cite doud puncte cel putin, traver-
sindu-se reciproc in aceste puncte (fig. 4).

SRS AR SR T ey A e e T P
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Obtinem in definitiv urmétorul rezultat :

Dacd parametrul ¢ ia valori pozitive suficient de mici, atunci curbele
(T) si (I',) se vor intersecta precum urmeaza: in cel pufin 2o puncte distincte,
care se formeazd in vecindtdti ale radacinilor x;, %y, ..., i, apoi in 38

puncte distincte, care se formeazi in vecinitati ale rddacinilor i Fj o ¥,
1 4 &

D X in numar de y. Deci

2

si se vor mai intersecta in pumnctele x;

iy A

pentru valori pozitive si suficient de mici, ale parametrului e, numarul

Fig. 4

punctelor de intersectie ale curbelor (I') si (T';) va fi mai mare sau. cel
putin egal cu N = 2« + vy + 33. Tinind seama de a 2-a i a 3-a relafie
din (9), precum si de inegalititile (10), deducem cd
200+ v+ 38=p+ P+ ..o F D=1

De aici rezultd ci numéarul N al punctelor distincte de intersectie ale curbe-
lor (I) si () din intervalul (a, b), satisface inegalitatea N = n si de aici
cd, pentru valori pozitive si suficient de mici ale parametrului ¢, integrala
Fe(x) = yo(x) — em(x) a ecuafiei (1), se anuleazd pentru N = n valori
distincte din intervalul (a, b). Dar ¥.(x) nu poate fi identic nuld in inter-
valul (a, b) intrucit in nodurile suplimentare &;, &,,..... ; En—p—1, al edrer
numdr este mai mare ca zero, dupd cum rezultd din prima relatie (9),
integraia 7 (x) se anuleazd, pe cind y,(x) este diferitd de zero.

In concluzie, integrala particulard §,.(x) a ecuatiei (1) nu este identic
nuld si eind ¢ > (0 este suficient de mic, se anuleaza pentru N = n valori

(distincte din intervalul (a, b). Conform lemei 2, acest rezultat contrazice

proprietatea I,(a, b) a familiei ¥, si de aici rezultd afirmafia lemei 5.

Lrema 6. Dacd yy(x) este o integrald neidentic nuld a ecuafier (1),
care in m puncte distincte %y, Xs, ..., ¥m din (a, b), safisface condifiile

y(#) =y'(x) = .=y D(x) =0

Fp Aoy i—1)7 =
y(#) =y (1) = ... =y Wl =50 (16)
V(xm) =y (Xm)=...= V’\’(p’”_l)(:\fm):(),
wunde Py, Pay « oo, Pm Sint numere naturale, satisfacind condifiile
Pr+ P+ oo F pm=n—1 (17

max {py, Por -+ o) Pmf = 2,

9 — Studii i cercetdiri de matematicd
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atunci, in ipoteza cd familia Y, are proprictatea I, (a, b), rezultd relatiile:
y(pl)(xl) i 0, yuw(xz) :'# 0: SR (pm)(xnz) + 0. (18)

Demonstratie. Fie y,(x) o integrali neidentic nuli a ecuatiei diferen-
tiale (1), care in punctele x, %, ..., x, satisface conditiile (16) si (17).
Sd notdm cu mwy, my, ..., ©,, ordinele de multiplicitate ale radacinilor
Xy, ¥y, + .., ¥m ale integralei y,(x). Vom demonstra ci in ipotezele lemei
6, au loc egalititile : my = py, my = Py, ..., 7y, = P In acest scop, observim
de la inceput cd integrala y,(») considerati, nu poate avea in intervalul

(a, b) alte radacini decit %, %,, ..., %, intrucit in caz contrar s-ar contra-
zice afirmatiei lemei 5. Cu aceastd precizare, vom arita intfi ci numerele
Ty, Togy « v vy o $1 Py, Poy -+ -, P Sint respectiv de aceeasi paritate.

.COIISF‘del‘E:illl functia () = yo(¥) — e7(x), unde y,(x) este integrala
ce intervine in enunful lemei 6, iar 7j(x) este de asemenea o integrali a
ecuatfiei diferentiale (1), construitd dupd procedeul indicat in demonstratia
lemei 5, relativ la radécinile x,, x,, ..., ¥, ale integralei y,(x).?) Intocmai
ca acolo, se arati ci daci o radicini oarecare x; din gruparea %, Xy, ..., &m
are ordinul de multiplicitate fatd de vy (x), par, atunci oricit de mica ar
fi o vecindtate a acestei rdddcini x;, pentru valori pozitive suficient de
mici ale parametrului e, integrala ¥.(x) va avea in vecinitatea considerata
cel pufin doud rddéacini distincte; apoi, dacd x; este o ridicinid de ordin
impar fatd de y,(x), atunci oricit de mici ar fi o vecindtate a acestei radi-
cini pentru valori pozitive si suficient de mici ale parametrului ¢, integrala
¥(x) va avea in aceea vecinitate o rdddcind sau cel pufin trei ridicini
distincte, dupd cum w; = 1 sau m; > 1. De aici rezultd ci daci o ridicini
oarecare x; din intervalul (@, b), a integralei y,(x), are ordin impar de
multiplicitate, atunci acest ordin este neapirat egal cu 1. In caz contrar,
in vecindtatea acestei rdddcini x;, integrala J,(x) va avea trei rddicini
distincte, si finind seama de relatiile (17), va rezulta c4 in intervalul (a, b)
integrala ,(x) are cel putin (n — 1) + 2 = n -+ 1 ridicini distincte (daci
parametrul e ia valori pozitive, suficient de mici). Aceasta ar contrazice
proprietatea [,(a, b) a familiei ¥,, dat fiind cid integrala ¥,(x) nu este
identic nuld in intervalul (a, b).9) Rezultd in definitiv urmatoarea proprie-
tate :

Dacd in condititle lemei 6, w; esle impar, atunci =1, ] (19)

%) Spre deosebire insa de cele exptise cu ocazia demonstratiei lemei 5, inegalitatea n —[§ —
— 1 > 0 rezultd in cazul de fatd precum urmeazé: Se constatd intii cd in ipotezele lemei 6,
nu poate avea loc inegalitatea m = n — 1, intrucit o astfel de inegalitate impreund cu relatiile
(16) si (17) ar contrazice afirmatia lemei 4. Deci neapirat m < % — 1. De aici, tinind seami
de inegalitatea evidenti B = m, rezultd inegalitatea » — } — 1 > 0. Reamintim ca numﬁ_:ul
# — B — 1 reprezintd numdérul nodurilor auxiliare £y, Ep, ..., §,_p—q» care intervin prin for-
mulele (12) in definitia integralei 7 (#). n

) Demonstratia proprietifii ci integrala y(#) nu este identic nuld in intervalul (a, &),
se face intocmai ca in cazul lemei 5.
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Fie acuma x; o rddacina a integralei yy(x), din intervalul (a, b), avind
un ordin par de multiplicitate, ;. Vom demonstra intfi ci are loc urmdtoarea
proprietate ;

Dacd in condifiile lemer 6, w; este par, atunci si numdrul ] (20)

)

pi este de asemenea par, ]

Intr-adevir, presupunind prin absurd ci numirul p; este impar, atunci
finind seamd de a doua egalitate din (17), ar rezulta cd p;, = 1. Pe de alti
parte, rdddcina x; avind un ordin par de multiplicitate fatd de integrala
Vo(x), rezultd ca acestei rddicini 1i va corespunde pentru integrala J,(x)
doud rddicini distincte, situate in vecindtd{i oricit de mici ale punctului x;,
dacd bineinteles parametrul ia valori pozitive suficient de mici. S-ar obfine
astfel rezultatul ; Pentru valori pozitive si suficient de mici ale parametru-
lui e, integrala ¥;(x) are in intervalul (a, b) cel putin (n — 1) + 1 =n
raddcini distincte. Acest rezultat ar contrazice proprietatea I,(a, b) a
familiei y,, dat fiind cd integrala ¥,(x) nu este identic nuld in intervalul
(a, b).Y) Rezultd in definitiv proprietatea (20).

Vom ardta acum mai mult, anume cd in ipotezele lemei 6, oricare
ar fi rddacina pard x; din intervalul (a, b), a integralei y,(¥), pentru aceasti
riddcind are loc egalitatea m; = p;. Intr-adevir, este evidentd inegalitatea
m; = ;. Sd presupunem prin absurd cd ar exista in intervalul (a, b), cel
pufin o rddacind pard x;, a integralei y,(x), al cdrei ordin w;, satisface
inegalitatea strictd m;, > p;,. Vom arita ci o astfel de ipotezd conduce la
o absurditate. Intr-adevir, observdm intli ci din inegalitatea w, > p;,
finind seama de faptul ci numerele 7;, si p;,, au aceeasi paritate, rezulta
relatia

m, = P, + 2= 4. (21)
O astfel de relatie pentru cazul cind »n = 4, este absurdd. In continuare
presupunem cd n = 5.

Vom Imparti mulfimea rddicinilor x,, %,, ..., ¥, a integralei y,(x),
din intervalul (a, 6), in doud submulfimi. In prima submulf{ime vom con-
sidera riddcinile de ordin par, pe care le vom nota cu w, X, ..., %,
iar in a doua submulfime vom considera rddicinile de ordin impar, si
acestea le vom mnota cu xp, %, ..., %pg: Evident cd « 4 p = m. Vom
distinge dou# cazuri :

Cazub 1: « =1, B=m — 1, (n =5).

Presupunem ca ecuatia diferentiald (1) are in intervalul (a, b) o singura
rdddcind de ordin par, x,, si cd ordinul =;, al acestei riddcini satisface
inegalitatea (21). Toate celelalte radicini din intervalul (a, b), ale integralei
Yo(x), fiind presupuse impare, ele vor fi neapirat simple, conform proprie-
tafii (19), stabilite anterior. Tinind seamd de proprietatea (19), precum
si de egalititile (17), deducem cd in cazul considerat, numaérul acestor
ridacini este f = — 3. In fiecare din ele, curba de ecuafie y = y,(x)
va traversa axa Ox.




220 OLEG ARAMA 14

Fie ¢ un numir pozitiv si fie p.(x) integrala ecuatiei diferentiale (1),
care satisface in punctul x; urmétoarele conditii ale lui Cauchy :

[)-e( r.,) = ’V[)(xm) T 0 (‘:ln) == (T'n) T 0' ["’ ('\’-'u) - :\’ ( -'rl) = “

e (x-"u) = &
Ui = V(). - D) = ().
Din aceste formule se vede ci integrala p.(x) satisface in punctul x;, aceleasi
conditii ale lui Cauchy, ca si y,(%), cu exceptia derivatei de ordinul 3, care
in acest punct ia valoared e.

Dacd parametrul e ia valori pozitive suficient de mici, atunci conditiile
lui Cauchy, pe care le satisface integrala p.(x), sint apropiate de conditiile
lui Cauchy pe care le satisface integrala y,(x), 5i dacd e tinde citre zero,
atunci functia p.(x) va tinde uniform citre y,(x), in orice subinterval
inchis [ay, b, ] continut in (a, b).

Intrucit curba de ecuafie v = y,(x) traverseazd axa Ox In fiecare
din: punictele g, 2,00 = g, rezultd ci oricit de mici s-ar alege niste veci-
ndtidti ale acestor puncte, existd pentru ele un prag E, astfel incit oricare
ar fi numdrul pozitiv ¢ < E, curba integrald corespunzitoare y — p.(«)
sd traverseze axa Ox in fiecare din vecinatafile alese, in cite un punct.
Vom nota abscisele acestor puncte de traversare respectiv cu xj, xjp - 1 A
In afari de aceste ridicini, integrala p,(¥) mai admite riddcina x;,, cu
ordinul de 111u1t1p11c1tate 3, ceea ce se constatd din formulele (22). Rezulta
in definitiv cd integrala p‘E( ) are in intervalul (a, b), ridicina tripld iy
si in plus alte B rdd&cini distincte x, xjp - -, }‘,-B, diferite de x;, si avind
ordine impare de multiplicitate. Pentru aceste § - 1 ridacini, ale integralei
pe(x), sint satisfdcute conditiile (16) si (17) daca se alege p;, = 2 si Py, = pp,—
— = Jgfﬁ =1, si daci se tine seamd ci in cazul 1 considerat, B == — 3.
Se mai constatd cd integrala (Ls( ) nu poate s aibd in intervalul (a, b)
alte rdddcini distincte, decit %, xj --.» Ty CHl Intr-adevir, In caz
contrar, numdrul total al rddacinilor distincte pe care le-ar avea in inter-
valul (a, b) integrala neidentic nuld p.(x), ar i mai mare sau cel putin
egal cu n — 1, si conform lemei 4 ar rezulta cd toate rddicinile ei sint
simple, Aceqsta ar contrazice faptul ci radicina x; a integralei p.(x), este
tripld. In aceste conditii, este valabild pentru integrala p.(x) proprietatea
(19), care afirmi cd toate ridicinile de ordin impar ale unei astfel de inte-
grale neidentic nule, trebuie sd fie simple. Aceastd proprietate este insd
in contradm’ple cu_ existenta pentru integrala p,(x) a raddcinii triple x;,.
Rezulta in definitiv cd rddacina x;, a integralei y,(x), nu poate si aiba
ordinul de multiplicitate mai mare ca 2, si de aici cd m = Py, ¢. e. d.

Cazul 2: o =2, (n = ).

In acest caz, tinind seamd de egalititile (17), precum si de proprietifile
(19) si (20), rezulti cd Bp=n —5. Fie acum numirul v=(n —1) — B —2.
Tinind seami cd B =n — b, rezultd inegalitatea v =2. Vom presupune cd

o
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rddacinile x,;, %,, . .., x,, sint scrise in ordine crescitoare; i ST M K
Alegem in intervalul (_\ m, 0), v mnoduri distincte &, &, ..., &, Intrucit
integrala y,(x) nu are in intervalul (@, b) alte rddécini decit Xy, Kgy oo es ¥
(fapt stabilit anterior), rezultd ca nici unul din nodurile alese %, &,, ..., &,

nu poate reprezenta vreo rdddcind a integralei y,(x).
Fie u(x) o integrald neidentic nuld a ecuatiei (1), care satisface condi-
tiile :
wlxn) = w(x,) =0
w(#,) = wlan) = ... = p(xy) =0 (23)
(61 wE) = ... =p(&) =0

Numdrul acestor conditii de anulare fiind 2 - 8 + v =5 — 1, rezultd
in baza lemei 5 existenta unei astfel de 1'11tegrale neidentic nule, satisfacind
conditiile (23). Aceasts integrald nu pO’l‘tC sd aibd in intervalul (a, b) alte
radacini distincte decit Kjir ppr + o s Xy, Eiv &9y o vvy By, 51 %y, Intr-adevir,
in caz contrar numdirul total al rddicinilor d15t111cte pe care le-ar avea
in acest interval integrala neidentic nuld p(x), ar fi mai mare sau cel pufin
egal cu n — 1, si conform lemei 4 ar re7u1ta cd toate rddicinile ei sint
simple. Aceasta ar contrazice primul sir de egalitdti din (23). Pe de alti
patte, observdm cd conditiile (23), pe care le satisface integrala neidentic
nuld u(x), au forma Loudl‘;nlm (16) si (17) pe care le satisface integrala
vo(%). In aceste c1rcumstan;e sint valabile pentru integrala p(x) proprie-
tatile (19) si ()0) in baza cdrora toate rddacinile integralei pu(x), cu exceptia
raddcinii x;, sint simple, iar rididcina x;, are un ordin par de multiplicitate.
Astfel ajungem la constatarea cd integrala u(x) satisface conditii analoage
conditiilor pe care le satisficea 111tegr'113 vo(x) in cazul 1 tratat anterior.
In baza rezultatelor obtinute cu ocazia tratirii cazului 1, se poate afirma
cd rdddcina pard xy, a 1ntegra1e1 w(x), trebuie sd aibd neapdrat ordinul 2 :

il — i) =10, nf(x =50, (24)

Din cele de mai sus rezultd cd curba integrald de ecuafie Y = p,( %) traver-
seazd axa Ox in fiecare din rdddcinile x, B w05 Epgy S Py ey i
se situeazd de aceeasi parte a axei Ox intr-o vecinidtate suficient de micd
a radacinii x;,

Pe de altd parte, referindu-ne la integrala y,(x), tot in baza pmprle—

tafii (19) putem afirma cid riddicinile impare x,, %, ..., X1 trebuie sa

fie neapdrat simple pentru y(x). Celelalte radicini x;, ;, ..., %, au
ordine pare de multiplicitate i printre aceste ridicini se afld si rddicina
%, care are ordinul m;, satisficind inegalitatea (21). De aici rezulti cd si
curba integrald de ecuatie y = y,(x), traverseazi axa Ox in fiecare din
rdddcinile x;, %, ..., %, 51 se situeazd de aceeasi parte a axei Ox in

vecinidtatea fiecdrei din rddicinile x;, xy, ..., %;,. Tinind seamd de aceste

proprietati stabilite pentru mtegralele w(x) si y( i precum si de faptul
cd toate rdddcinile &, &, ..., &, ale mtegralel pw(x) sint situate in afara
intervalului [x;, 5], rezulti ca daci variabila x creste de la valoarea «
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la valoarea b, atunci cel pufin pentru una din integralele (%) sau — () ['ie un interval Inchis [x;, — &, %, + &,], ales suficient de mic incit

il

sensul de schimbare al semnului ei, in dreptul fiecireia din radicinile sd fie confinut in (@, b) i sd nu confind nici o altd rddicina a integralei
Vi Xjp -5 X va coincide cu sensul de schimbare al semuului integralei vo(x), sau a integralei w(x). Prin felul in care a fost aleasi inte-
Yo(%) in dreptul fiecarei dintre aceste ridicini, S$& notdm cu (x) acea grala {i(x) dintre integralele () 151. — H(xt), rezulta ccela dacd Ve1(::1na-_
dintre integralele u(x) si — w(x) pentru care se realizeazi acest dezi- tatea [xi, — e, %; + ¢,] a punctului x;, este suficient de mica, a tlllCl
derat, adica pentru care — in vecinititi suficient de mici ale numerelor cnr‘pele de ?CPa?“ y =(%) §1 y = (t(x) se vor situa de aceeasi parte a
' Xy Xy ) Xy au loc egalitdtile : axei Ox, adicd va avea loc egalitatea
T - - A
: sgn {yo(%)} = sgu {E(%)}, ve %, — e ¥ + el (259

ve [, — e, ¥, + 5, san Sa presupunem pentru fixarea ideilor, ca p''(x;) > 0. De aici, in baza
‘3 sg1n {[I(l)}: sgn {j’o(ﬁf)}, l """""""""" (25) relatiilor (24) si (25:) rezultd cd sgn {j’p(:\:)r} :*Sgn{fi(ﬂc)} = 1',\ cind
| Xe ['T‘J"ﬁ — &, %z + &g Xe %, — Ciny Un:,-u). $1 cind xe(x;, %, + &,] (fig. b). Vom demonstra in cele
ce urmeazi ci existi un o
N ] } ) ) s 7 prag E,, astfel incit daci /,(u.(x)
Adgr intery ale.[e [%,— &1 %+ &) o0, [%p — o8 %5+ 5] sint alese ¢ satisface inegalitdtile
suficient de mlsi vasltf_el incit sa fie confinute ?An (a, b) si in interiorul lor sa 0<e< E,, atunci in veci- )
nu existe alte raddcini ale integralei v,(x), decit respectiv Xjy Fpor + oo Hyge n#tatea [x;,— i, %o+ i ] Xo
Tinind seamd de faptul stahilit anterior, cd integrala [(x) nu are in curbele de ecuafii y =
intervalul (a, b) alte rddicini distincte decit xy, %y, ..., %y &y, G- -, &, =yo(%) $1 ¥ = ep(#), in
(de ordinul 1), precum si radicina pard x;, rezultd cd egalitatea (25) va zTIa.ra lde pu_n(;tul ip 111
avea loc si in vecindtati suficient de mici ale ridicinilor pare Hiy Kt v o0 g [ ol pIcalllia i cos
. . : SN tact de ordinul 1, se mai
aI:a 111te:gralel glgl%), <l.‘3u edxceppa eventual a centrelor acestor vecinatii. I harsectenzi inincd dons ’
Sja:n?‘lfnn) (::Ll1 ({) ccm‘ta 1le ecuatie ty 5 yﬂo(g) ?11(‘%1‘ (Fe}_t_curba. de ecuatie puncte distincte, traver- o
) e 1(x), unde = este un parametru luind valori pozitive. sindu-se reciproc in ace- Fig. 5
“ Se constatd usor ci existd un prag E,, astfel incit daci ¢ < E, atunci stea din urmd. Intr-
in fiecare din punctele x;, xy, ..., %y curbele (I') si (I,) sd se intersecteze, adevdr, fie &, si £, numere reale, satisfacind inegalitatile :

traversindu-se reAc1pr0(H:. u(A_ce.ast.a afirmatie rez_ulta d111'iap_tul cd numerele Bp =y, = By = T e
Kjpp Fpp + vy %y sint rdddcini simple pentru fiecare din integralele Volx) _— i e L Foar T, B o
si w(x)) Tie & un numdir pozitiv suficient de mic, astfel incit sa [ie satisfacute
- . ; o - s inegalitatile (fig. 6) :
Apoi, alegindu-se niste vecindtati suficient de mici ale rid#cinilor = Bl (e ) e -
pare %, %, ..., %, cu excepfia rdddcinii x;, existd pentru ele un prag sR(E) < l"ﬁ(él) (27)
E, astfel incit oricare ar fi ¢ satisfidcind inegalititile 0 < ¢ < E,, curbele \ (g < ()
(T') si (I';) sa se intersecteze in fiecare din vecinititile considerate, in cite : o .
doud puncte distincte, traversindu-se reciproc in aceste puncte. Dezvoltind functiile yy(x) si ¢ @(x) dupd formula lui Taylor in puulctuul
(I S e . ¢ . ¢ = 5o ooA = " L .. AE S
Referitor la punctul x;, finind seama de relatiile (24) si (21), constal %;, $i finind seama de relafiile (24'), (26), (25') precum si “1(}81; fap;u_u' Ci
tdm urmditoarele : Curba de ecuatie y = [(x) are in x;, un contact de ordinu- m;, > 2, se constatd cd oricare ar fi e pozitiv, intr-o subvecinatate su 101%@
1 cu axa Ox, de micd a punctului x;,, curba y =y,(x) se va situa dedesub‘ttél curbei
; — i ini 5 5 e inega-
Tl e = T ' ‘ v = ep(x) (fig. 6). Tinind seamd de aceastd constatare, precum 51 :
() = p'(¥a) = 0, B"(x) #0, (24') litatile (27), rezulti ci pentru orice e pozitiv, satisfdcind 1_negAa111ziateevl
a , R 2 8 = =i ~ A — ) si v = ew(x) se vor tdia in doud
pe cind curba de ecuatie v = y,(x) are in x;, un contact de un ordin impar e < e= E,, curbele de ecuatii y = ,(x) 5i y (%)

=3 cu axa Oux. puncte distincte din (& &3, traversindu-se reciproc in aceste puncte si

prezentind totodatid in punctul x;, un contact de ordinulul (fig. 6). in_ con-

Yol#u) = yr’](x,-u) i y;(x,-,)) = :;'(xfu) T e = y.(axi"_h(xfn) =10 ) cluzie, $inind seama de cele ardtate anterior, rezulti ci dacd = satisface
(w;) : (26) inegalitatea

Yy s 720 0 < ¢ < min {Ey, Ey, Eg,
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atunci integrala y,(x) — T eo P i g A" pn SLINS : = = . :
L _g Ve(x) Vo(%) cu(x) va avea in intervalul (@, b) rdddcini, Definitia 5. Spunem cd familia Y, posedd proprietatea I’Ef)(a, b)
7 e 9 % e ; 3 » 4
ale provin precum urmeaza : (unde k este un numdr natural satisfdcind inegalitatea k = n — 1), dacd
oricare ar [t integrala neidentic nuld a ecuajrer, care in m puncle distincte

Fiecdrei riddcini x; de ordin par, a integralei y,(x), cu exceptia ridi-

g.‘““t i 11 VOT corespunde pentru integrala ¥, (¥) cite doud ridicini dis-
imcte 4, S1 «.. 3
ok y(®) =yi(m) = ... = Pt Yz =0

Xy, Xy v, Xy din (a, b) satisface condiftile :

Radacinii inla i ;s : - x
adacinii x4, multipld de ordin par = 4 a integralei 910(;1;), ti va corens FOR s _ e ) =0 .
! punde pentru inte- Yi¥e) = Yl Xe (29)
: %(X) grala 373(2:) o rédécinﬁ ......... i L MR (.ﬂ. .—.”. ......
| 1 dubld x,, si alte doud V(%) =y (¥m)= .. =y (25)=0
! g Sl il u ) ]
| raddcini 511111).1‘3 Figs Xiy. unde Py, o « .., P Sint nwmere naturale oarecart, salisfdacind condiftile
i v EfL(x) . An sfirgit, rdda- Tl e |
| ? P00 cinile x, de ordin bt Bt et P E (30)
‘ : impar (simple) ale in- max {py, Py s P} =k
I zfleugr'al_el Yo%) sint ra- atunci din realizarea condifiilor (29) si (30) sd rezulle
! acini simple si pen- (7 @ B :
| tru 573('\,) Wi ("71) F0, ¥ '2(":2) ;fﬂn gy (*‘:m) #+0. (L’I)

Rezulta in defini-
tiv cd integrala ¥,(x)
va avea in intervalul

Pentru a demonstra teorema 1, vom aridta din aproape in aproape ca
in ipotezele acestei teoreme, familia V¥, are proprietatile

. : (a, b adacing (1) (1) @ 2) (k) )
5)1'd111111 2 §i alte 2w —1) +2 + B =22+ p 1‘k’c"1déc)iuf SIiEILnSlCem 1[)(;]1? {I,)(a, b), P(a, b)}, {I;(a b), _PS; (@, B)}, ..., {0 (a b), Py(a, b)}
mtmfltd 200+ B=mn—1, ceea ce se deduce din (16) si (17), tinind - " M e » A Na by, PYadb) 1%, b). (32)
Sear ietati OY 51 e S5 cq Sl A : 2 A2 ] = < : . -

‘ o liiﬁne proprlletaja}e (19) $1 (20) rezultd, c4 ye(¥) are in intervalul (a, b) In acest scop, utilizim principiul inductiei relativ la indicele superior k.
pUymn (n o )+ 1=mn rddécini distincte (dintre care una este dubld). 7 : - a N < e e (1
Atunci, intrucit prin ipotezi familia ¥, are pro atated T B 1 i In primul rind observdm cd pentru familia Y,, proprietafile {I,, (a, b),
in baza lemei 2 ci §,.(x) =0 in 1'11ter\raful (a I;J) icea;t:'d ”Ecqj s pg’l){“' b)}' {Iff’(a, ), I’S?)(a,b)}, care corespunde \’a}orilor k=1 5k=2,
= et LS ; i , 0). std iden itate contra- sint adevidrate in baza afirmatiilor lemelor 4, 5 si 6. Presupunem acum

ﬁlelltare E1 iu ca _%r(_%) *1 J’g(fb)_— Eug:lf) nu se anuleazd in nodurile supli- cd pentru familia ¥V, au loc proprietatile :

BT S G2 .y Gy, al caror numdr v, dupd cum s-a aritat anterior, (1) 1) @) »(2) (h—1)p . - (h—1) ;

satisface inegalitatea v = 2, {I)(a,b), Pp(a,b)}, {I(a.b), PP(a,b)}, ..., {Ii (ab), Py "(ab)} (33)
care corespund respectiv valorilor 1, 2, ..., & — 1 ale indicelui superior,

Rezultd in definitiv cd inegalitatea (21) nu poate avea loc si conform

proprietatii (20), trebuie si aibi loc egalitatea m;, = p,, q. e. d S4 demonstrim ci in aceastd ipotezd, familia ¥, are si proprietatile
on e el

. I(,f")(a, b) si P(,f)(a, b). Vom presupune, in cele ce urmeazd, k > 2. Incepem
: prin a stabili urmatoarea lema :
Vom trece acum la demonstrarea efectivi a teoremei 1. Lema 7. Dacd familia Y, are loate proprietdfile indicate in (33),
- oy . . &

atunct acea familie ave 1 proprietatea I'a, b).

; i T R - )
Pat ; i Y e i s 3 TR Demonstratie. Pentru stabilirea proprietatii I,"(a, b), vom folosi pro-

ntru simplificarea expunerii, didm intii urmitoarele definifii ; cedeul de demonstratie indicat cu Iocazia s‘fabilirii Terel 5

Ly

S4 presupunem prin absurd cd in ipotezele lemei 7, familia ¥, nu ar

Demonstratia teoremer 1.

Definitia 4. Spunem cd familia Y, are proprietatea 1% (a, b) (unde

/] 11444 Tar  as s = e A - + i ' 5 {, % & o .
;afeste’z un numdr natural satisfacind inegalitatea kb = n), dacd acea familie avea proprietatea I',f}(a., b). Atunci, conform lemei 1, ar rezulta cd ecuatia
nare proprietafile Ip . ., p (a,b) referitoare la toate sistemele de numere diferentiald (1) admite cel pufin o integrald neidentic nuld y,(x), care sa
naturale m, py, ps, ..., pm, cave satisfac condifiile : ‘ aibd in intervalul (a, b), m ridédcini distincte %y, %a, ..., &y, avind ordine
B e e ©p de multiplicitate w;, 7, ..., my, astfel incit
1 9 e i = M. = h
Y T ZE Py T = Py, Ty = Dy (351)

X (28)
max (py, o .., pu) = k. unde p,, py, ..., pu reprezintd numere naturale, satisfacind condifiile (28).
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Observiam de la inceput ca pentru demonstrarea proprietatii 1'Y(a, b),
putem presupune cid cel pufin doud dintre numerele p,, p,, ..., pm sint
egale cu numiral k. Intr-adevir, din ipoteza max 105, Dy < i Bmp =08
ce intervine in definirea proprietdtii IY(a, b), rezultd ca cel putin unul
din numerele $,, p,, ..., P, este egal cu k. Apoi daci numai unul din
numerele p,, p,, ..., P, ar fi egal cu k, iar toate celelalte ar fi mai mici
decit k, atunci existenfa unei integrale y,(x) neidetic nule, satisficind
conditiile (29), este in contradictie cu proprietatea P! ~"(a, b), presupusi
de asemenea adeviratd prin ipotezd. In concluzie, pentru demonstrarea
proprietafii Iff)(c;, b), putem deci presupune cd cel putin doud dintre
numerele p,, p,, ..., p, sint egale cu k.

Vom asocia numerelor py, py, ..., P, respectiv numerele pf, 45, ... o,
precum urmeazs

i =

s {75,—, dacd x; si p; sint de aceeasi paritate (35)

pi+ 1, dacd m $i p; nu sint de aceeasi paritate
e=1,2," " m

Considerdm mai departe sirul de numere ${*, $3* ..., p** precum ur-
meazd :

pr— 2, dacd pf > 1 : '
P i ) 6=1,2,...,m) (36)
P71, dacd pf =1 ,
Evident cd girurile de numere {m;, m, ..., 7w}, {pF $5 ..., Bl
{p1*, 15", ..., pm} sint astfel, incit termenii lor de acelasi rang au aceeasi

paritate, in ultimul sir putind si figreze si numdirul zero.

Intrucit, prin ipotezi, cel putin doud dintre numerele L s 8L
sint egale cu k, si intrucit tot prin ipotezd %k > 2, rezulti, tinind seama
de (35) si (36) cd cel putin pentru doi indici ¢ are loc inegalitatea strictd
pr*< p;. De aici, tinind seamd de inegalitafile p}* = bt =1,2, ...,m),
care rezultd tot din (35) si (36), si apoi de prima relatie din (28), rezulta

inegalitatea :
m
E dtEn— 2 (37)
=1
A o . . * A o
Vom imparti mulfimea numerelor p{, p3%, ..., p% in doud submul-
fimi precum urmeaza : vom nota cu iy, 4y, ..., 1, acei indici 7 pentru care
pi* ia valoarea zero, si cu 7y, fs, ..., fp indicii § pentru care $3* ia valori

mai mari ca zero (dacad bineinfeles existd astfel de indici).
Sa notdm cu v, suma acestor numere p;‘.*. Tinind seami de (37),
rezultd in mod evident inegalitatea

":f’l*+?”';*+ +P;ﬁ*§?‘l-—2. (37')

~3
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Fard a restringe generalitatea demonstratiei, putem presupune ci
radicinile %, &,, ..., %, ale integralei y,(x), sint consecutive si satisfac
inegalitdfile x; < %, << ... < %, (aceasta Intrucit numdirul natural m
poate fi oarecare).

Vom alege 1in intervalul (x,, &), #n — v —1 noduri distincte
£, Eoy ooy Ep—y—y, astfel incit nici unul dintre aceste noduri sg”l nu
coincidd cu vreo rddidcind a integralei vy (x), ce s-ar afla eventual in inter-
valul (x,, b). Tinind seamid de (37'), se constatd cd numdrul » — v—1
care reprezintd numdrul nodurilor suplimentare &, &,, ..., £,—y—1, este
mai mare sau cel putin egal cu 1, astfel cd mulfimea acestor noduri nu
este vidi.

S4 considerdm acum radacinile %, xj, ..., Xfgs corespunzatoare numne-

relor p7*, fpz’*, .o, P1F puse in evidentd anterior, si fie w(x) o integrald
1

I %
neidentic nuld a ecuatiei (1), care verifica conditiile :
(%) = 0'(w) = ... = o= (z) = 0
- . — ' == = A (Pf;_]) et O
’](kln} n (xfa) """" Ul (xfs) 5 COl‘lditil' (38)
-q(;::.jﬁ) — -f]'(xjﬂ) ==k = 'q(pfg‘l) (xjﬂ): 0
(&) =) = ...... = n(&r—v-1) =0

in numar de n — 1. Existenfa unei astfel de integrale neidentic nuli, fezulté
din ipoteza ci Y, are toate proprietitile Iﬂ,” (a, D), If,z_)(a, DY ]S, B )(ar,, b)
ce figureazd in (33) si din faptul ci ordinele de multiplicitate
pis B3 -+ ., Py care intervin in conditiile (38), satisfac inegalitatea
max {p}), A1, .. iy =k —1 ‘ (39)

care rezultda din (35), (36) si (28).

intrucit prin ipotezd sint adevarate proprietafile P (a, b),
PP (a,b), ..., P¢ D (a,b), din relafia (39) rezulti ci integrala w(x), pre-
supusd neidentic nuld, satisface relatiile :

1) () # 0, 03 (o) #0, ., 4T (mg) 0
7' (E) F0, 7' (&) F0, ... 0" (Ea—v—1) F0.

Mai rezultd ci singurele raddcini distincte din (a, b) ale integralei 7(x) sint

(40)

numere Xy, ¥y, ..., Xjg; £y Eg -vvy En—y_1.®) Tinind seamd de aceastd
ultimd constatare, apoi de relatiile (38), considerate fmpreund cu (40),

. o v - w #* ¥k ok * %
precum si de constatarea fdcutd anterior cd numerele p1% $3°, ..., 2%

5) Aceastd afirmatie rezultd si din ipoteza c& familia Y, are proprietitile
20 a0), 500 15 (0, 5).







