APLICAREA FORMULELOR DE DERIVARE NUMERICA
LA INTEGRAREA NUMERICA A ECUATIILOR
DIFERENTIALE
DE

D. V. IONESCU

Se considerd ecuafia diferentiala
y' =% y) (1)

si fie y(x) integrala ei care satisface la conditia initiala y(x,) = y,. Pre-
supunem ci sint indeplinite condifiile care asigurd existenta si unicitatea
integralei y(x) In intervalul [x, %, + a].

In intervalul (%, %, + @) ludm nodurile x;, %, ..., x, astfel ca
Xy < Xy < Xy < ... < x, §i presupunem cd integrala y(x) este cunoscuta
pe nodurile %, %5, ..., %,. Problema integririi numerice a ecuafiei dife-

rentiale (1) constd in a da formula practicdi de calcul a integralei y(x),
intr-un punct din intervalul (x,, %, + @], cu ajutorul valorilor lui y(x)
pe nodurile xy, %;, ..., ¥, $i de a studia restul formulei de integrare
numerica.

Dacd funclia f(x y) are derivate par‘gale in raport cu x si y pind la
ordinul #, continue in domeniul D in care sint indeplinite c:oudl‘,cnle care
asigura ex15tenta si unicitatea integralei y(x), atunci aplicind formula
lui Taylor vom avea

y(x) = y(%) + x1_5x0 ' (%) + et A ) [ S

LAl f £ 5)° gt o) s, 2)

Problema integrarii numerice a ecuafiei diferenfiale (1), aga cum a
fost pusd mai sus, se reduce prin formula (2) la problema derivarii numerice
a unei functii, care se formuleazi astfel: fiind datd functia f(x) continud
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in intervalul [, %, + a] si avind derivate continue in acest interval
de toate ordinele, care vor interveni in calcule, si se dea formule practice
pentru calculul derivatelor f'(x), /(x), .. ., f(”‘)(x) in nodul %, cu ajutorul
valorilor lui f(x) pe nodurile %y, %, ..., %, si sd se calculeze restul formulei
de derivare numerici.

Lucrarea este impdrfitd in doud capitole. In primul se trateazi despre
formule de derivare numerici, iar in al doilea se trateazi despre aplicarea
lor la integrarea numerici a ecuatiilor diferentiale de forma (1).

Capitolul I
FORMULE DE DERIVARE NUMERICA

§ 1. Formule de¢ derivare numerici care provin din expresia
unei diferente divizate sub formi de integrald definiti

1. Intr-o lucrare de ansamblu asupra formulelor de cuadraturi, care
se pot obfine cu ajutorul formulei generalizate de integrare prin parti,
aga cum a ficut J. Radon [1], am dat o expresie a diferentei divizate
de ordinul # pe noduri repetate sub formi de integrald [2], aritind ci

S B B e X s By Bty B f(®)] ==
—— — L S— i ey
o ori ky oti ky ori f3 ori
4
:ftp(x)f(f61+"'+kf‘+u+ﬁ_l)(X)JZ, (3)
a

unde functia ¢(x) este determinati de un anumit sistem de ecuatii dife-
renfiale care se integreazi cu anumite condifii la limitd in a, %, ... %,
si b. Rezolvind ecuatia (3) in raport cu f‘“_”(a) se obtine o formuld de deri-
vare numericd, din care se deduce f(“”"”(a) cu ajutorul valorilor functiei f(x)
si a derivatelor ei succesive, care intr4 in ecuatia (3), pe nodurilea, %, ..., x,, b

In acelasi mod a procedat prof. T. Popoviciu [B] siS. E. Mi-
keladze [4], pornind insi de la alte expresii ale diferentei divizate
din membrul intii al formulei (3).

Vom rezuma rezultatul din lucrarea [2], in cazul unui singur nod
multiplu, aducind citeva completiri.

2. Fie f(x) o functie de clasa C"*” | definiti in intervalul [, 0]V in care

ludm nodurile Xg» %1, -« +, X, astfel ca sd avem X == %1 == e < e Loa iNtGEE-
valele [%, %] 205, < o0 (20t %n] atasdm functiile ¢,(x), @u(%), ... (%)
si comstantele A, Ay, ..., %, si formim ecuatiile diferentiale
= —1 —
o) = n, oS (m) =y, L, QY () < 2, (4)

') Adicd functia f(#) are in intervalul [a, b] derivate succesive pind la ordinul n + p,
ultima fiind continui in acest interval,
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care se integreazd cu urmitoarele conditii la limita :

?1(%) =0, (91(""0) =0, ...; ‘P(In_m(xn) =0,

; —1 Mp_ o v
o0 = (=17 =2, @) = (-1 L B =

(p—1)! 1
Pa(%1) = @(%,), @3(x) = @i(%), - .., 08 7 2m) = 9" (xy), ()

I ' +p—2) __(n+p—2)
‘Pu(xn—]) =Qp—1 (xn—l): CPn(xnﬁl) =®Pn—1 (xnﬁl)» sy (PEJ” 3 (x!zhl) = (Prf—l (:1”-,,_[),

Pal#n) =0, @5l(5:) =0, ¢« o 87734 =0,

- Constantele A;, Ay, ..., A, si vy, vy, ..., Vv, se determind astfel ca integralele

ecuatiilor diferentiale (4) sd verifice ecuatiile la limitd (5).
Este evident ca fiecare integralid
X1 g x,
JoAr @ an, [ s, .., (6" ()
Xa % A

este nuld. Aplicind la fiecare, formula generalizati de integrare prin pirti
si ficind suma lor, se obtine, {inind seama de conditiile la limita (9), formula
de derivare numericd

£ [7\1 [(50) + (50 + 22 () e+ 2 f“”(xu)] i

2! P!
Ky f00) F K f) + -+ Kalwa) = (—1)"+ f o(x) /" (%) dx,  (6)
Xa
unde functia ¢(x) coincide pe rind cu functiile ¢, (%), (%), ..., @u(x) in

intervalele [xg, #;], ..., [#4—1, %,] si unde
M — 7\2 = [\]1; Ay — 7\3 = ffg; vy Ao — A= Kn—ls Ap = ](,,. (7)

Functiile o, (%), 9,(x), ..., pu(¥) sint date de formulele

Al (.’XJ L4 x”)r|+.0—2
‘Pn(x) = JKHW:_—UT
.} (x 'y x;,H])'l+P_1 " (% o= xﬂ)”‘l‘ﬂ—l g
Famtla) &= Ko~ B oy ®)
e (% i )n+p-—1 (x_x2)n+p—1 . (.OC*.'E,,)H-M_[.
¢i(x) = K, n+ pl_l)! + K, (n+p—1)1 + o T K (n4-p—1)!
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Cu formulele (8) sint verificate ecuatiile diferengiale (4) si conditiile
la limitd (b) din nodurile x;, %3, ..., ¥,. Secriind cd si conditiile la limita
din nodul x, sint satisficute, avem sistemul de ecuatii

Ky(x — #) + Ky — %) + o+ Ka(#a— %) = v
Kl(x] e x0)2 == KE(xZ F x0)2 A o A I{n(xn** x0)2 == Vo

Ki(% — %) + Ky(%: — %)" + ie + Kp(xn— %) = vp  (9)
JT{l(x_‘l Ol xn)P+l + Kz(”z = x")."-f-l + e + I{n(xn* xn)P+1 =0
Ey(x = 5)" P+ Kol — )" 4 L+ Kalwn— )" =0,
care: determind K, Ky, ..., K, 51 v, vy, 000 Y

Tinind seama de ecuatiile (7), ecuatiile (9) se mai scriu sub forma

- +K, +oot Ky =0

=M% -Ci vy Ky +oo ot K %,=0
v (10)

— Ayxh —€ wadt v  HE;af +.o .+ Kxh=0

1 J‘\19‘61-i-p_1—C:1+.D—l\"1%6”_}1—2’" AN Vp:r{)l_]Jrle'{"!'ﬂ_]'in oA K a2 TP =,

Ecuatiile (9) exprimd cid membrul al doilea al formulei de derivare
numericd (6) este nul cind f(x) este inlocuit cu

2

Bt il BB g s ey B

iar ecuatiile (10) exprimd cid membrul al doilea al formulei de derivare
numericd (6) este nul cind f(x) este inlocuit cu

n+p—1
1, & 8 L, 4ttt

Sa consideram matricea formatd cu coeficientii sistemului (10), adici

1 0 S 1 oo
1
% Ci S %y o
P 1 p—1 P p p
Xp Cp X0 . e (,p X von Xp
n-t-p—1 -1 n+p—2 P n—1 nt-p—1 n+p—1
%0 C oty e X1 Sl
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i sd notdm cu A; determinantul care are aceleasi linii si aceleasi coloane
afard de coloana a i-a. Tofi acesti determinanti sint diferiti de zero si
rezolvind sistemul (10) in raport cu — Ay, — vy, ..., — vy, K}, Ko, ..., K,

se obtine
o DI | = Y e
A4, —4, (=1)" Apsy
K 1S,
= -————1 = *——'——f a (11)

(=1 Apsa (= 0" Ay
Tinind seama cd membrul intii al formulei de derivare numerici (6)
este o combinatie liniard de numardtorii din formulele (11), deducem ci
formulele (11) se mai secriu sub forma

—N = .
sl —A4, (ﬁl)pAp-}_]
! (n+p)y, i
e r K, e j‘h(P(x)f (x)dx "
(*1)!’4‘14;{!3_"_2 (_ 1)’”-"14;14".;.[ A
unde
1 0 . 0 1 1
Xy C{ 0 %, i
== xh C}J xﬁ—l I Cﬁ «f o i (3
.‘({)H—h‘l CEH‘P—] x{r;-l-.lh-z ; CI;:‘T‘P"""] xg——l x;]+p_1 -4 x::'l-ﬂ—-l
e e
R TR - RN R R

_ Determinantul A, care se obfine din A inlocuind pe f(x) cu 27, este
diferit de zero, deoarece

(@) — xo)p Vg %1y v o0 %g), (14)

. %p) este determinantul lui Vandermonde al numerelor

Ay = (% — xn)p (%3 — xn)p cee

unide V(%4 .
g s gy S

Egalind rapoartele din (12) cu — -l- deducem ci formula de derivare
numericd se mai scrie sub forma ! :
T s |
= J o 17 ax, (15)
4,
Xp v
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sau, sub forma

X
[ﬁ’.’ Xgp o os Koy Hyyenos X [(2)] :J“P(x) 1) dz, (16)
p+ 1 ori *o
cdci diferenta divizatd a functiei f(x) din membrul intii al formulei (16) este
egald cu— -
1

3. Calculul coeficientilor N, V1, - .., Vp, Ky, ..., K, din formula de
derivare numericd (6). Din ecuatia (12) deducem ci avem

A
G o e Y
1= ) 1

J i — (7 ])Pﬁ‘l AP+3
2 A]

s 8+ s v W

K,, - (_ 1)p+n—t AH‘FP‘#’[‘ i
A,

Fidrd greutate se aratd cd in general
P P 14
Appivs = (H1=%) . (B1—1 — %) (#1401 — %)" - .. (¥ — m)" X
X V(x().! xlx s.50 xf—ll xl'-l—i) LR xn):

de unde rezulti cid avem

[{] =(— 1)‘” 1 ! V(xm Koy o v ey 71"1'1)
(‘xl i xU)p V(xn: Xy v v xn}
/ o v n ‘
}(2 = = I)P'l"l_ 1 5 I (X(J) X1, X3, » X ) (17)
(%9 — %) V%o, %y, 4 +vs %)
Gy 1 V(% %1y - -0 Hn1) |

(%a—%)p  V(%g, %1, - o+, %n)
Dach se fine seama ci in geheral avem '
V(% %1 o+ -0%0) = (%6 — %) (% —%1) « o (% — %)) (Brg1— %) - (Bn—21) X
SOV (%o D05 =5 05 Bimts Bty o ov0 Zn)
formulele (17) se reduc la

K=

(% — %)L (% — %) (%2 — 21) .« (%0 — 7)

(—1) :
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A TRyesA
B e Ll
(%0 — %) (% — %) (%5 — %) . ..« (%7 — %)

(18)

( — 1)p+n—1

(-'Un = xu)”Jrl(xn_ xl) (xﬂ_ 2‘62) cae (xu_ Xn—1)

Din aceste expresii se vede ci toti numitorii fiind pozitivi, coeficientii

K, Ky, ..., K, au semnele alternate, K, avind semnul lui (— 1)~
Coeficientii 2y, vy, ..., v, sint dati de prima ecuatie (10) si de pri-

mele p ecuatii (9). Tinind seamd de formulele (17), vom avea in general

S

Mite—————————————— = P ' 5w g ==
y V(i\’-“,fh, S x?l) X xu)pﬁj ! (‘Y'-(h x},s » -'XH)
1 Fa
—W:} Vixo, %15 %3, <. -, D) el =l
Xg — X
n—1 1
sa(—1) on — 2y Vi %y wo x,,_l)]
sau
1 1 1
xo xl Xn
(_1) p+n—1
M= n—1 n—I1 n—1
Voo i, ey ) |15 %0 %y ces Xn
4 1 1
(%1 — -'Vn)pﬁj (%n— 5"’11)11_J

sau inei

1 a 1
% — %o e W —
s 1)p+n_](x1_x0) (22— %) « . - (% —2%) Sl 2
V(%% o ooy %) (%1 — ) oo (%n— x) 2
1 1
(% — xn)p feit (% — 'Vu)ﬂ-H]

undef:(), il ,;'5 (7\1: Vu)'

5 — Studii §i cercetiri de matematici
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Se gtie ci

1 1

Y1 Y
s P A sy Ll 1

_(_1} 1 (yIJE - )Q_l('gj_,...._),

A n—2 =2 V1o Yoy « o s Y Vi Yo Y
," lI y" ( 2 6 e ,‘) .‘l) ; K n
1 1
'_[—‘ .o _{
_)’1 yn
il 1 A
unde @ pq[—r» — ’y‘ este un polinom omogen de gradul 7 — 1 in
Y1 Ve n
1 1 1 o B .
— —; +++»—, cu coeficientii egali cu 1.
Vi Ya Yn

Tinind seama de aceasta, expresia definitivd a coeficientilor v, este

i (=1)¢ Qmﬁ( Ll “oo 1_J, (19)
43

(2, — %0) (%2 — %) ... (¥n—%) — %y X X Fn— %y

unde 4 =0,1, ..., n. (A= V).
Se constatd ci tof7 coeficientis v; au semnul lui (— 1)°,

Alta formd a formulei de devivare numericd (6). Sa consideram functia
rationald

1

(% — ‘vn)p.{_l(ﬁT — %) oo (% — %)

pe care s-o descompunem in functii rafionale simple punind in evidenta

reziduurile A,, A4,, ..., A, relative la nodurile %,, %,, ..., %, Vom avea
1 A A A :
= = 1 2 ..., (20)
(X—2)" " (x— %) oo (F—2) x—2% x2—2, X — %y
unde
=1
T Sy 1 .
(5'51 — %) (x?. — %) 55 (9‘71: == x])
n—2
i (= 1)

: 1
(%a—0)"" (%2 — %) (%3 — %3) . . % — %p)

1

o= :
(%0 — :‘Tu)p i (xn —y) o v 0B )

] INTEGRAREA NUMERICA A ECUATIILOR DIFERENTIALE 267

Tinind seamd de acestea, formulele (18) arati ci avem

Kl 5 (_ 1)” H]—lAl
B = (— 1), (21)

K, = (‘_ 1).'1+p-1 Ap.
Din prima ecuatie (10) si din primele p ecuatii (9) se deduce ci

vy ]r(.ﬂ)
M (%) + Ff’(xn) i S

f) t (%")
X —

BT N— % X — %,)" )
~ 3 K|l 4 W(>+n.+¥—ﬁhmy
= 1! p!
Formula de derivare numericd (6) se poate deci scrie sub forma

% Kulfton) — [fm) + BB g 4 .. 4 Ll 2l oy | =

X
"

= (=)™ [ o)™ (), @2
J‘Vn
in care f1gureqza numai coeficientii K;, dati de formulele (18), atit in membrul
intii, cit si in membrul al doilea, din cauza formulelor (8).
: I_nbd formulele (21) arata ci- coeficientii K, K,, ..., K, sint propor-
’,cmnah- cu A, A, ..., A, ceea ce inseamnd cd formulele de derivare
numericd (6) sau (22) se pot scrie si sub forma

gl‘if{/(xi) = [f("‘n) = 2 ;ﬁ, Flxg) + .0 + (i;fxn)l‘) f(m(xﬂ)]} =

X
n

= (=11 [ o) f* 4 m)a (22)

Xo
In aceastd formuld functia ¢(x) coincide pe rind cu functiile
Pi(%), @a(%), ..., u(x) in intervalele [ %) 6 % ) e o [Mnsns %) nmde,
dupd formulele (8), avem

A R (5= x)""
@ (x) = A4 = 2 NE—Hy) -
i) = 4 T T e T T Ty
) — ) (xixz)nﬂ)-—-l ) , (x_xn)n+p—l )
e Gt o A ()
o (x_’v )TH*-P*I
L ekl -tn———_'
on(x) AT
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In formulele (22) si (22') factorul pe care-l inmulfeste K; este diferenta
dintre f(x;) si primii p+1 termeni din dezvoltarea lui f(x¥) dupa puterile
lai x; — x, cu ajutorul formulei lui Taylor. Aceastd observare di un pro-
cedeu practic pentru scrierea formulelor de derivare numericd de forma (6).

Exemplu. S84 presupunem n =3 §i % =%+ h % = % + 24,
Xy = %, + 3k iar p = 2. Pentru a gisi formula de derivare numerica
corespunzitoare, se porneste de la descompunerea in funcfii rationale
simple

1 A] _Az A3

=——+ AF =iy
(x—2)? (x—21) (¥ —%) (x—2%5) x—2; x—% 22—
unde
1 1 1
e e S T
TR YO ITE
Formula de derivare numerici este deci
L) — #m) — b/ () — 2 ()| =
oms | L e,
1 ; 2h)® .,
- [f(xz) — [(%0) — 2hf'(x) — (( ) / (xn)] i
8h? | 2|
X3
1 i ’ Sh £ e
F s ) — o) — 3720 — G 10| = [ ot/ P,
adica ‘
it s — 5 v r r
o (108 /() — 27 () + 4 /) — 85/(x) — 663/ () — 181/"(x)] =
- f o(x) 1O (%)dx. (24)
In aceasti formuli avem
1 (% —x) 1 (% —m) 1w —a)
Bilth=c i -
200 4 875 4 54 ke 4|
1 )t L (=) '
0,(%) = 2 24
Pa() 8 41 hakt A1 (o

_ 1 (x_x2)4
Bl = 5ARs Al
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9. Constantele N\, Ny, ..., Ny din ecuafiile diferentiale (4) sint toate
diferite de zero. Pentru a demonstra aceasta, si observim ci din formulele
(7) si (21) avem

= (_ 1)P+n_l (‘41 4+ A, + ... + An)
A= (— 1) A+ Ay + .o+ 4)) (25)
)\-}1 = (_ 1).U+"—1A”.

Deci a demonstra ci constantele A;, A, ..., A; sunt diferite de zero, este
tot una cu a demonstra cd 4y, 4,, ... 4, fiind reziduurile funcfier rafionale
(20) relativ la polurile xy, %,, ..., %y, sumele A;+ A it oo+ Ay sind
difevile de zevo.

5S4 considerdm polinomul

PRV = @)ns o (= W B 1) oo (= )

(x — %)
Xp — 961) " a (x;? = %,';_1)(.96[‘. — xk_H} “n (xk —t x,,) :

(%2 — %)

care se anuleazd in nodul x, impreund cu primele p derivate si in nodurile
K15 Koy ooy Xpy, Xpsy, ..., X, 51 care ia valoarea 1 in nodul x,. Polinomul
(%), este un polinom de gradul p 4+ » al cirui prim termen este

ApaP™" A fiind rezidunal polului x; al functiei rationale (20).
Polinomul
B(x) = bi(%) + Bip1 (%) + ..o A Ba(2) = (Aj+ A+ o0 +4)8 77"
are rdddcina x, multipld de ordinul p + 1 si avem
Bx)) =1, B(xj1) =1, ..., 5(x,) =1

h"‘ (x) = ;?Jrl(

iar
M) =0, #x) =0, : .., b{z—) =0,

Aplicind la polinomul A(x) teorema lui Rolle la intervalele
[%0, #1). -« ., [%j—g, %;—1 ] si laintervalele [%, x;21], ..., [#4_i, %,], dedu-
cem cd h(x) are ridicina x, multipld de ordinul p si alte n — 1 raddcini
distincte la dreapta lui x,. Repetind acest rationament la polinomul /' (x),
apoi la 4" (x),... deducem ci polinomul 5’ (x) are riddcina x, si alte
n —1 rdddcini distincte la dreapta lui %, Avem
AR = p— 1) ... 1) (A Ayt AN

Dacd A; +A;1+ ... + 4, =0, atunci A(x) este un polinom de
grad mai mic decit n, care avind » ridicini distincte este identic nul. Se
deduce ci A77V(x) = 0, deoarece A"V (x,)) = 0. In mod analog se de-
duce ci A ®(x) =0 ... si aga mai departe ci A'(x) =0. Ar urma deci
ca polinomul /(x) sd fie o constantd, ceea ce este imposibil cici A(x,) = 0,
pe cind A(x,) = 1.

Deci avem A4; 4 Ajy + ... + A, =0 ¢i prin urmare toate constan-
tele Ay, Ay, ..., A, sint diferite de zero.
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Putem preciza semnul sumei 4; + 4,,, 4 ... + 4,. Pentru aceasta,
observdm cd in intervalul [x;—;, %] polinomul A(x) este pozitiv. Rezultd
cd h(x) are un maxim in intervalul [xj, x;1;], un minim in intervalul
[%41, %p42] - - - §1 cd in ultimul interval [%, 4, %,], A(x) are un maxim
sau un minim dupd cum (— 1)*7 este — 1 sau | 1.

Dacd A(x)are un maxim in intervalul [x,_;, x,], atunci A(x) tinde
cidtre — oo cind x tinde cédtre 4 oo; deci A4; + A;j + ... + 4a < 0,

Dacd Ah(x) are un minim in intervalul [x,-y, %,], atunci A(x)
tinde citre 4 o cind x tinde citre 4 oo, deci 4; 4+ Aj41+ ... +4,>0.

Prin urmare suma A; + Ajyy + ... + A, are semnul lus (— 1)"'
si putem adduga dupd formulele (25) cd ¥; are semnul lui (— 1FEE

6. Functia ¢(x) din formula de derivarve numericd (6) sau (22) sau
(22') este poztivd in intervalul (x,, x,). Pentru n = 1, acest lucru este
evident cdci formula (6) se reduce in acest caz la formula lui Taylor cu
restul scris sub forma lui Lagrange.

S4 presupunem deci #» > 2. Functia ¢(x) satisface in nodurile x;
si x, la urmitoarele conditii

CP(%O) — 0, cp'(xu) == 0, b=y .,CP(”_w(xU) == U
o) =0, @' (%) =0, ..., """ 2 (x,) =0.

iar in intervalul [x,—, #,]| ea coincide cu

(x — xn)”_'-,p—'l — (_ ])nﬂ:—l A (L\’n — %
|

insi s-a aritat la nr. 4, cd A, are semnul lui (— 1)”‘”’“, de unde rezulta
cid @(x) = (%) este pozitivd in intervalul [x,—; %,).

Funcfia ¢(x) este continud in intervalul [x,, x,] si are derivate con-
tinue pini la ordinul » + p — 2, derivata ¢""~P(x) fiind discontinui
In nodurile x;, %,, ..., ¥y—;. Funcfia ¢(x) anulindu-se in nodurile x, si x,,
conform teoremei lui Rolle, derivata ei ¢'(x) are cel pufin un zero in
intervalul (x,, x,). S& ardtdm cd ea nu poate avea declt un singur zero.

Intr-adevir, daci ¢'(x) ar avea doud zerouri in intervalul (x,, x,),

=1
(Pll(x) = A )

aplicind succesiv teorema lui Rolle ar rezulta ca o''(x), ..., o2 (x)

sd aibd 3, ..., n — 1 zerouri in intervalul (x, =x,). Continuind acelasi
. —1 — v o

rationament, ar urma ca " V(x), ™ (x), ..., 0"P2(x) si aibd n ze-

rouri in intervalul (x,, x,). S4 ardtdm cd aceasta este o imposibilitate.

Observim intii ¢4 nici un zero al lui "™~ (x) nu se giseste in inter-
valul [x,_;, x,). De asemenea observim cia intr-un interval. (xp—y, x|,
unde 2 =1,2, ..., n — 1, "™ ?(x) nu poate si aibd doud zerouri, cici
aplicind teorema lui Rolle ar urma ca ¢+ 7V (x) si se anuleze intr-un
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punct din intervalul (., x2), ceea ce este imposibil cidci in acest inter-
n-+p—1 —— A 5
val avem """ V(y) — of"""V(x) = A, £ 0. Deciin intervalul (%, %)
5 a+p—2 = v A o
derivata "2 (¥) nu poate si aibd decit cel mult » — 1 zerouri, pe
cind mai sus s-a aritat ci in acelasi interval o"*?~?(x) are # zerouri.

Deci ipoteza cd ¢'(x) ar avea doud zerouri in intervalul (x,, x,) ducind
la o contradictie, deducem ci ¢’(x) are un singur zero in intervalul (%, %,—1).
Functfia ¢(x) fiind pozitivd in intervalul (%, %,) si derivata ei ¢'(x) avind
un singur zero in intervalul (x,, x,—;), este pozitivd in intervalul (xy, ¥x).

Graficul funcfiei ¢(x) este dat in fig. 1.

n > 2
Fig. 1

7. Restul in formula de derivare nuwmericd (6), (22) sau (22'). Membrul
al doilea al formulei de derivare numericd este

X
n

o (_ 1) n+p+1 f‘?(ﬁ') f(n-i-p)(x)dx (2[))

o
Xo

si se numeste restul formulei.
Deoarece s-a demonstrat cd ¢(x) este o functie pozitiva in intervalul

(%), %,), restul se mai poate scrie sub forma

X
H

R = (__ l)n-I-.U-H )((.'i+_ﬂ)(a) ftp(x)dx,

-
Xo
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1]

unde £ e (%, :5:,,). Inte_grala din membrul al doilea se calculeazi cu aju-
torul formulei de derivare numerici (6), inlocuind pe f(») cu polinomul

f(x) = (% = %)"(x — #) ... (x—%,)
(n+ p) !
Formula (6) ne di
(7 1)r1+.U+1 I‘(P(x)d% 3=l ;V_%f(ﬂ)(xu)_
Avem
l(_ﬁ_)EG”_): (== 14 (21— %) -+ (w0— x)
P! (n + p)!

iar formula (19) da

(— 1)

(%1 — %) oo s (Bn— 2,)

V,.; —

Rezulti ci

X
n

1
d —_—
fﬂp(x) x 1)

Xo

i prin urmare restul R dat de formula (26) se mai scrie sub forma

Ryl O (26
(n+7) !
unde £¢ (x;, %5).

Dacd formula de derivare numerici (6) este scrisi sub forma (16) si
notam cu R; membrul al doilea al acestei formule, atunci avem conform
calculelor de mai sus

RI_ f (n+p) (a)

(n +p)!
1 regdsim aici o teoremi bine cunoscuti asupra diferentei divizate din
membrul intii al formulei (16).
Dacd notdm cu M,., o margine superioard a lui [f"*” (x)| in in-
tervalul [a,b], atunci din formula (26') deducem wurmitoarea evaluare
a lui |R|

MH +f1

()1 (27}

IR| <

j i)
~1
cz

15 INTEGRAREA NUMERICA A ECUATIILOR DIFERENTIALE

§ 2. Generalizarea formulelor Iui A. A. Markov si punerea restului
acestor formule sub formi de integrald definiti

8. Fie /(%) o functie de clasi C"*! in intervalul [a, b] si % %y, - . ., %n
noduri din acest interval, astfel ca %, < %, <%, < ... < x,. Daci no-
durile %, x,, ..., ¥, sint in progresie aritmeticd cu relatia %, formulele lui

Markov [4],
W e (o) = X 4; A (%) (28)
i=p

dau derivata % (x,) cu ajutorul valorilor lui /(%) pe nodurile %,, %, ..., &,
unde p=:1,2, ..., 7.

In acest paragraf vom stabili formule de tipul formulelor lui Markov,
fdrd insd sd presupunem cd nodurile %, %, ..., x, sint in progresie arit-
meticd 1 vom studia restul acestor formule pe care-l vom pune sub form3
de integrald definitd.

9. Presupunem deci mnodurile x, %, ..., x, oricum in intervalul
[, b] 51 ordonate astfel ca x, < %, < ... < , La intervalele [, ],

[%1, %], + ) [%n—1, %] atasdm functiile o,(%), @u(%),. .., @, (%) siconstan-
tele Ay, A ..., Ay §i apoi considerim ecuatiile diferengiale
¢f (%) = Ay, @fP(%) = Agye v, 9((3) = A7 (29)

pe care le integrim cu conditiile la limita
(%) = 0, ¢1(%) =0, ..., "7 () =0
PP ) — (—U"f?’ o () =0, ..., V() =0  (30)

Pa(¥1) = @1(%1),  @a(31) = @y(%) .., ‘Pg‘"_u(xl) iy 'Pl("_” (%1)

P (xn—lj) = O} (xn—z), (P;: (-"lfu—l) = (P:.u,—l (i’;nfl}J ey
"(ln—I)(x"_l) - (P,(,’iill)(xn—i)
L] (xu): O: fPu’(xn): 0: sy (P,(,”?U(xﬂ) = 0.

Constantele A;, Ay, .., A, si p din ecuatiile diferentiale (29) si din conditiile
la limitd (30) se determinid astfel ca functiile ¢,(x), ..., @,(x) sd verifice
atit ecuatiile diferenfiale cit si condifiile la limitd.
Fiecare integrald
i

[ 0w as, (o0 () fax, ... (o) 1) as




W
~
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este nuld. Aplicind la fiecare formula generalizati de integrare prin parti
si facind suma lor, obfinem formula de derivare numerica

»)
o “i—pgf—[}) = M (%) + Ky f(x%y) + ... + K, (%) = l
=(— 1)”]@(1’);‘(”“(@ dx, (31)

unde
Ky =8 =8y Ko=1h = dgyoscsBpn= tnsy — by K= dos (32)
in stabilirea formulei (31) s-a presupus ci 1 < b

. Pentru a ardta cd formula (31) are sens, trebuie sa determinidm func-
fiile @,(%), ..., 9u(¥) care verifici ecuatiile diferenfiale (29) si conditiile
la limitd (30).

Ecuatiile diferentiale (29) si condifiile la limitd din nodurile
Kol Xz o, Bp 16 dad

sul s Ty = )
' n !
r‘PILfl(.'X?) — I(,;_i(x—fl_—i Ak [('”-(x & ?l)__ (33)
fucht n!
pa(x) = Kl(x — s} e Kz(x — ) = e K,,(i_ Xn) ;
2! n 0!

Scriind cd si conditiile la limitd din punctul x, sint satisficute, avem sis-
temul de ecuatii linjare si omogene

Kvl(xl = xD) + 1{2(372 = xn) S —|— .K,,(;\.‘” = ,'l:“) = (

Ky(x% — 5‘70)!)_1+ Ky, *xu)p_lﬂL ol Bl — xu)ﬁﬁ] =0
Kyl — %) + Kyl — %) + 0+ Kp(wa— %) = p (31)
By(% — 2" Ky —5)" + L+ Ko(%n — %5)" =0

j(l (xl = xu)” + Kz(xz = %l})lr + Qi '*“ -Kn(xn = xu)” = U;
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care determini pe K, K,, ..., K,, sau sistemul
L LR, A gl b R
P - yl =
— Agh — o 1 Kl oK)
r 5 r P+l e ) ) SR ar
a0 gy KT R = (35)
+ — n n -
— Maf — Chpuxl P+ Kial + v Epm =0,

care determind pe K, K,, ... K, A §l p.
Considerdm matricea

1 0 1 vkl
%o 0 G e [
. : P P
xg Cﬁ X1 .0 Xpn
H—p n n
% Chwmy .. &G

A+ determinantii care au aceleasi linii §i coloane

il hotam e dy, Ag 2 ooy : ] : nii. loane
,a (n+ 2)-a. Tofi acesti determinanii sint diferifi

afard de 1-a, a 2-a, ...

de zero, si rezolvind sistemul (3b) in. — A, — p, Ky..., K, vom avea
n+1

=y Ko inld SRS B (36)
A, 3 Az Ay An2

Membrul intii al formulei de derivare numericd fiind o combinafie
liniari de numaridtorii din formulele (36), aceste formule se mai scriu
sub forma

X
— [‘rp(x}f“” Y (x)dx

e S Al S R P
5 Ay A, (— 112 Ao A
unde

1 0 1 1

X (J ,\71 e %;}7

=l & e & sl W : (38)
L
(r)
X
o S0 gy o)
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Sd demonstrdm cd determinaniul A, care se obfine din A inlocuind pe

f(x) cu 2" este diferit de zero. Pentru aceasta, considerim determinantul
lui Vandermonde

1 1 1 2. o

Xy 3 L R

) ) — n v i - v
""DJ %' 9‘4 cow B *_(_1) (9‘_‘9‘0) ("*_5"1)---(’“ — Kl
W Vilags @45 w0 Ba);
xHH xu+| x;z—r—l hoe x::+1

unde V(x,, x;, ..., x,) este determinantul lui Vandermonde al numerelor
distincte x,, x;, ..., x,. Derivind ambii membrii in raport cu x de P ori,
impartind cu p ! si ficind apoi x = %y, obfinem valoarea determinantului
Ay Sid notim

B(x) = (% — %) (% — %) ... (3 — Xn)s
Vom avea

{f2)]
—”’—ﬁ‘—’ e ot e ) o (=B

Notind in general
(% — %o« ooy B — X)) = V(% — %) (K — %) ... (3 — %) >0, (39)
vom avea

B (x,)
p!

Rezulti ci

= (— 1);';-,u+1 Bo—p+1 (% — Koy ooy Fn — Xy).

Al S (_l)ﬂ_l V(xu: K1) vv ey xu) Ra—p+1 (xl — N5 s ey X — X”) =+ 0. (40)
1 :
Ligalind rapoartele (37) cu — —, deducem cf formula de derivare
1
nuwmericd (31) se mai poate scvie sub forma
X
A ! n
= [ o 2, (41)
Al

Xa
unde A este determinaniul (38), tar A, se obfine din A inlocuind pe f(x) cu "+,

10. Calculul coeficientilor Ay, w, Ky, K,, ..., K,. Din formulele

o BRI T ey i O U T
Ay Hede s T e A
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se deduce ci

: b A A B
7\.1 = il_, h=— .r‘:[_a ,]{1: o v I{H: (7 1)?1__?1+J »
Al 1 Al Al
Insd
A = Ve, s Xn) Wn—p(%1 — %g» Xo — Xy -« o, Xy — %)
Ao = V(%0 %1 oo %)
A3 =(— I)pﬁl V(%) %3 %50 -+« Xn) Pn—p(Xg — Xy %z — Xy + o o5 K— %0)
A4 = (— 1)ﬂ.—l V(xlj) Xip Xgy v n vy x?l) {in—p(xlf Yoy Xg — Hgy =+ o9 Xy — i\fn)

L

Appa= (— ])IJ.—IV(-'\TU: Xy Xy o ooy Knei) fin—,u(xl“ Ky Bg— Hyss ovy B —X)

Tinind seama de formula (40) se deduce ci
(=1)F

b= , (12)
Hr—p+1 (%1 — %oy« + oy Hn— x(,)
iar
st | (0 Y R R (%1~ Ky Xia— s e 5.5 %m — Xg)
= — 3
V(%) ®1, Xaye oy %) amprt (%1 — %oy By — Hg, + -+, Kn—2%)
K V (% %as B3y« -3 %n)  tn—p(¥e — %p, Xg— Fg, + - -, Xy — %) (13)
e
Vil %y % = s Xn)  Par—pet (B — X, Ko — Xgy « - oy Xn— %)
1(-” = (_l)ﬂ V(xop X1 Xoy oo uy x;;--]) . }J'-n_p(xl — Xy Xg — Xy, - : o) x,,__l—xn) )
V(%) %1, 25, - . -, %n) n—pt1 (% — %oy %o — %o, « - -, X — %)
Insi
Vil Xsy Fapsooies Xn 1

<

—1

(%0 — %1) (%2 — %) + . (%5 — %)

Vil X005 Hay vy iy

)

(%05 %1 Fgo oo v ) (%7 — %) (% — %) -« (%0 — %)
)
)

¥, Xo» X1 Xy« o0y Xy
V(xﬂs X1 Xgy o v -, %”_1) o (_ 1)71
V(xl]: x]_.v x2) .y xn) (x[) == x,,) (xl — xn) s (xﬂ—l e xn)

1

iar daca se considerd functia rafionald

1 o Bl To e B G

(=) [0 — o) oo (% —%,) B2y B0 X— %y
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dezvoltata in functii rationale simple, avem

T (=1
Ty — ) (=) - .- (%0 — %,)
By = =

(%— %) (%a— %) ... (%— %3)

(~1r

(%,— %) (21— %n) « o (Fn—1 — %) .

Bn:

Revenind la formulele (43), vom avea

(,, 1)” B, Wp—p (xl — Xgy Xg — Xy -0 e, Xy — xn)

— N =
Pen—p+1 (xl — Xy Kg — Xy - 00, Xy — xo)
]-{1 - (7 l)ri Bl Wn—p (%2 — Xgy Xg — Xy =005 Xy — XU) (’|5)
Wn—p+1 (¥ — %o, Xy — %o, <oy Xn — %)

(e e S By
K, =(— 1)?1 B, tn—p (% 0 X2 0 n—1 o)
Pa—pt1 (%1 — %5y %g — Xy « « o Fp — %)

Deoarece semnul lui B; este semnul lui (— 1)"*, din formulele (45) deducem
ci — >0, K;<0, K;>0,....,(—1)"K,>0, adicd — 2, Ky, ..., K,
an semnele allernate, — A firind pozitiv.

Din formulele (45) deducem ci formula de derivare numericd (31) se
mai scrie sub forma

(P)( o
(— 1y 1) s g — %) ()

P!

+ By pn—p(% — %y, %3 — %, - -

+ By tin—p(%p — %y, X3 — %y « « +y Xn — %) [(%))

e dpin S N T e (46)
*J» BH I.L”__.,p (xl === xn, xz — xo, ] x”—] =¥ xu) f(%n)
x
= Wn—p+1 (%1— %gs Xa— %oy + o+, %p — :KO)ICP(X) f(niiAl)(x)(h'—'
Xo

Avem prin urmare o reguld practici pentru a se scrie formula de
derivare numericd (46). Se calculeazi reziduurile B, By, ..., B, din for-
mula (44), apoi se calculeaza sumele p,_, $i py_pyq 5l in fine se scrie for-

mula (46).
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Exemplu. Sa presupunem cd n =4 gi p = 2, iar nodurile x,, %;, %y,
%, %, sint in progresie aritmeticd cu ratia 4. Avem

1

(x — %) (2 — %) (¥ — %3) (% — 23) (v— x,) a

= Bl] + I))]_ ’|7 B-a + BS _i.. Btl ;

K—%g X—% KS—% X—%5 X—%,

unde
1 1 1 1 1

i e 81:_7*" g =y = ) =
247 641 4h? 64 24kt

Pe de altd parte din sirul
Y —%="h, % —%=2h %3—x=3h x;,— x%,=4h
deducem ca

(% — Xy, Xg — %o, Xy — %y, Xy — %) = DOKP,

iar
a( %y — %o, Xp — Xy, Xz — Xy Xy — %) = 3D A2
Ua(y — %9, X3 — %y, %y — %) = 26 h*
o ¥y — %o, X5 — %), %y — X)) = 19 4
a2y — %, Xy — Xy, ¥y — %) = 14 h?
oy — X, %y — %, X3 — %) = 11 A2,
Aplicind formula (46), vom avea urmitoarea formuli de derivare numerica
E0) L 35 fag) — 104 /() + 114 f(3) — 56 f(t5) + 11 f(,) ]
9 U 12 40 &y, 2 : 3 : ¥y
% !
— 50 f o(x) /® (%) dx. (47) il
o !‘

N1. O noud formd a formulei de derivare numericié (31) sau (46). Din
definifia diferentelor divizate ale funcfiei f(x) pe nodurile x,, x,, ..., %,
rezultd cd putem scrie

f(xl) = f(xo) + (x1 = xﬂ) [:’60, 96] ) f(x)]
(%) = f() + (%, — %) [%g, 215 (%) ] + (% — %) (% — %) [%0, %1 %55 f(x)]

f(lr;'r) :f(-"?n) + (xu == :\:“) [ %, X1, f(x)] [ (3’,, == 36”) (%0 — xl) [%g, %1, %y, f(x)] I
+ oos o (% — %) (20 — %) -0

(-'Vn = ) [:\CU, Kys o s 0y ¥n 5 1{%) ik |
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Inlocuind in formula (46) pe f(x,), /(4y), ..., f(x,) cu ajutorul diferentelor
divizate, aceasti formuld ia urmitoarea formi

__ 1yrtetl () : . |
(=174 L g D) + Dy [ 53 () -
—F_D"’[x(“ Xy vves JG,,',]‘(J\I)] T 1) [xns Ky « = = Xy ; f(’Y)] =

= Wn—p+1 (%1 — Xy, By — %oy oo+, Xy — %) f o(x) fe(ni‘il)(x) ax. (48}

Xo

Coeficientii Dy, Dy, ..., D, se determini in modul urmitor: inlocuind

pe f(x) cu 1, %, ... 2”~! se constati ci D,, Dy, ..., Dp_; sint nuli. Apoi

pentru a determina pe Dy,;, unde 1=10,1, ..., n — $, Inlocuim pe f(x) cu
Tori(%) = (% — %) (x — %) ... (2 — %ppi1).

Toate diferentele divizate din formula (48) sint atunci nule, afari de

diferenta divizatd [ay, %y, ..., Xpyi; fopi(%)] care este egali cu 1. Se

deduce ca
(P)
)1 L %
Dpyi=(— 1)”+p~h;(! o) .
Insi
EJ!-?E(@
p!

si prin urmare vom avea

= T, — 2 v Xpriml — %)

Dpyi = (—'1)”-1-1”-! pi%— %, ooy Xppieg — %)

adicé
Dp e (_ l)lH-h
Dy = (— 1)y, (%1 — %, -0, %p — %)
Dppa= (— L ta (¥ — %y o) Xpi1 — %)
D” = (-— 1)”+” EJ.”_I)(J\F] e e SR e x,,).

Formula de derivare numeyicd (46) poate fi scrisd deci sub forma
f(p)(xo) . : S L
Tl =[%0, %1o- + s Xp 5 F(H)] —pa ¥y — Koo - o, %p— %) [%0) %1, « - o) Xpr; [()]

F e (% = Xgy - v o0 X1 — %) [ %, %1y ey Hpugi BN T— 0 i
~+ (__ 1)71—1) (J.n.___P(xl = Xgr v 00y Xp—i— %0) [.’/\Fg, Xis « o9 X, f(x)]

X,

+ (= 17 i (1 — %y e, 2 — xu)f o(2)/" 0 (x)dx,

Xo
unde in membrul al doilea s-au pus in evidenfd diferenfele divizate ale func-
fiei f(x) penodurile x5, %1, + vy Xy
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In particular, cind nodurile %, %;, ..., 4, sint in progresie aritmetica
cu rafia A, avem

s Sy n b0 § f(x)]z%r

iar
Wil — &y ovies Bppams —Hg) =B 512009,
unde suma din membrul al doilea este extinsi la toate produsele de ¢ fac-

tori luafi dintre numerele 1,2, ..., » + ¢ — 1. Dacii notim aceasti sumi
cu 6;(1,2,...,p+17—1), vom putea scrie

(% — Foy v vy Hppicg — %) =4 0; (1,2, ..., +7—1)
si formula de derivare numerici devine

JP 4P AP
fp !(%Q: ;(!xu) —0,(1,2, ..., )

p+2
+0,(1,2, .. .,;b»{-l)%_%f"!-)— — (=" 0,,(1,2, ...,5—1)

AL 1(%)
CEEIN

Anf(x )
n!dnﬁ o

x
n

+ (=1 0y (1,2, ..., 7m) h”“f o(x)f" M (x)dx. (50)

Xo

Aceastd formuld este cunoscuti sub numele de formula lui Markov : ea
exprimd derivata de ordinul p a functiei f(x) in nodul x, cu ajutorul
diferentelor succesive ale functiei /(%) in nodul x,, pe nodurile %, xy,. .., %,
incepind cu diferenta de ordinul $ si terminind cu diferenta de ordinul .
Stabilind formula lui Markov, am pus in evidentd si vestul ei scris sub
formd de integrald definitd.

Formula de derivare numerica (31) sau (46) sau (49) apare astfel ca o
generalizare a formulei lui Markov, in sensul ci in formula (49) nodurile
X9, ¥y, .., %y DU mai sint in progresie aritmetici.

Ne rimine sa studiem restul formulelor de derivare numerici (49) si (50).

12. O proprietate importanti a coeficientilor K;. Si demonstrim ci
sumele Ky + Kjyy+ ... + K, unde § = 1,2, ..., n sint diferite de zero.

Pentru aceasta, si considerim polinoamele

kk(%) = (x Y xn) (x | .’).’-1) Sy (x - xfc—l) (% _— xk+1) - (x —_ xn)
(% —2%) (%e—%1) - .+ (%o — 1) (% — Fpt1) - - - (% —2%n)

pentru £ =4,74+1,...,n, si suma lor

h(x) = hi(%) + hjsa(x) + ... + ha(x).

6 — Studii §i cercetliri de matematich
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Polinomul % (x) este de gradul n si coeficientul lui %" are semnul lui
(—1)". (or. 4). Avem

(%) =0, h(%)=0,...,%(x—)=0

k(xj):l, h(Xj+1) +], .._,k(;\,'”) :O
Tnlocuind in formula de derivare numericd (31) pe f(x) cu &(x), vom avea
k(p)(xo)

BT " " |

S-a v + — 1 radicini distincte in i tul (%, %).
S-a vdzut (nr.4) cid h'(x) are n — 1 rdddcini distincte in intervalul (%,
Aplicind téorenza lui Rolle, se deduce ci 4"'(x) are n — 2 radficlm d151:.111cte
in intervalul (x,, %), ... §i cd WP(x) are n — p radicini dlst{nct? in inter-
valul x,, %,). Insi WP (x) este un polinom de gradul n—p si prin urmare

WP (%,) # 0, ceea ce dovedegte_ cd suma K; +. PO S B dl;—
feritd de zero. Putem preciza si semnul acestei sume. Pentru aceasta, ob-

servam ci semnul lui 27 (x,) este semnul lui 2% (x) cind x — — @, adici
semnul lui (—1)"7.(=1)""" = (—1)’". Pe de alti parte, din formula
(42), semnul lui p este semnul lui (—1)°. Deci semnul sumet K; + Kjp1+
+ ...+ K, este semnul lui (—1). ) . .

Concluzie. Constantele N, Ay, ..., Ay din ecuatitle c{zferueazgftale
(29) sint diferite de zero. Intr-adevir, din formulele (32) rezultd ca

b = Ry o o K

Bpot Bk, sie SBns

7\f R K}+ I<f+l‘l" LT + I{u

hy = K
si tinind seama de proprietatea de mai sus a coeficienfilor K, K,, ..., K,
7 . . . . f
deducem ci A; este diferit de zero si are semnul lui (—1).

13. Functia ¢(x) din formula de devivare numericd (3{) este gbozztwc;

i (%gs %) Si observim intii ci functia g,(x) este pozitivd in intervalu
[¥p—1, %n). Intr-adevidr, dupa formulele (33) avem

by H
Gl T P
®n (%) = Ka 7 F gl # !
fnsi s-a aritat la or. 12 ca (—1)" K, >0, de unde rezultd cd functia ¢, (x)

este pozitivd in intervalul [x,,_l,ag,,), ) . Lol )
BEuncl:ia ¢ (x) este continud si are derivate continue pind la ordinul

n — 1 in intervalul [#y, %,]. In plus ¢(¥) este o functie continud in fie-

. . (1;) Syin !
care interval parfial (w1, %;) si avem ¢ (%)= N+ 0.
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Conditiile la limitd in nodurile x, si x, sint diferite dupd cum p =1,
l<p<n—1, p=n—1, P =mn.
1°. p = 1. Conditiile la limitd sint

P(x)=0, ¢'(x%) =0, ..., cP(H-Z)(-xu) =0, ‘P(nﬁ”(%) =—up*0 A1

2()=0, ¢'(5) =0, ..., " D(5) =0, ¢"Viz) — 0. G1)

2°. 1 <p <mn—1. Conditiile la limits sint

0(%). = 0, ‘Pr(f“n) =10, .4, ‘Pm_p—'“(xu) = (), ‘P(H_m(f‘fﬂ) :(w])p;b&r + 0,
o" ) =0, .., p" V() =0 (52)

?(w) =0, ¢'(xx) =0, ..., 6" P(x,) = 0.
3% p=mn —1. Conditiile la limiti sint

?(%) =0, ¢'(x) = (—1)"" (T—E-T)?qto’ 9" (%) =0,..., 9" V(x,) = 0

'-P(xn) = 0; CP’(xn) =)= 1, Cpm—”(%n) =< (), (53)
4°. p = n. Conditiile la limitd sint

'P(%‘n) = (_1)]’"&:"':0’ ‘Pl(xn) =0 o ‘P(n_”(ﬂ"n) = ()
n! (54)
2(%) =0, ¢'(%,) =0, ...,0" () = 0.

In primele trei cazuri ¢(¥) anulindu-se in x, si ¥,, dupi teorema lui Rolle,
¢'(x) are cel putin un zero in intervalul (%9, %n). Sd dovedim cd o(x) nu
poale sd aibd dectt un zero in intervalul (Xor Zg—y)-

Sd presupunem ci derivata ¢ (#) ar avea doud zerouri cuprinse intre
%y $1 % §i sd dovedim ci aceasta este imposibil.

Aplicind succesiv teorema lui Rolle, se aratd din conditiile la limitd
(01), (32) si (53) cd " ™(x) are n zevouri in intervalul (%0, Xu_y) in cazul
p=1, sau n — 1 zerouri in intervalul (%05 %n_1) cind 1 < pLm— 1.
Intr-un interval parfial (%i—1, %; ] nuse pot gisi doud zerouri ale lui " (x).
cdci dacd aceasta s-ar intimpla, aplicind teorema lui Rolle ar urma ca @) (x)
sd se anuleze in intervalul (;_,, %;) ceea ce este imposibil cdci in acest
interval ¢"(x) = (" (x) = 3, 0.

Dacd p =1, cele n zerouri ale lui rp(”_“(x) din intervalul (x,, x,—)
i se pot repartiza decit cite unul in intervalele (205 %], (W 84 Lo o5

(%n—2, %y—1) si aceasta este imposibil cdci avem numai » — 1 intervale,
S-a ajuns astfel la o contradictie,

Dacd 1 < p < n — 1, nici un zero al lui " (x) nu se giseste In inter-
valul (%, %], cdci' dacd s-ar gisi un zero, avind " V(%) =0, putem
aplica teorema lui Rolle si ar urma ca ¢ (x) sd se anuleze in intervalul
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(%, %,), ceea ce este imposibil deoarece A, # 0. Cele #» — 1 zerouri ale
lui ¢ P(x) se gisesc deci in intervalul (x,, %,_). Insi s-a viizut mai sus
cd in fiecare din cele #» — 2 intervale (x;, %,], ..., (#y—2, %»—) nu se gi-
seste decit un singur zero al lui ¢"""(x). Deci din nou s-a ajuns la o contra-
dictie.

Rezultd cd in cazul p <, ¢’ () nu are decit un singur zero in inter-
valul (%, #,—;) si functia ¢ (x) fiind pozitivi in intervalul [x,_y, x,),
este pozitivd in tot intervalul (x,, x,).

Si examinim si cazul p = n. Observim ci ¢ (x,) = (—1)" Ei =
n!

Funcfia ¢'(x) se anuleazi in %, si x,, asa cum aratd formulele (54). Apli-
cind teorema lui Rolle rezultd cd ¢''(x) are cel pufin un zero in intervalul
(%9, %n). Sd demonstrim cid ¢''(x) nu are decit un singur zero in intervalul
(yxn)s

Daci ¢'/(x) ar avea doud zerouri in intervalul (%, %), finind seama
de conditiile la limitd (54) si aplicind succesiv teorema lui Rolle ar urma ca
¢""D(x) s& aibid n — 1 zerouri in intervalul (x,, %,—;), ceea ce este imposi-
bil dupd cum rezultd din rationamentele fidcute mai sus.

Derivata ¢’'(x) avind un singur zero in intervalul (x,, ¥s~), rezultd
ci derivata ¢'(x) nu se anuleaza in intervalul (w,, %y—), cdci daci s-ar
anula, {inind seama ci ¢'(%) =0, ¢'(x,) =0, ar urma ci ¢"(x) sd se
anuleze cel pufin in doud puncte din intervalul (x,, %,—), ceea ce este impo-
sibil. Deci functia ¢’(x) nu se anuleazi in intervalul (x,, x,) si fiind negativi
in intervalul [x,—;, %), este negativd in tot intervalul (x,, #,). Rezultd
ci funcfia ¢ (v) este descrescitoare in intervalul [x,, x,]; fiind pozitivi
tn x, si nuld in x,, ea este pozitiva in intervalul (x,, %»).

Graficul funcfiei g(x) in intervalul [x,, x,] este redat in fig. 2.

X X, Xn-y Xn

Fig, 2
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V4, Restul in formula de derivare numericd (46). S3 notim cu R, restul
in formula de derivare numericd (46), adici

Ill

R = pnpp1 (% — %, ..o, %y — jCIJ)J'<P(") f(nH)(x) ax.

Xo

Pentru cd s-a demonstrat ci funcfia ¢ (x) este pozitivd in intervalul (x,, ¥,),
putem aplica formula mediei, $i vom avea
X

R= tn—p1 (xl = Xgs oy Xp — xo) f(”-H) (E)f cp(x) ax,

unde Ee (%, %n)- e

Integrala din membrul al doilea se calculeazi cu ajutorul formulei
de derivare numericd (46), inlocuind pe f(x) cu
(x— %) (2 — %) ... (¥ — 2a)

(n+ 1)1

g (») =

Vom avea

X
n

Py,
(— p)reH E‘,P_(!'Q = Pp—pi1 (% — Xy« oo, Xy — %) f o(%) dx.

Insi :
I (k) i
pl —  (n+1)!

de unde rezultd ci

Pnmpr1 (%1 — %oy o ooy X — %),

X

n

f¢(x) dx=m- (55)

Prin urmare restul R din formula de derivare numericd (46) se mai
scrie sub forma
f(n+ﬂ(a)‘

n+ 1)

R = g1 (B = B vass Sp— %)

(56)
unde Ee (%, %a).
De asemenea, restul R, din formula de dervivare numericd (49) se mai

scyie sub forma
(1+1
f( )(Ex) : (57)

(n 4+ 1)!

Rl == (—l)ﬂ—p.l—lp‘n—P'l'l (xl ol x(}! ey Xy — xo)
unde Ee (%, %4).
Din formulele (56), (57) rezultd o evaluare a restului R sau R,. Avem
My

(n + 1)1

| R| = | Ry| < pn—pti (%1 — %y« + s Xn— %)

S S —







