DESPRE REZOLVAREA APROXIMATIVA A SISTEMELOR
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Comunicare prezentatd la al IV-lea Congres al matematicieniloy vomini, din
27 mait — 4 junic 1956, Bucuresti,

Scopul lucririi de fati este de a da noi metode pentru rezolvarea
numericid a sistemelor de ecuatii liniare, generalizind metodele cunoscute
ale lui Pollaczek-Geiringer si Seidel Ideea de bazd la cons-
truirea acestor metode este de a transforma sistemul liniar dat intr-un
sistem neliniar echivalent, de forma particulard si de asa naturd incit sd
avem indepliniti urmitoarea conditie: aplicind la acest sistem neliniar
metoda lui Newton [1,2] (generalizatd de 1. V. Cantorovici), derivata
Fréchet a operatiei neliniare s fie o matrice de formd simpld, de exemplu
de forma diagonald, triunghiulard etc. [3].

§ 1. Noi metode de iteratie pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii

Considerdm un sistem numirabil de relatii

@iy X +ﬂj2x2—|— T —}—auxjr}- = (]:1,2, b 1;:1,2, ...), (] 1)
in care coeficientii a;; $i termenii liberi §; sint numere reale date, iar nume-
rele x; sint necunoscutele. Intelegem printr-o solufie a sistemului (1. 1)
un sir de valori {x;}, care inlocuite in membrii intii ai ecuatiilor, formeazd
serii convergente ale ciror sume sint egale tocmai cu termenii liberi cores-
punzitori. Considerim acum sistemul infinit sub forma

Yajz—b=0 (=12 ...), 1. 1)
=1

pe care il vom nota in cele ce urmeazd in felul urmator:

o0
ao;'jx;“}‘Ai:O, AIZ E(E;].’Mj—bf (321,2,)
J J=1 ji
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Sistemul liniar (1’. 1) este echivalent cu sistemul neliniar de forma
Fi(ai; A, €O =0, (4;, € (@ i+ 4) =0 (=1,2,...), (2.1

®; fiind o funcfie marginitd care nu are radécini reale gie de formi simpld?),
iar constanta C se determini in asa fel ca pentru aproximatia inifiala
o= (x?, 2, ..., 4% ...) si avem
F; L
(a—) =0, i+]. (3.1)
a%j /o
Se verifici usor ci condifiile (3. 1) sint echivalente cu
F; /
(L) b A AR
04 o
Construind operafia neliniara
Filxg s 4y, C(lm)
F (%) = ;
Fi(%; A, CS‘D})

ne putem convinge ugor ca derivata in sensul lui Fréchet a operafiei neli-
niare F in punctul X, este de forma

(‘9F1) A
d%; /o
0 (an) ol
F ()= o
0 0 (‘”)
a%xi Jo

Aici am notat
A =iy, Mg vy O s s
Folosind metoda modificatd a lui Newton

Xpp1 = X — [F'(X)IT F(Xe), (k=0,1,2,...)

') Prin aceasta intelegem ci valorile functiei @, se pot caleula prin operatii aritmetice
(sau ca avem la indemind tabelele necesare pentru valorile acestei functii), de ex.
(0) o0
! - a;
[t+c0(4,— AP +1, ef Y oete, unde AW = Yy S v, (=12

L i
J=1
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putem obtine formule explicite pentru rezolvarea aproximativd a siste-
melor infinite avind forma

i )
k) F; (xﬁ’)- {S ), Cfo))

ML (6= 1, 2, ouii Bmdndisng), (4.1)
()
d%; Jo
unde s-a notat X, = (xﬁk’, xgk), s Atf"”, sl Aﬁ-") — Z o ;\;f,-“»— by

J=1jki

in ce priveste convergenta acestei metode ne putem folosi de o teo-
remd a lui Cantorovici [1], care se formuleazi in felul urmator :

Considerim operatia F(X) ce transforma spatiul X in Y (unde X si
Y sint spatii Banach). Atunci dacd mai sint indeplinite conditiile

1°. operatia neliniard F(X) este de doud ori derivabild in sensul lui
Tréchet,

2°. pentru elementul X, al aproximafiei inifiale, operatorul .F'(X,)
are inversa Iy = [F'(X,) ™" si[|Tyl| < By,

3°. elementul X, satisface aproximativ sistemul (2. 1) si se cunoagte
evaluarea

”PﬂF(Xu)“ < 1oy

1°, derivata a doua F"'(X) este mirginitd in domeniul || X — X||<2n,,
astfel
£ (X)]| < K,
5°. constantele B, 7, K satisfac inegalitatea
1
hy :BD"}UK<§'

atunci sistemul (1.1) admite o solufie X* si aproximafiile succesive Xp
definite de formulele (4. 1) converg spre X*, iar convergenfa este de ordi-
nul convergentei unei serii geometrice,

X% — Xl < gt XF — X, g=1-VI—=2h <L.

Observatie. 1. Ipoteza ||F''(»)||< K impune conditia ca si sistemul
liniar dat sd fie mirginit, de exemplu in sensul
tiq),'
dA;

d*;

~ ﬁr‘!'. iy
Y lal F‘dzﬁ

ad;
(@ s+ A) + ‘—
J=1 jki dA;

sup {2(1.,-,-| i |ayy dml} <K,
i jk=1

dacd ||x| = sup |x].
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II. Remarcim cd in loc de sistemul (2. 1) putem considera sistemul
Py(%s; 4y, Cgm) = @i (%)@ (4, CE"’) (@i %+ A) =0 (1=1,2, .. 2

@ fiind o funcfie marginitd de formi simpld, neavind riaddcini reale. Func-
fille ; pot contribui la imbunatifirea convergentei,

III. Privind structura formulelor de aproximatie (4. 1), se observi ci
la determinarea componentelor ! ((.=1,2,...), s-au folosit compo-

nentele % (¢1=1,2,...). Aici putem indica un proceden  modificat
folosind formulele

(Y DA D 0O (G kD)
A 0 @i (&) D(4;  C) (a5 + A ) =199 .y

o) (1)

i—1 -

ke, k41 (k+1 (4

Af "= % P g Y oay
=1 J=i+1

unde s-a notat

Astfel aici, la calcularea componentelor xf»“” s-au folosit aproximatiile

(k+1)  (k+1) k1) (k) (k)
X1 » X2 3 = omay A’f—'lj“\'l'l"'l:l’}l'l"‘

oarecum analog ca la metoda lui Seidel.

IV. In ce priveste unicitatea solufiei, ne putem folosi de asemenea
de o altd teoremd a lui Cantorovici :

Dacd conditiile teoremei precedente sint indeplinite cu deosebirea c#
inegalitatea

[F (X < K

este satisfacuti in domeniul definit de inegalitatea

[IX =2 U”\gl_"_)g_ﬂ% (B 1)

()

atunci solufia sistemului (1’. 1) este unicd in domeniul (5. 1)

V. In aplicatiile practice conditiile de convergen{d din teorema lui
Cantorovici pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii, se aratd putin compli-
cate. Dacd insd din considerente tehnice ne putem da seama de domeniul
D in care trebuie cdutatd solutia, atunci ne putem folosi de urmitoarea
conditie

|E— [F'(X) 7' F'(X)|| <1, Xe,

in loc de condifiile 3°—5°, E fiind matricea unitate,
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VI. Formulele de aproximafie construite in acest paragraf se pot
aplica nu numai la sistemul liniar (1’. 1), dar si in cazul sistemelor infinite
neliniare de forma

gi(m) + fi(4:) =0, (¢=1,2,...),

unde g;(x;) si fi(4;) sint functii de variabild reali admifind derivate de
ordinul 2, si care satisfac condifiilor din teorema precedents.

§ 2. Alte metode de interatie

Considerdm sistemul (1.1) sub forma urmitoare

ay %+ B, =10
(g1 %1 + @9y %y + By = ()

Aip %1+ @ip X + ... Fay %+ B, =0
unde B; = i aiyx;— by, (¢=1,2,...). Construim apoi sistemul neli-

- A =i+l
niar echivalent cu (1. 1),

hi(x; By, k?) ={y(By; kg) (@y 2+ By) =0
Ja(%1, %a; By, ) =p(By; K9) (agy %y + gy %y + By) =0 '
(1..2)
fi (%1, %, ., %5 By, BY) =i (B ; kY) (@iy %y + oo + @y %+ By) =0
Pentru funciile ¢; ipunem exact aceleasi condifii ca si in cazul functiilor

®; din § 1. In ce priveste constantele &7, ele se determini astfel ca pentru
. . N g =R 0 0
aproximatia inifiald X, = (¥, 3, ..., 47,...)

sd avem

(6/;) =0 pentiu =44 1,442, ...,
ax; lp

ceea ce este echivalent cu

(aagi][]: 0, (=12 ...).

Construim operatorul neliniar

f1(%1; By, k?)

f(X) =

fi(%1, %g,. . ., % Bi, BY)
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a cdrei derivata?) in sensul lui Fréchet in punctul X, este de forma

(afl] 'y el
a%; o

(&) (2 ... o
0% Jo 9%y

/J(IYD) = OIS .-
i B

Folosind metoda niodificatd a lui Newton obfinem urmitoarele formule
de aproximatie, care se aplicd sub forma

AXppr = A — A7 f(Xy), (2. 2)
unde
a; 00 ...0
dyy g0 ... 0
f'i"’: Ay Agp gy ... 0 :

Ay Aga Az v iy ...

iar A = (8;), 8y =i (B?, i??) Calcularea aproximatiei X,,, se face la fel
ca la metoda lui Seidel.

Observatii. I. In loc de sistemul (1.2) putem considera sistemul:
p(f)(xl, Moy &5 B feg) = (v W (B, £Y) (i 29+ ... obagx -+ Bi) =0,

Wi(x;) fiind de asemenea o functie mirginita, care este supusi la aceleasi
condifii ca i functia ¢; din § 1. In acest caz derivata operatorului

P x5 By, &)

P (X) -
P(l)(xl» vy X5 Bp B

i
*) Inlegiturd cu existen{a derivatei se presupune ci sumele 2

7=1

oC

Gk
a¥ia¥;

9l
a¥j

si
Lii=1

sint mdirginite pentru orice 1.
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va i de asemenea o matrice triunghiulard infinitd de forma

(1)
(8?’) 0 ... 0
0%1 Jo

(3?5'2))0 (3_?”(_2_)) Pk ng

ax]_ ax2 0

P'(X,) =

/ i) (i) Al
B

IT. Matricei P'(X,) ii putem da o formd mai simpli. Aceasta se reali-
zeazd usor, dacid sistemul (1.1) il scriem astfel

A, i—1 ¥imt + an%+ Br=0, (¢=1,2,...)

si construim apoi sistemul neliniar

PO(mimr, s B) ="F () W(Bi s Ki) (@i, imt %y + @ %+ B) = 0.
Impunind conditia (a_pﬂ) =1, (i=1,2 ...), atunc ca detrrvat
obfinem o matrice triunghiuiaréﬂ de o forma particulara
pu 0 0 ... 0 0
Bigr i P K i ) 0

0 7732 533 e 0 0

0 0 OF o Bt by
in afara de matricile simple considerate aici, se pot folosi si alte
tipuri de matrici ale ciaror inverse se calculeazd ugor. In mod analog putem

construi matricea P’ in asa fel ca sd avem in fiecare linie a ei cel mult m
elemente diferite de zero.

§ 3. Cazul metodei nemodificate a lui Newton

Folosind functiile ®; (A,; C{”) putem face — la fiecare aproximatie
xEk). (R=0,1,...) — ca derivata in sensul lui Fréchet sd fie o matrice
de forma diagonali. Aplicind procedeul nemodificat al lui Newton

Nep1 = Xp — [F'(Xa) |7 F(Xa), (1.3)
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se ajunge la urmitoarele formule
(£)
2

i
0%i Jk
0 __ .0k (k) k R Y i o .
up.c}e fi = @ (%) (@ % + A,( }). Mentiondm insd cd teorema lui Cantoro-
vici referitoare la metoda (1’.3) nu se poate aplica, deoarece in general
derivatele de ordinul 2 ale expresiilor

@i (%) Di (Ai; CF) (ay %+ A;)

nu mai rdmin mdarginite, pentru orice &.
L7 Remarcdm ca _bentru  o(x;) =1, regdsim metoda Iui Pollaczek-
Geiringer (metoda iterafiilor obisnuite).

In sfirsit, folosind formula (1. 3) si procedind analog ca in § 2, se pot
da metode asemindtoare cu (2. 2), numai c4 in acest caz matricea triunghiu-

Gt : : \ » 1 A

lard F’ va depinde gi de k. Din aceasti categorie face parte si metoda cunos-
cutd a lui Seidel,

Aceste metode fiind metode de aproximatii succesive, au urmitoarea
structura

(k1) _ ()

X = % =124 W hNE=0,1,2, ..., (143

Xiep1 = Xp + Ay,

unde Xy, X, sint aproximatiile respectiv de ordinul % 4 1 si k, iar A,
este corecfia de ordinul %, care se calculeazd dupa un anumit algoritm dat.
Daci aceste corectii in normd se miresc in decursul calculelor, atunci putem
considera cd procedeul nu este convergent, deoarece lucrind intr-un spatiu
complet, e necesar si suficient pentru convergenti ca Akl = || X g1 — Xl| ).
Nu putem afirma insd nimic despre convergenta procedeului, atunci cind
constatdm ci in decursul calculelor corectiile in sensul unei norme se micgo-
reazd (deoarece aceasta nu fnsemnd inci [|A;||—0). In cazul de fatd putem
spune doar atit cd solufia aproximativd se ,,apropie” de cea exacti. Stim
insi cd in aplicatiile numerice se aproximeazi cu un numéar finit de ,,pési”
adicié putem face numai un numdr finit de aproximatii, urmarind o precizié
datd. Prin urmare, dacd in decursul aproximatiilor succesive se constati ci
corectiile descresc in norma gi la un moment dat se atinge ordinul preciziei
cu care s-au dat coeficientii si termenii liberi ai sistemului considerat, atunci
o asemenea solufie aproximativd satisface cerinfele practice. Astfel mai
departe este iluzoriu sd se continue calculele si prin urmare nu ne intere-
seazd mai departe nici convergenfa procedeului.

- 1In cele ce urmeazi vom da conditii de existen{d a solufiei sistemului
st totodatd delimindri pentru evaluarea erorii.

§ 4. Delimitarea erorilor

In § 1 am avut urmitoarea delimitare
1% — Xall < ¢* 71X — X < g* 20,

insa putem da delimitdri in care figureazi expresii mai simple pentru apli-
catiile numerice, '
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Considerim spatiile liniare normate [2] X si X, unde X este comp-
let si izomorf cu subspatiul X' X. Presupunem apoi ci aceastd izomorfie
se realizeazd cu ajutorul unui operator liniar ¢, care aplici X' pe X, iar
oy existd si este continud. Tn sfirsit, se mai presupune ci o, poate fi ex-
tinsd la tot spatiul X.

Considerdm ecuafia ,exactd”

KX=X—- A X =7, (1.4)

unde X, YV e X, iar H este un operator care aplicd pe X in el insusi. Pentru
rezolvarea aproximativi a ecuafiei (1.4) mai considerim ecuatia ,,aproxi-
mativa”

KEX=X—-)AHX=Y =¢¥. (2.4)

7

Conditia ca ecuatiile (1.4) si (2.4) sa fie ,,apropiate” se exprima astfel:

leKX' — KoX'|| < ||| X, X'eX'. (I)
Se mai presupune cd pentru orice element X eX existd un element X'eX’
astfel ca

[HX — X' < e[| X]], (11)
iar pentru elementul ¥ existi un element YV'e X' astfel incit
Y —Y'|| < e |lY]. (I1T)
in cazul nestru vom avea
X=X=X
Considerim acum sistemul ,exact”
AX = f
si cel ,,aproximativ’’
X =1

unde f = %, — Cy(Aw, — /), C, fiilnd o matrice diagonald cu elementele
diagonale diferite de zero. Aceste elemente se calculeazi dupd o anumitd
reguld (de ex. conform metodei lui Newton) sau se aleg empiric, tinind
seama de cerintele calculelor practice.

Solutiile X, X le vom ciuta sub forma X = x -+ x,, X =x+ %;
x, este o solufie aproximativd, x o corectie pentru obfinerea aproximatiei
X iar x este corectia ,,exactd”. Efectuind aceste transformiri obtinem

Ax = — (Axy, — )
% = — Cy(Adxy —1).
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In stirsit, inmulfind primul sistem cu matricea €, obfinem sistemele
CoAdx = —Cy(Ax, — f)
= —Cy(4dx,—f).

Astlel in cazul nostru avem K = €4 si K = E, E fiind matricea
unitate; jar Y =V = — C, (dx, — /) si deci ¢ = vy = K. Acum conditia
(I) se prezintd sub forma

[Codx — Ex|| < < ||x],

iar pentru ¢ putem pune e = [|C, 4 — E||. In ce priveste conditiile (II)
si (III), ele se indeplinesc din cauzd cd spatiile X si X’ coincid. Astfel avem
&17= =5 = 0.
1 )
Aplicind acum teoremele 2, 5 si 7 ale Iui Cantorovici [2], obfinem
urmdtorul rezultat :
Dacd este indeplinitd inegalitatea
(—)'chfl G EH <1,
atunci existd o solutie X¥, care este unicd si avem evaluarea
2||Co 4 — E||
[=2(Cod — 5]

x5 — KH < Co(A 2y — ).

Observatie. Dacd in loc de ecuatia X =/ avem ecuatia aproximativa
AX =/,
unde f' = 4 x, — A~ /(%) (vezi formula (2.2)), atunci se poate proceda
ca si in cazul de mai inainte. Expresia A~' f(x,) se poate pune sub forma
Yo (A% — /) siin cazul de fatd vomavea K =y, 4, K =4, ¢ = llyod — g,[
fn sfirsit, ajungem la urmitoarea delimitare
’ o =t
2|lyod — Al |47
o PR T
L =2 ygd — A lA7

[X* — Xjj< llvo( % — I

Aceste delimitadri pot fi folosite si in cazul metodelor tratate in § 3,
punind X = X,. (pentru un % fix).

Institutul de Calcul
Academia R.P.R. — Filiala Cluj
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O MMPHUBJAMXKEHHOM PEIWEHHM BECKOHEUHLBIX CHCTEM
JAUHEMHBIX YPABHEHWF

(Kparkoe codepacarite)

B nacrosiefi paGore nyrem o0o0LIeHHA H3BECTHBLIX MeTofoB [lodavex-
[eiipurrepa [3], ga0TCS HOBble METOMbl YHCIEHHBIX PelleHHH GecKoHeUHbIX
cHCTeM JHHEHHbIX ypaBHeni.

BeckoHeunasi cicteMa JHHeHHBbIX ypaBHEHHI npeobGpasyercsi B 3KBUBA-
JEHTHYIO HEeJMHeHHYI0 CHCTeMY, NogoBpaHHyio TakiM odpasoM, uTobbl NPH [PH-
veHennu obobinennoro merona [Heorona (o6odiwennst KantopoBuua), npous-
BoAHas onepauus F 6buia 6bl Matpuueil npocroil GopMbl, HaNpUMep AHATO-
H4JBHOH TPeyro/bHoH H T. [,

SUR LA RESOLUTION APPROXIMATIVE DES SVSTEMES D'EQUATIONS
LINBATRES TNFINTES

(Résumé)

Dans ce travail 'auteur donne des méthodes nouvelles pour la réso-
lution numérique des systémes linéaires infinis, en généralisant les
méthodes connues de Pollaczek — Geiringer et de Seidel [3].

Ici le systéme linéaire a été transformé dans un systéme non-linéaire
équivalent, choisi convenablement de maniére suivante: en appliquant la
méthode de Newton généralisée par Kantorovitch — la dérivée de l'opé-
ration [ est une matrice de forme simple, par ex. de forme diagonale,
triangulaire, etc.
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