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1. In aceasti lucrare urmirim si introducem o schemi generald de
interpolare cu scopul de a da o extindere a unor proprietiti care sint legate
de interpolarea prin polinoame. -

Se considerd un spatiu liniar normat!) ¥ gi un subspagiu S al lui V.
Fie U o operatie liniara?, definitd pespatiul ¥ si cu valorile aparfinind de
asemenea spatiului V.

Definitia 1. Subspatiul S il numim subspatiu interpolator velativ
la operatia U, dacd: 1°. oricave ar fi ve V, avem U(@)eS; 2° oricare
ar fi veS, avem U(v) = v.

Fie @ o mulfime de operafii liniare definite pe spatiul ¥ si cu valorile
in V.

Definitia 2. Subspatiul S il numim intevpolator velativ la mul-
fimea (Y, dacd el este interpolator relativ la fiecare element U e CU.

Pentru a exemplifica nofiunea de subspafiu interpolator faji de o
operatie U sd considerdm spafiul C al funcfiilor continue pe intervalul
[0,1]. S4 notdm cu L, un sistem de functii ¢,(x), 9a(%), ..., ga(x), din C,
liniar independente. Existd atunci cel pufin » puncte distincte %, %, ..., %
in [0, 1], astfel ca determinantul

Pr(21)  @a(¥1) ... @n(x)
(Pl(xz) CPE(xZ) reuk ‘Pﬂ(xz) (1)

Pu(¥n)  Pa(xn) + .. Pu(xn)

!) Norma unui element # € V se va nota prin simbolul ||u||.
) Aditivi gi omogend.

9 — Studii si cercetiri de matematic
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sd fie diferit de zero. 54 considerim subspatiul S al lui C, format din
n

toate combinatiile liniare Y, o; ¢; (x) ale functiilor ¢;(x). Determinantul (1)

fiind presupus diferit de zero, existd in S o funcfie si una singurd A(x),

astfel ca A(x;) =y;, 1 =1,2, ..., n, y; fiind numere date oarecare.?) Fie
U operafia prin care se face si corespundid unei functii oarecari f(x) din C,

. ) y oy @ . ! g
functia U(f) = H il ;sz x"; flx). Subspatiul S considerat este in-
ALy oWy ataisiy S

terpolator fatad de operajia U(f) astfel definiti.

Dacd functiile @;(%), @u(%), ..., ou(x), formeazi un sistem Cebisev
pe intervalul [0, 1], atunci determinantul (1) este diferit de zero, oricare

ar fi punctele distincte ux;, %5, ..., x,. Rezultdi imediat ci operatia

U(f) = H(il ig \:H: f|x) are proprietatea de mai sus pentru orice
1 Ba ==ty MY

sistem de puncte distincte %, 43, ..., %y din [0, 1].

Un alt exemplu care are un rol important in analiza numericd, ni-l
oferd schema de interpolare a lui L. Gonciarov [1].

Se considerd sistemul de funcfionale liniare
), R=0,1,2,...n @)
definit pe spatiul C.

Fie (D, mulfimea polinoamelor de grad cel mult egal cu #. S& notim
cu Py (Ay, Ay, ..., 4y [|x) polinomul P,(x)e @, care satisface con-
ditiile

Ap(Py) = Af), £=0,1,2,..., 2, (3)

functia f(x)e C fiind datd. Este clar cd daci determinantul

A1 Aglxl oo Aa(x:‘)
Ay(1)  Ay(x) ... Ay 4)
A1) An(x) .. Ay(x")
este diferit de zero, atunci pentru orice fe C, existd polinomul
Py(Ag, A4y, ..., 4y, f|7) 51 el este unic determinat. S4 considerim operatia
U(f) = Py (Ag, 4y, ..., 4n; f15). Subspatiul (D, al lui C este interpolator
relativ la operajia U astfel definita.
Particularizind sistemul de functionale (2), obfjinem diferite procedee

de interpolare bine cunoscute. De exemplu, daci
1

Ampﬂmem,k:m1J““m, )

0
P1Pa - s P

Xy Hgy < oiy By

%) Functia %(#) o notim cu H(

cu H{(pqu;,’ .“'tpn; f|x).

s Fgs! vy W

;y]x) sau dach f(#)=y, i=1,2 ..., %,
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atunci determinantul (4) devine

1 1 1
5 3 n -+ 1

1 1 1 1
g g I n 42

1 1 1 1
w41l n+4+2 n4+3 Eﬂ_;_l

care se gtie ca este diferit de zero. Operatia U(f) = Dy (4, 4;, ..., Au; f|%)
corespunzitoare sistemului (5) transformd orice functie!) din C in sectiunea
de ordinul # a seriei sale Fourier relativd la polinoamele lui Iegendre.

In general dacd se consideri un sistem ortogonal de functii intr-un
spafiu de bazd V', subspatiul liniar generat de acest sistem? este interpolator
fatd de operatia care transformi o functie din 7 in sectiunea de un ordin
dat, a seriei sale Fourier, relativi la sistemul ortogonal considerat.

2. Sa considerdm din nou spatiul liniar ' si subspatiile sale, S, C S,,
despre care presupunem cd sint interpolatoare fatd de mulfimea @, res-
pectiv @, de operatii liniare.

Definifia 3. Un element v al spapiului V il numim convex fali
de subspatiul S,, dacd pentru ovice Ue @y avem U,(v) € S,.

Dacd multimea Z/; contine cel putin doud elemente distincte, atunci
putem da gi urmitoarea definifie a convexitafii :

Definitia 3* Un element v al spatiului V il numim convex fafd
de subspajiul S, dacd pentri orvice pereche de elemente U,, Uy e U;, avem
U1 (v) F Uy(v).

TROREMA 1. Dacd :

1°. V este spatiul functitlor continue pe un interval finit si inchis [a, b],

2°. S, este subspatiul generat de un sistem Cebisev format din functiile
91(%), al(x), ..., u(x), n>2, tar S, este subspatiul generat de functiile
01(%), « .o, @ui(x), despre cave se presupune cd formeazd de asemenea un
sistem al lui Cebigev,

3°. maulfimea (U, are ca elemente toale operatiile®)

U(f) =P (%1, %y, - - 21 s []%),
N, t=1,2, ..., n—1 fitnd puncte distincte din |[a, b],

1) Evident cd in acest exemplu, spatiul C se poate inlocui cu un spatiu mai general, care
sid contind polinoamele.

§) Multimea tuturor combinatiilor liniare ale functiilor care formeazd sistemnl,

YD (g s e f|#) este funcfia de forma X Cyo(#), care pe punctele x, ia
j=1

respectiv valorile f(#;), C; fiind numere reale.
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4°. multimea Uy are ca elemente toate operatiile?) U(f)=D(x,, ¥y, . . ., Xp; %),
X, t=1,2, ..., n, fiind puncte distincte din [a, 0],
atunci definilia 3 este echivalentd cu definitia 3*.

Pentru demonstratia teoremei 1 este suficient si observim cd in
polinomul de interpolare generalizat ®(x,, x,, ..., %,; f|x) coeficientul
lui @u(x) este diferenta divizatd generalizatd [5]

o1(%)  @a(wy) ... Pn—1(¥1) (%)

P1(%)  @a() ... Pu—1(¥n)  [(%s)
[zl' iE’ :: :i” : /} i ‘Pl(i"sn) Po(Xn) ... cPn—l("’_ﬁn) f(2n) _ ©)
e pE piisad P1(%)  @alxy) ... Pn—1(¥1) a2y

P1(%a)  @a(%) + .. Gpoi(y) ©n( %)

‘Pl(xn} (Pz(xn) e fpra—-l(xn) (Hn(xn)

Conform definifiei 3, o functie din 7 este convexd fajd de S, daci

P1s P2y« o0y Pp : :
bl o ;/]# 0 pe orice sistem de puncte %, R
Lo dy s s cs ) : Wi e ; .
Condifia U,(v) = U,(v) din definifia 3* exprimd aceeasi proprietate,
pentru cd exclude existenfa unui sistem de n puncte x;, %, ..., &y pe

care diferenta divizatd (6) si se anuleze.

Observatie. Notiunea de convexitate introdusi prin definitiile 3 si 3*
nu coincide cu notiunea de convexitate bine cunoscutd [, 3], fatd de un
sistem de funcfii interpolatoare. In clasa elementelor convexe intrd de
data aceasta si elementele convexe si cele concave in sensul definitiilor
din [4] si [5].

Ve In cazul schemei de interpolare a lui Gonciarov este aplicabild defi-
nifia 3.

In ipotezele ficute la fnceputul acestui alineat, este clar ci existd
elemente convexe in sensul definifiei 3. Toate elementele lui S, care nu
aparfin lui S, sint convexe in sensul definifiei 3.

Este important de studiat, in teoria procedeelor de interpolare, acele
ichfeme de interpolare — date prin definitia 2 — pentru care definiiile
3 si 3* sint echivalente.

. TEOREMA 2. Dacd pentru V,, S, S,, Gy, Uy, dagi, definitiile 3 si
3* sint echivalenle, atunci ave loc proprietatea : dacd ve V st pentru U,,
Uy e Uy avem Uy(v) = Uy(v), atunci existi un element Us e Uy astfel
ca Us(v) e S;.

1
L f|#) este functia de forma X Cipi(x), care pe punctele #; ia respec-
i=1

tiv valorile f(x,).
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Demonstrafia teoremei 2 este imediati. In ea este cuprinsi ca un]caz
particular, o proprietate a diferentelor divizate care std la baza mai multor
teoreme de medie legate de interpolarea prin funcfii apartinind unei mulfimi
interpolatoare [3, 4, 6].

TEOREMA 3. Fie A[v] o functionald liniard definitd pe spatiul V
in care sini date Sy, S,, U, $t @y Dacd :

1°. A[v] =0 oricare ar fi ve Sy,

2°. Av] 0 dacd v este convex fafd de S, in sensul definitiei 3,
atunct pentru ovice ve V existd un element U e Yy asifel ca Afv] =
= A [Ulv)].

Pentru demonstratie, sd presupunem mai intli A[v] =0. Atunci
elementul » nu poate fi convex fati de S;. Deci existd U e @, astfel ca
U(v) e S;, si prin urmare A [U(v)] =0. Dacd A [v]+#0, considerdm ele-

mentul z = v — j—[v—]g, unde ge S, si g€S,. Rezulti ci A[g]+#0 si
& :
Az] =0. Existd prin urmare un Ue @, astfel ca A[U(z)] =0. Dar
din cauza liniarititii, U(z) = U(v) —A—[M U [g] . Operatia U conservi ele-
g
mentul ge S,. Rezultda 4 [U(v)] = 4 [v] .
in teorema 3 sint cuprinse ca §i cazuri particulare, un mare numar
de teoreme de medie bine cunoscute [4, 6]. Aceste teoreme intervin in
studiul restului la procedeele liniare de aproximare.

3. In studiul procedeelor generalizate de interpolare este interesant
de examinat cazul cind V este un spatiu Banach, In acest caz se pot
studia proprietitile de continuitate ale operatiilor ce intervin in definifia
unei scheme generale de interpolare.

TEOREMA 4. Dacd V este un spalin Banach tar S este un subspatiu
interpolator fatd de operatia U, altunci dacd ovice submulfime mdrginitdé a
lui S este compactd, U esle o operafie continud®).

Demonstratia rezultd din consecinta pe care o are ipoteza ficutd si
antime c¢a S este un subspatiu cu un numdr finit de dimensiuni.

4. Fie V un spatiu liniar si S un subspatiu al siu. Are loc
TEOREMA 5. Dacd S este un subspatin n-dimensional, generat de elemen-

tele vy, Vg, ..., Uy §0existd n funciionale Liniave Ay, A,, ..., Ay, astfel ca
Ay for] Adpfog] -oennn Ay [v1]
1.41_[@.2]. .Az.[v.z].”.'.”.' 4’ [.Uz.] # 0, (7)
TR A [ | R Ailond]

alunce existd o opevatie lintard U definild pe V, faid de cave S este inler-
interpolator.

%) lim ||U(v,) — U(v)|| =0 dacd lim |ju — || = 0,
H—co =¥
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Pentru demonstrafie este suficient si construim pentru elementul v
oarecare din V, procedeul de interpolare

Uw) = X o v,

=1
unde coeficienfii numerici o, se determind prin conditiile
n

Ai[ Y o ve]= A;[v], EEm il Bl

si sint unic determinati din cauza conditiei din (7). Operatia U(v) se poate
pune sub forma

0 Uy e i e o 1y
Ayfv] A Ay (vg] ... Aqlvn]
daln )i ds Pl S Ao ] vt s Ay [Vn]
Ulw) = — Anlv]  Adufo,] Aalv,] ...... An[va]
2l A I b o s o e e Aq[vn]
b e e L [ e Ay [va ]
L e I N T Ay [va]

5. Definifiile si teoremele date in aceastd lucrare alcituiesc doar
nofiunile introductive din studiul procedeelor generale de interpolare care
se pot defini intr-un spafiu liniar. Teorema 3 are numeroase aplicatii in
studiul aproximatiei liniare. In ceea ce priveste cele doui defini}ii date pentru
convexitate, utilitatea lor rezulti mai ales prin particularizarea spatiului
V' si a subspatiilor interpolatoare S; ¢ S, alese.

Notiunea de procedeu de interpolare este strins legatd de anumite
probleme particulare de cea mai buni aproximatie. In aceasti lucrare
nu ne ocupdm de aceste probleme. Didm doar formularea uneia din proble-
mele fundamentale de cea mai buni aproximatie :

Fiind datfi V si subspatiul S interpolator fati de mulfimea % de operatii
liniare, in ipoteza ci T este normat, si se studieze problema existentei
§i a unicitdtii operafiei U*e @ pentru care

llv — U*(v) || = inf ||» — U()||
veq

v find fixat in V si neapartinind lui S.

Dacd, spre exemplu, V' este spafiul functiilor de patrat integrabile
1 S este subspatiul polinoamelor trigonometrice de ordin dat #, se stie ca
problema formulatd mai sus are solutie si ea este unici. In acest caz 7 este
mulfimea tuturor operatiilor liniare care satisfac conditia ceruts in definitia 2.

Desigur cd un studiu aminuntit al problemei de cea mai buni aproxi-
mafie formulatd, se bazeazi pe studiul prealabil al normei definite in
si pe studiul proprietitilor de continuitate ale elementelor lui (7.
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HMHTEPITIOJIMPOBAHWME B ABCTPAKTHBIX ITPOCTPAHCTBAX

(Kparkoe codepocarue)

B paGote naercst onpefesneHue 00IEHR CXeMbl HHTEPIOJIHPOBAHUSA B JHHEH-
HOM HOPMHPOBaHHOM MpocTpaHCcTBe. PaboTa COAEPIKHUT TOKE 1BA ONpPE/Ie]IeHus
BBIIYKJIOCTH OTHOCHTENBHO 00OOGIIEHHOro mpuéMa uHreprnonnpoBanus. Ompe-
Ae/IeHHBIH TPHEM HMHTEPIOJHPOBAHHS COAEPIKHT KaK YACTHBIE CJayddH, CXemy
HHTEproJHpoBanus ['oHyapoBa W Apyrue cxeMbl HHTeprnoJnpoBanus. [laercs
TeopeMa o Cpesiiem (Teopema 3), HMelOlLAs NPHMEHEHHE K H3YYEHHIO CTPYK-
TYPBl OCTATOYHOTO YJeHa B JHHeHHBIX npuémax npubmuxenns. Pa6ora okou-
yaercsi (popMyJHpOBaHHEM OMHOH 3aJau¥ HAWJYUIIETO MPHOIHKEHHS.

I INTERPOLATION DANS DES ESPACES ABSTRAITS

(Résumé)

On donne la définition d’'un schéma général d’interpolation dans un
espace linéaire normé. ILe travail contient aussi deux définitions de la
convexité par rapport 4 un procédé d’interpolation généralisé. Le
procédé d’interpolation défini comprend comme cas particulier le schéma
d’interpolation de Gontcharov ainsi que d’autres schémas d’interpolation.
On donne un théoréme de moyenne (théoréme 3) qui a des applications
dans 1'étude de la structure du reste dans les procédés linéaires d’approxi-
mation. Enfin on formule un probléme de la meilleure approximation.
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