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DE

TIBERIU POPOVICIU
Membru corespondent al Academiei R. P, R.

Multe din formulele de aproximare ale analizei sint de forma

Alf]l =~ Blf], sau A[fl = B[/] + R[/], (*)

unde A[f], B[f] sint functionale liniare definite pe o mulfime vectoriali
de functii reale si continue de o variabila reald i al cdrorrest R[/] = A [/]—
— BJf] se anuleazi pe n + 1 functii date f;, 1 =0, 1, ..., n. Restul R[f]
este de asemenea o functionald liniard si se anuleazd pe orice combinafie
liniard a functiilor f;.

Nu vom considera decit functionale reale si prin o functionald liniard
vom intelege o functionald aditivd si omogend.

Formulele obisnuite de interpolare (polinomiald sau trigonometricd),
de derivare si de integrare numericd etc. sint de forma precedentd.

in aplicatii este important de a se putea delimita in mod convenabil
restul. Pentru aceasta, cel pufin in anumite cazuri particulare bine deter-
minate, s-a ciutat si se punid restul sub diverse forme convenabile. De
ex., s-a obfinut R[f] sub forma unei combinatii liniare date, de una sau
mai multe valori ale uneia sau mai multor derivate de anumite ordine ale
funcfiei f. De asemenea s-a exprimat restul sub forma de integrald definita.
Este suficient si citdm formula lui Taylor care dd o aproximare a valorii
functiei f pentru o valoare datd a lui x si al cirei rest este dat de bine
cunoscuta formuld a lui Lagrange sau prin o bine cunoscutd reprezentare
integrald [4].

S-au ficut multe cercetdri asupra restului. Ne vom mulfumi sa citdm
lucririle lui A. A. Markov [6]. G. D. Birkhoff [1], G. Ko-
walewski [5], R. v. Mises [7], J. Radon [21], E. Ya. Remez
221, A. Sard [23].

#) Aceastd lucrare se publici si in limba francezd in revista . Mathematica’’ vol. 1 (24),
fascicola 1,



na

338 TIBERIU POPOVICIU

In aceastd lucrare vom pune in evidenfd o altd expresie a restului,
care este mai generald, in sensul cd in general ea nu necesits existenta
derivatelor, altele decit acelea care intervin efectiv in formula (*). Forma
noud pe care o dam restului face si iasi mai bine in evidentd structura lui.
Am obtfinut acest rezultat cu ajutorul teoriei functiilor convexe de ordin
superior pe care le-am studiat alty data [12, 13]. Sub o anumita ipotezi
particulard facutd asupra functiilor f;, caz care totusi cuprinde un vast
cimp de aplicafii, expresia pe care o gisim pentru rest este strins legata
de anumite formule de medie. Vom face citeva consideratii asupra acestor
formule de medie $i vom regisi astfel o parte a rezultatelor lui D. V.
Widder [28]. In acest caz este usor si se deduci restul exprimat ca
o combinafie liniard de derivate, dacd bineinfeles aceste derivate existi.

Am obfinut unele din aceste rezultate [16] in cazul particular cind
functiile f; se reduc la puterile succesive %, 1=0,1,...,n ale lui %, deci
in cazul cind restul se anuleazi pentru orice polinom de gradul #. In cazul
acesta am dat de asemenea aplicatii la anumite formule de derivare [17]
si de integrare [19] numerici.

Aceastd lucrare este impirfitd in 4 parti. In § 1 studiem noua expresie
a restului in cazul cind ea are forma pe care noi convenim a o numi simpla.
in §2 studiem formulele de medie pe care le-am semnalat. In §3 dim
exemple pentru anumite criterii care permit si se decidi daci restul este
sau nu de formd simpld. In fine, in §4 spunem citeva cuvinte asupra
cazului cind restul nu este de formi simpla si incheiem acest paragraf
printr-o aplicatie. Rezultatele §§3,4 ne arati, pe de o parte, legitura
lor cu alte rezultate cunoscute, in particular cu rezultatele lui E. Ya R e -
mez [22] i, pe de altd parte, gradul de generalitate a expresiei obtinuta
pentru rest.

§1.

I. Toate functiile considerate in aceastd lucrare vor {i presupuse reale
§i de o variabild reali. Vom nota cu E mulfimea de definitie a functiei
sau mulfimea de definifie a functiilor considerate simultan. Vom preciza
totdeauna, daci este necesar, structura lui E.

Notam cu
v (g]s B2 ¢+ ey gm) -_ igj(ﬂ"i”i, o (1)

Xis Koy o0 o, Xy

determinantul valorilor functiilor
81 82+ - o8 (2)

pe punctele x;eE, 1 =1,2,...,m In determinantul (1), gi(x:) este
clementul din linia a 7-a si coloana a j-a.

Determinantul este evident nul daci punctele x; sau daci functiile
(2) nu sint distincte,
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Vom pistra notafia (1) numai pentru cazul cind punctele x; sint
distincte. In cazul contrar vom modifica convenabil definitia deterngman—
tului (1). Aceastd modificare constd in inlocuirea liniilor corespunzitoare
fiecdrai grup de puncte x; confundate prin linii formate din valorile func-
tiilor (2) si ale derivatelor lor succesive pe aceste puncte. Mai precis, fie
%, %y, - .., % punctele distincte cu care coincid respectiv &, kE,A. o Ry
(Ry) koo oo bp =1, By + e + oo Ry = m) dintre punctele ;. tunglx,
pentru fiecare 1 =1, 2, ..., p, exista exact‘ k; linii formate din valorile
functiilor (2) si ale primelor lor k;— 1 derivate pe punctuluz,-. Aceasta
implicd, bine Infeles, existenfa derlvvatelor considerate, Numarul &; este
ordinul de multiplicitale al punctului z;. .

Ordonind convenabil punctele x;, putem mnota determinantul (1)

astfel modificat prin

v 21, ' viwes Em ’)’ (j)
O TR T T CRIE.. TREREE. 15 IR
Iy ko Fn

i it —1)(z,
care este de ordinul m =k, + ky + ...+ &k, §i in care g )(~,1) esEe
i ; - 7)-a linie si a s-a coloani,

elementul din a (k + &y + ... + ki + ¥)-2 S 5 .
r=1,2, ...k, 1=12,...,p (kb + By -+ ... + ki1 este inlocuit cu 0

daca 1+ = 1). - '
Subliniem urmitoarele cazuri particulare :
19, Dach #; = =1 i =1,2,..., m, vom nota determinantul (1) cu
: e ! .
5 i ermonde al numere-
V(% %, ..., ¥m). Acesta este determinantul lui Vand @
10T Xq Xyereney Xy 51 @VEHL
152 uisiey TR l
T/(x[: 5‘:21' s wly x.’ﬂ) = H (xj = -'Xf), (V(xl) = 1) ( )
i<j
Tot in acest caz determinantul (3) se va nota cu

¢ Z % 2 unenl ci pune-
P e v o5 B Fans v v Bass ooy Bnp Bppors tigte) NUHEEIDECSID 1
——— ——— a—r T ——
ky ky ky
tele z;, 1 =1,2,..., p, sint distincte.

2°, In cazul cind toate punctele x; coincid cu x, notdm determinan-
tul (1) modificat cu W(g,, g, ., gm). Acesta este wronskianul functiilor

(2). Avem deci
V(x, % .., %) =W, & 2., ") = (m — 1
T

unde am pus a!l =112 ...« (0! =1).

2. Putem obtine determinantul (3) si prin o trecere la 1111111;:'1 fl_acua
toate derivatele care intervin sint continue pe E, sau cel pufin in vecind-

tatea punctelor z.
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)y ‘ S )i ; ' 7
Fie m puncte distincte #}”, j =1,2,..., ki 1=1,2,,...,9 sl si

'y

formdm determinantul D de ordinul m al cirui element din a (Fy + ky +

—!—_. oo + Ky + 7)-a linie si a s-a coloand este diferenta divizata (obis-
nuitd) de ordinul ¥ =1, [, 20 ..., 4% 0], =12, . B 5=
[ : 5 o J “J ; 1 88 1 e ety ey LTy T
= 1i 2,..., m. Dacd observim ci aceasti diferentd divizati tinde citre

(r—1) A / ‘ ‘ s )
g (%) cind punctele xf—‘), 1 =1,2,...,7 tind citre «2;, vedem

(r — 1)!
cd determinantul D tinde citre determinantul (3) impirtit cu f[ (ke — )N
A () = ¢ ) .‘izl ;

cind ' =2z, j=12,...,k 1=1,2,...,p fin fine, dacd inmulfim

determinantul D prin produsul

n i y 7 .
L V(P a0 2 (5)

i=1

§i dacd facem citeva operatii elementare asupra liniilor, obtinem, deter-

minantul
el By o e .
A () (1 (2 2 . )
By B s 5 e B By LY A B i :\:;(f”) (6)
o

Rezultd cd determinantul (3) se obtine inmultind pe (6) cu f[ (F: — 1) i
i=1

impdrfindu-l cu (5) si fdelnd apoi punctele o) si tindd citre z pentru
b=y e By, = 10200 00, P

Se poate generaliza procedeul de trecere la limitd prin care s-a obfinut
determinantul (3) plecind de la determinantul (1). $i anume se poate ob-
| fine in acelagi fel un determinant de forma (3) plecind de la determinanti
‘ de aceeasi formd. Nu insistim asupra acestei generaliziri deoarece ea nu
i va fi folositd in cele ce urmeazi.

Ca o primd aplicatie gisim formula

Wkt Bie o i B e 3 B e T e
N . e g’
fry fiy :
P 5255 1 ok
=I[(k =11 II (z—z)% (7)
i=1 i<

: Avem,rpe baza unei formule bine cunoscute (vezi, de ex., I,. V. C o 1~
eldan o [B]),

- (1, cos x, sin %, cos2x, sin2x,. .., cosmy, sin mx]

X1 Xass o o v ois » Xam41

1, 2,00 241 ¢ e
B e | 2 pintl = (8)
i<j

2
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din care rezultd si
(1, cos &, sinx, cos2y, sin2x,. .., cosmx, sin mx) (9)

Zl)zlv‘ . 'rz]_; ZZDZZI' . ‘J’Za)‘ ¥ ey ijzp:- J 'sz

ky ke, ky

i=1 i<

— i | 4 1,2 ,p g kK, .
— [H (B *1)!1] 1I (2 5111";2_*) y (B Ryt . Ry =2m4-1).

Dacd in cele ce urmeaza se considerd un determinant (1) cu punctele
%; nu toate distincte, il vom considera modificat in felul explicat mai sus.

3. Daca printre punctele x;, pe care este definit determinantul (1)
sau determinantul modificat (3), existd unul care are ordinul de multipli-
citate & respectiv un ordin de multiplicitate = £, vom zice ei acest punct
se repetd de &, ori respectiv se repetd cel mult de % ori.

Definitia 1. — Vom zice cd funclizle (2) formeazd un sistem de
interpolare sau un sistem (I) pe multimea E (avind cel putin m puncle) dacda
avem

V(gl, 8o v g) 0 (10)

W o i
pentri orvice grup de m puncte distincte x;e E, 1 =1, 2,..., m.

Proprietatea de a forma un sistem (I) pe E, pentru functiile (2), este
mai restrictivd decit proprietatea de liniar-independentd a lor (pe E). Cu
alte cuvinte, orice sistem (I) este format din functii liniar indepedente dar
nu orice sistem de functii liniar independente formeazi un sistem (I).

Prezintd de asemenea interes completarea definitiei 1 prin

Definifia 2. — Vom zice cd functiile (2) formeazd un sistem (I)
regulat de ordin % (1 = & = m) pe E dacd avem (10) pentru ovice grup de m
puncte x;e E, 1 =1,2,..., m, fiecare vepetindu-se cel mult de k ori.

Dacd k = m, vom zice cd funcfiile (2) formeazd un sistem (I) complet
requlat (pe E). ]

Regularitatea de ordinul % insemneazi deci ca determinantul (3)
este0 daci e B, 1l S hi=k. t=12,...0 8 +k+t ... Fh=m,
punctele z; fiind distincte.

in definitia 2 presupunem totdeauna ci dacd & > 1, derivatele de
ordinul 2 — 1 ale functiilor (2) sint continue pe E. In felul acesta regulari-
tatea de ordinul 2 > 1 implici continuitatea pe E a derivatelor de ordi-
nul & — 1 ale functiilor (2). Ipoteza ficutd anterior face si evitim orice
dificultate. Aceasta este evident o restrictie insd, dupa T. J. Stieltjes
[26], ea asigura valabilitatea trecerii la limitd de la nr. 2.

Se poate evident defini determinantul modificat (3), admitind condi-
fii de derivabilitate mai generale, de unde rezulti de asemenea o nofiune
mai generald de regularitate, dar atunci proprietitile de trecere la limita
sint mai complicate, Vom ldsa sistematic la o parte asemenea generalizari.
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Multimea E poate sd fie oarecare. In cele ce urmeaza multimea E

va fi, in general, un interval. Atunci notiunea de derivati este cea cunos-

cutd din analiza elementari.

Este clar cd regularitatea de ordinul % implicd regularitatea de orice
ordin mai mic gi ci regularitatea completd implicd regularitatea de orice
ordin = m. In particular, notiunile de sistem (I), si de sistem (I) regulat
de ordinul 1 sint echivalente.

In fine, regularitatea de ordinul % este echivalents cu una din proprie-
tatile urmitoare :

1°. Pentru orice grup de m puncte (numirate cu ordinele lor de multipli-
citate) zeE, tespectiv de ordinele £ de multiplicitate, i =1, 2,..., p,

By + ky 4 ... 4k, =m i pentru orice grup de m numere P, =
=0, 1L.., k=1, {=1,2,...,p, existi o combinatie liniard a functiilor
(2) §i una singurd ¢(x) pentru care o"(z;) = ¥, s )
LS Ui
Dacid [ este o functie astfel ca 9 = D), 1 =0,1,..., k—1,
t=12,...,p, vom nota aceasti combinatie liniari si cu
Lf %) = L(23; %11« 102 %4y BaoBgye s v By o v oy B, B Zp ) (1)

by Ky by

Dacd functiile (2) formeazd un sistem (I) regulat de ordinul & si daci
kB, 1=1,2,..., p, combinatia liniard (11) este bine determinati
(si unici).

Este clar cd dacd / se reduce la o combinatie liniard a functiilor (2)
i dacd condifia precedentd este verificatid, avem L(f|x) = /.

2°. O combinatie liniard a functiilor (2) nu se poate anula pe m puncte,
dintre care fiecare se repetd cel mult de % ori, fira si fie identic nula.

Se zice cd o funcfie se anuleazi de & ori pe un punct, dacd aceasti
funcfie gi primele sale & — 1 derivate sint nule pe acest punct.

Formula (7) ne arati ci functiile &, 4 =0, 1,..., m — 1, formeazi
un sistem (I) complet regulat pentru orice numir natural 7 si pe o multime
oarecare E.

De asemenea formula (9) ne arati ci functiile 1, cos ix, sin ix, 1 =
=1,2,..., m, formeazi un sistem (I) complet regulat, pentru orice numar
natural s $i pe orice interval care nu contine un subinterval inchis de lun-
gime 2, deci, in particular pe intervalul [0, 2x), inchis la stinga si deschis
la dreapta.

4. Dacd functiile (2) sint continue, putem gisi rezultate mai coni-
plete. Astfel, avem

TEOREMA 1. — Dacd funcfiile (2): 1°. sint continue pe intervalul E,
2°. formeazd un sistem (1) regulat de ovdinul k pe E,

deteyminantul (1) nu schimbd de semn, cit timp punctele x;, dintre care
fiecare se vepetd cel mult de k ori, nu schimbd ordinea lov de mdvime relativi
(de ex., atit timp cit funcfiile g rdmin in ordinea indicatd de sirul (2) iar
punctele x; rdmin in ordinea crescitoare a indicilor lor, x, < %, = ... = x,).
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In conformitate cu definitiile precedente, pentru & > 1 (dar nu pentru
k =1) conditia 2° a enuntului implicd continuitatea functiilor (2).
Sa presupunem intfi ci k = 1. Pentru demonstrafie, si presupunein
contrariul. Putem gisi atunci punctele
Ty A< . =l el = (12)

astfel ca si avem

V(g:[’: g?a RO c:u) >0, V(gl,: bz,,, = ey g:::) < 0. (13)
X1, Xgy v vy Xy X1, %g .00, Xy
Punctele

n=A 4+ —Nx, 4=1,2,...,m, (14)

rimin distincte pentru 0 == A =1 §i determinantul (1) este o functie de
A perfect determinatd si continud pe [0, 1].

O proprietate bine cunoscutd a functiilor continue ne aratd ci existi
un A, 0 <\ << 1 astfel ca determinantul (1), unde punctele x; sint date
de (14), si fie egal cu zero. Aceasta este In contradictie cu ipoteza ci functiile
(2) formeaza un sistem (I).

Sd mai observdm cd din (12) rezulti ci, pentru 0 = A = 1, punctele
(14) verificA de asemenea inegalititile x;'< %, < ... << x,, riminind
intr-un interval de lungime = max (x,, — #{, ¥, — #{’). Dacd in plus
0 <)<1six= ', ¥, F x,, punctele x; sint in interiorul celui mai mic
interval care contine punctele x/, ;.

Si presupunem acum k > 1. Pentru demonstratie, si presupunem
iardsi contrariul. Putem atunci gisi punctele u; = u, = ... = u,, dintre
care fiecare se repetd cel mult de % ori si punctele v, S v, = ... = v,
dintre care de asemenea fiecare se repeti cel mult de & ori, astfel ca

V(gll gz; AT gm) )»0, V(bln 521 s grn] - O. (15)

Wi Wosriors + poth i e o

Putem atunci gasi punctele variabile (12), tinzind respectiv la punctele
u; §1v;, astfel ca produsul determinantilor (13), prin niste functii care rimin
pozitive, si tindd citre determinantii (15) respectivi. Rezultd ci si de data
aceasta este posibil sa gdsim punctele (12) astfel ca s avem (13). Demonstra-
fia revine deci la aceea a cazului precedent.

Teorema 1 este deci complet demonstrati,

5. Combinatia liniard (11) se poate scrie

V( 81r Bor vy gm:f)

xl; :""'2: [T xl.’h X

)= pi()i— V[ T ] : (16)

Xi, Koy v e0y Xy

L(/
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unde x; sint punctele z;, cu ordinele lor de multiplicitate, intr-o ordine
oarecare. Formula (16) are un sens precis daci » nu coincide cu unul din
punctele x;. In cazul contrar convenim si fnlocuim al doilea termen al
membrului al doilea prin zero. Aceasti conventie este necesari pentru a
evita confuziile cu definitia determinantului (1) in cazul cind punctele x;
nu sint toate distincte.

Din formula (16) rezulta

STRAY ---:gm:f—é’)

4l
L(f1%) — L (g]%) =1 (x) — g (x) —

x]_) xg; oy Xy x
&1, 82 - +» Em
V(
Xis Xay oo vy X

In particular, dacd punctele ; sint distincte si functiile (2) sint con-
tinune, deducem inegalitatea

IL(f[%) = L{glx)| =M  max  (|/(x:) — g(x:)l), (17)

i=1,2, .., m

unde M (> 0) este maximul, in cel mai mic interval inchis care contine
punctele x;, al functiei continue

§ ( gl' gZI cees 8m )
i=1 X1s le oy Xily Xitly Xigly onoy Xmy X
2
81) B2s -+ s Bm
V(
Xy Xgy vony Xy

unde determinantii care intervin (la numdritor) sint definifi de membrul
al doilea al formulei (1).

Putem ugor generaliza acest rezultat in cazul cind punctele x; nu sint
distincte.

Deducem atunci

TEOREMA 2. — Dacd : 1°. funcfiile (2) sint continue si formeazd un
sistem (1) pe intervalul E, 2°. combinafia liniard © a acestor functii se anat-
leazd pe m — 1 puncte distincle x;, 1 = 1,2, ..., m — 1, fdrd sd fie identic
nuld pe E,

funciia ¢ (este continud si) schimbd de semn trecind printr-un punct x;
(care nu coincide cu o extremitate a lui E).

Se presupune, bineinteles, m > 1.

Aceasti proprietate este bine cunoscuti. Pentru a fi complet, vom
da demonstratia ei.

Sd presupunem cd, contrar enunfului, ¢ nu schimbi de semn trecind
prin punctul w;, care nu coincide cu unul din extremititile lui E. Putem
atunci gési punctele xj, x{" astfel ca: 1° x{ < x, < x{/, 2° nici unul din
punctele x;, ¢ =2,3,..., m — 1 nu apargine intervalului inchis [x], %{*],
3° e(xl)e(x1’) > 0. Si considerdim inegalitatea (17) relativa la punctele
Xy, Xy, X, o+ ., ¥p—q, la functia ¢ gi la combinatia liniard ¢, a functiilor
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(2) care ia aceleasi valori ca §i ¢ pe punctele x{, %y, %3, ..., %, $i pentru

care o,(%;) = — esg @(x1'), unde g este un numir pozitiv <ﬁ |o(%1")].

Avem atunci

(o) — 9 ()] = I (o ) — L (g i) | = M e < 12U

Rezultd cd sg ¢i(x1') = sg o(x1).

Se vede acum cd ¢,, firi a fi identic nul, se anuleazi pe punctele
Xg, Xg, - -, ¥m—q Si Incd cel putin o datd pe fiecare din intervalele deschise
(x1, %), (%, ¥1'). Aceasta este In contradicfie cu faptul cd functiile (2)
formeazid un sistem (I).

Teorema 2 este demonstrata.

6. S4 presupunem cid cele n + 2 functii

Jor fs - oo Tns fu (18)

sint definite si formeazd un sistem (I) pe E. Se vede ugor ¢ atunci primele
n + 1 dintre aceste functii
Jor fis + o os s (19)
sint liniar independente pe E.
Zicem [13] cid functia [ este' conwvexd, respectiv concavd in raport
e sirul (19) de funclii, dacd

V(fﬂ: fl» sewy f.ft: f] = 0 I'ESP. < 0’ (20)
xl; xzx ey :‘(fl+2

pentru orice sistem %, < Xy < ... < Xnyo de n 4+ 2 puncte ale lui E.

Dacd functia f este convexi sau concava in raport cu sirul (19), ter-
menii girului impreund cu aceastd funcfie formeazd un sistem (I) (pe E).
Reciproc, dacd functiile (18) sint continue $i formeazd un sistem (I), func-
fia fy4; si, In general, una oarecare dintre aceste functii, este convexi sau
concavd in raport cu orice sir format cu celelalte n 4 1 functii.

In cele ce urmeazd vom presupune ci numdirul intreg n este = 0.

Se poate da un sens definitiei precedente i in cazul » = —1. Atunci
sirul (19) dispare si convexitatea, respectiv concavitatea functfiei / revine
la pozitivitatea respectiv negativitatea ei pe E.

Notiunea de convexitate astfel introdusd generalizeazi aceea de
convexitate de ordin superior (de ordinul #) [12], care se objine in cazul
particular

et = (21)
fn acest caz functia
141 % 14
fuy1 =5 (21°)
este convexd in raport cu girul functiilor (21), intervalul E fiind oarecare.

10 — Studii §i cercetdri de matematicd
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7. Inegalititile de definifie (20) nu sint simetrice fafd de punctele
¥; i distinefia intre convexitate si concavitate depinde de ordinea in care
intervin functiile (19). Acesta este motivul pentru care in definifie am

subliniat faptul ci convexitatea si concavitatea sint in raport cu sirul si

nu in raport cu multimea functiilor (1).
Observdm cd dacd f este convexid respectiv concavi, funcfia —f este
o . 19 H e
concava respectiv convexd. Multimea functiilor convexe (sau concave)
In raport cu sirul (19) rdmine invariabild sau se schimbi in mulfimea func-
tiilor concave (sau convexe) prin o permutare a functiilor (19).

Pentru a inlitura aceste asimetrii introducem notatia

B s o v o f):V(fO, Foi w52 f,lﬁH)J (22)

e S« < oy At ) | == V(

unde presupunem cd functiile (18) formeazd un sistem (I) si cd punctele
x; sint distincte. Atunci expresia (22) are un sens perfect determinat si
este simetricd in raport cu punctele x;. In cazul particular (21), (21')
aceastd expresie se reduce la diferenta divizatd a funcfiei / pe nodurile
X1, X, .., Xpgp . Vom continua sd intrebuintdm pentru expresia (22)
denumirea de diferentd divizald si pentru punctele x; denumirea de noduri
(ale acestei diferente divizate sau pe care aceastd diferenti divizatd este
definitd). In notatia (22) am omis si punem in evidenta functiile (18)
deoarece niciodatd nu vom intilni simultan in consideratiile noastre doui
sisteme (18) diferite.

Diferentele divizate astfel definite se bucurd de niste proprietiti care
sint exprimate prin formulele

X Mgy vy Xpao X1y Xgy v v vy Xpyo

0, ¢=0,1,....»
X1y Xgy o vy Xngo, = G et 23
41, % e P {1' Tty (23)
s g - ¢ o) Bnpnis, 8 -+ BE] = o [%1y Fy =+ 5 Hnan s F1 F
+ B [i\fl, xza "’?_xtl+2; g]» (24)

oricare ar fi functiile /, g, constantele «, § si punctele distincte x;¢ E,
t=1,2,...,n+ 2. Formula (24) exprimi proprietatea de liniaritate a
diferentei divizate.

8. Cu ajutorul diferentelor divizate, definifia convexitifii se poate
enunfa (sub o formid ceva mai precisi) in felul urmitor :

Definitia 3. — Functia | este convexdi, neconcavii, neconvexi
resp. eoneavd in raport cu functiile (19) dacd
(%1, %3, <., Hnge; f]1 > 0,=0,= 0, resp. <0, (25)
punctele x; e E, i = 1,2, ..., n+ 2 fiind distincte st oavecars.

Se vede cd definifia este independenti de ordinea functiilor (19) si
cd distincfia intre functiile convexe si functiile concave este precizati
de alegerea functiei f,,, care este, ipso facto, convexi. Vom vedea mai
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jos, la studiul restului R [f], cd introducerea diferentelor divizate satis-
face la exigenfe care intrec mult simpla dorinfd a mnoastrd de a restabili
simetria anumitor formule considerate mai sus.

Convexitatea (concavitatea) este un caz particular al neconcavititii
(neconvexitafii). Insd pentru ceea ce urmeazi este util si se faci o distincfie
netd intre functiile neconcave (neconvexe) in general gi intre functiile numai
convexe (concave).

Dacid [ este convex respectiv neconcav, —f este concav respectiv ne-
convex si reciproc.

Combinafia liniard cu tofi coeficientii pozitivi respectiv tofi negativi,
a unui numdr finit (cel pufin 1) de funcf{ii neconcave este mneconcavi,
respectiv neconvexd. Dacd una cel pufin dintre functiile considerate este
convexd, combinatia liniard consideratd este convexid respectiv concava.

Iimita unui sir convergent (pe E) de funcfii neconcave (neconvexe)
este o funcfie neconcavi (neconvexi).

O functie f poate si fie in acelasi timp neconcavi si neconvexi. Functiile
care verificA aceasta proprietate sint acelea gi numai acelea a ciror dife-
rentd divizatd este nulid pe orice grup de # + 2 puncte ale lui E. Pentru
ca aceastd proprietate si fie verificatd este necesar gi suficient ca [ si se
reducd la o combinatie liniard a functiilor (19). Condifia este evident sufi-
cientd. Dar ea este si necesari. Intr-adevir, deoarece functiile (19) sint
liniar independente, existi n-}-1 puncte distincte x;,7 =1,2, ..., n 4+ 1,

R R V(f"’ oY ):0’

astfel ca V(, ;
X1, Xgy wovy Xy,

X1 Koy ooy Xpyp1, X
pentru x e E, de unde rezulti proprietatea.
Dintre celelalte proprietdti ale functiilor convexe semmnalim

TEOREMA 3. — Dacd: 1°. functizle (18) sint continue st formeazd
un sistem (I) pe intervalul E, 2°. functia | este continud insd nu este wnici
convexd §i nici concavd pe E, :

se pot gdsi n 4 2 puncle dislincte x; e E, 1 =1,2, ..., n + 2, astfel
Ca S javems [, %0, 0ok, gy 1= 0.

Intr-adevir, daci functia nu este nici convexi si nici concavi, atunci
ea cste sau neconcavd sau neconvexd si atunci proprietatea este evidenti
sau se pot gisi doud grupe de cite » -+ 2 puncte distincte ¥ e E si x/ ¢ E,
t=1,2,...,n + 2, astfel ca diferenfele divizate

(4, 3y e B £ [0 28,0, 2iias £ (26)

sd fie diferite de zero si de semne contrare. Este destul atunci si aplicim
teorema 1, tinind seama de formula de definitie (22) a diferentelor divizate,
Deducem de asemenea proprietatea mai generald exprimati de
TEOREMA 4. — Dacd : 1°. functitle (18) sinl continue si formeazd
un sistem (I) pe intervalul E, 2°. functia | este continud pe E, 3°. C este un
numdr cuprins intre valovile A, B ale diferentelor divizate (26),
se pot gdst n ++ 2 puncte distincte x; e E, 1 = 1,2, ..., n + 2, astfel
o@ SA avem. [%y;, %y, vu., Fngos ] = C:
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Dacid C coincide cu A sau cu B, ceea ce are in mod necesar loc daca
A =B, proprietatea este evidentd. In cazul contrar avem (4 —B) (B—C)<0.
Tinind seamd de (23), (24) se verifici ugor cd functia f — Cfyyy nu este
nici convexid i nici concavd. Este suficient apoi si aplicim teorema
3 acestei din urmd functii.

Din observatiile ficute la demonstratia teoremei 1, rezultd cd dacid
<< ...<Xng2, ¥ <X <...< A4 se pot alege punctele x;, astlel ca
sd avem #; <Xy << ... < Xppa2 $i Ange — ¥y = max (Api2 — X1, ¥ngz — A1),
iar dacd (4 —C) (B —C) <0 sid avem 1In plus si min (a1, 51') < 2 <
< max (%n41, %ng2), 0 =1,2, ..., n + 2.

9. Daca functiile (18) formeazd un sistem (I) regulat de ordinul &,
putem lua formula (22) pentru a defini orice diferentd divizatd ale cirei
noduri distincte se repetd cel mult de % ori, Pentru a pune in evidenta multipli-
citatea nodurilor vom nota aceastd diferenti divizatd si cu

(25 i i i T 28 b g oy By, « vy 20 Els (27)
By (O by kp

unde nodurile z; de ordinele de multiplicitate respective %;, i = 1,2, ..., 9,
sint distincte.

Rezultatele de la nr. 2 ne aratd ca diferenta divizatd (27) este limita
diferentei divizate

(1 (1 (1 2 @ 2 Ap) .
[;"g ): xZ): s imey xl{;: X1, Xz oeey xi('fg}) L x(lp}: x&u): omoviy -"\_S\'Z) » f_i
pe noduri distincte, daca z:}” 28 =12 i ki F=1,2, o0 osds

In particular, presupunind cd functiile (18) formeazi un sistem (I)
complet regulat, avem

r B Wit v=sstord) 9Q
EE ..o&) )= 2 | . 28
[ ! [”/(](u’ I fn+1)]x=§ (5]

Diferitele proprietati ale diferentelor divizate definite pe noduri dis-
tincte se pot extinde la diferentele divizate pe noduri nu toate distincte,
definite in felul aratat mai sus. De exemplu, formulele (23), (24) rdmin
evident valabile.

Observam cd dacd functiile (18) formeazd un sistem (I) complet re-
gulat si dacd functiile (19) sint solutii (in mod necesar liniar independente)
ale ecuatiei diferentiale liniare si omogene de ordinul n + 1, :

Dyl =" + () y™ + ... + gua(#) y =0,
avem Wi(fy, fuo sonstn ) = Wty fis s« o fa)D[f] 351 formula (28) devine

) D] :
EJ E): L) g » == = = 29
[ f ] l D [fn-l-l] ]sz ( )

o e R e NS S D T
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Diferenta divizati (27) existi, pe baza definitiei date, numai dacd
determinantul ¥ de la numiritorul membrului al doilea al formulei (22)
existd in sensul de la nr. 2. In cele ce urmeazid vom presupune céd functia
f are toate derivatele care intervin, continue. Cu aceastd ipotezd diferenta
divizatd (27) existd in conditiile de mai sus.

Se pot defini diferenfe divizate mai generale pe noduri nu toate dis-
tincte, prin treceri la limitd convenabile. Aceste treceri la limitd se pot
face prin intermediul limitelor diferenfelor divizate obignuite (cele cores-
punzitoare cazului particular (21), (21’)). De fapt, in acest fel procedim
in aceastd lucrare. Se poate proceda si direct, fard a trece prin cazul parti-
cular (21), (21). Toate aceste chestiuni sint intr-o strinsd legaturd cu defi-
nifia si existenfa derivatelor directe de ordin superior ale unei functil.

Pentru a da un exemplu, si observim cd in cazul particular (21)

(21'), citul (29) se reduce la | FV(g) si acest rezultat este valabil,
n L

T
in virtutea convenfiei noastre, daci f are o derivati de ordinul » -1
continud, cel putin pe punctul E. Daci insi pentru primul membru al lui
(29) (riminind in cazul particular (21), (21')) adoptam ca definitie limita
diferenfei divizate [, %,, ..., %441, £; f] cind punctele x;, i=1,2,...,n+1
tind catre g, formula (29) rimine valabild, asa cum a ardtat T. J. Sti-
eltjes [26], numai sub ipoteza existenfei derivatei de ordinul » 41 a
functiei pe punctul § (funcfia f este presupusad definitd i marginitd pe E).

In cele ce urmeazi vom l4sa In mod sistematic la o parte asemenea
generalizdri.

10. TFie R[f] o functionald liniard, definiti pe un spatiu vectorial (F
format din functii f continue pe intervalul E.

Presupunem ci functiile (18) formeazd un sistem (I) si apartin lui (7.
In particular deci ele sint continue pe E.

Dacid functionala liniarid R [f] se anuleazd pe functiile (19), ea este
nulid pe orice combinatie liniard a acestor funcfii. O astfel de functionald
este, de exemplu, o

Fe s Em+2 ! (30)

unde K este un numir independent de functia f iar & sint » 4+ 2 puncte
distincte ale intervalului E.

Vom introduce acum

Definitia 4. — Vom zice cd functionala liniard R|[f], definitd
pe (F, este de forma simpld dacd, pentru orice fe (F, ea este de forma (30),
unde K este un numdy diferit de zero, independent de funcliia f, iar &; sint
n -+ 2 puncte distincte ale lui E (care pot depinde in general de funcfia f).

Avem atunci

TEOREMA 5. — Condifia necesard si suficientd pentru ca funclionala
liniard R [f] sd fie de forma simpld, este ca sd avem R [f]= 0 pentru orice
functie [ (e (F) convexd in raport cu functitle (19).
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Conditia este necesard. Intr-adevir, dacy R[f] este de forma simpls.
din (23) rezultd intii ci R|fa41] = K 0. Din formula

Rlf] = Rfur1]1& & - . ., Enge; 1] (31)
rezultd apoi cd R[f] 7 0 dacid f este convex. '
Condifia este suficientd. Daci avem R[/]# 0 pentru orice funcfic
convexd, aceeasi proprietate este adevarati si pentru orice functie concava.
Intr-adevir, dacd / este concav, funcfia —/ este convexd si avem

Rl =~ El=f]20:
Iie fe (F si si considerim functia auxiliari
Ple= R[/] . fn-H — R [ 7 (32)

Avem ge (F si R[p] =0. Rezulti ci ¢ nu este nici convex si nici
concav. In virtutea teoremei 3 se pot gdsi n + 2 puncte distincte &;,
1=1,2, ..., n + 2, astfel ca si avem (27 R e Tinind
seama de (23), (24), din (32) se deduce formula (31).

Teorema 5 este deci demonstrats.

Dacd R[f] este de forma simpls, el se anuleazi pe functiile (19). Se
poate deduce aceastd proprietate direct din faptul ci R[f] 0 pentru
orice funcfie convexd sau concavi. Pentru a demonstra proprietatea, si
presupunem contrariul, deci cd R[f;] =% 0 pentru un 4, 0 =i¢==n Daci
punem / = f; in (32), obfinem o functie ¢ care este convexa sau concavi.
Egalitatea R[] = 0 este atunci in contradicfie cu ipoteza.

O demonstratie analoagi ne arati ci dacy R[f]+# 0 pentru orice
funcfie convexd, avem mai exact R [fpy JR[f] >0 pentru aceste functii.
Cu alte cuvinte R|[f] isi pistreazi semnul, care este semnul lui R [Fili
pentru orice functie convexs, deci pistreazi semnul contrar pentru orice
functie concava.

La fel se vede cd daci R[f] este de forma simpld, avem R[f,+1] R[f]=0
pentru orice funcfie f neconcavi si avem inegalitatea contrari pentru
orice functie neconvexa.

§ 2.

I1. Restul R[f], in cazul cind este de formi simpli, se exprimd, prin
formula (31), cu o diferentd divizati. Structura restului depinde deci de
structura diferenfei divizate (22). Structura acestei diferente divizate
este precizatd de o importantd teoremid de medie datoritf lui D. V. W id -
der [28]. Aceasti teoremid are loc sub o ipotezi suplimentard fiacutd
asupra functiilor (19), ipotezd pe care o vom semnala mai jos.

Vom regisi rezultatele lui D. V. Widder pe o cale diferitd. Rezul-
tatele noastre, care sint suficiente pentru studiul restului, sint putin mai
generale, dar nu permit si se regiseascid decit o parte din rezultatele lui
D, V., Widder, in cazul particular examinat de acest autor.
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Ipoteza suplimentard despre care am vorbit mai sus constd in aceea
cd functiile (19) formeazd un sistem (I). Aceasta nu este o consecinti a fap-
tului cd functiile (18) formeazd un sistem (I) (a se vedea, de ex.,AexempluI
dat la nr. 16). Pentru a evita orice dificultate, vom presupune in cele ce
urmeazd cd functiile (18) sint continue.

[2. Vom wutiliza formula urmitoare

%4 fﬂlfls -.t,fu. ) _V( fﬂ, f]_, .r..,f",]( — );
Xoy Xgy « v vy Xpygn Xir Xy oovy Xi1y X1y Xigas o« vy Xny3
i ‘][ ,f(]) fl: -..;fn ) V(fg, fl’ -..,/n,/)‘{—.
Lgr Mgy v ooy Niefs iy Xig2r o ooy Xngy X1y Xgy o v vy Xnya
V( ][g. f]_, ..-,fn ) V(fu, fl! ...,f,,,f]l (35)
+ Xy, Xgy vv vy Xiq, Xi41, xH_z, kel ,\‘-,,+2 KXoy Xgse s vy -'151:-[-3

Pentru a demonstra aceastd formuld, si considerim determinantul
de ordinul 2% 4 3

B sl ¥ 8=, 25 e 2R 30 (34)
unde @, este elementul din linia a 7-a si coloana a s-a si unde

f.i‘—](xf): 7’:112:--‘111’+B S:1,2,...,?L—|—2,
e e 0, ¥ =n4+4, n45, ..., 28}+3
- f.s—.u—a (xr); ¥ o= 1, 7, N - 3,

0, =23, ol — 0GR, e B2

rfS—f[—B (xl"—-”—z)) ¥ =%+ 4: n —[_ 5: ce, + ?: + 11
{l,—},- =

Vomnms (Hr—na), r=n+4+2 04443, ...,2n43,
s=n4+3n+4,...,204 3.

Acest determinant este egal cu zero. Pentru a vedea acest lucru este destul
de a-l transforma, adunind intfi linia a (# +2 4 j)-a la a j-a pentru
' =2,3,...,4—1 ¢ linja a (n+1+7)-a la a j-a pentru §j =1+ 1,
t-+2, ..., + 2 si pe urmi scidzind coloana a s-a din a (» —]—_2 -+ s):a
pentru s =1,2,...,n + 1. In felul acesta toate_ elementele situate in
ultimele »# 4 1 coloane si primele # 4 3 linii devin nule.

Dacd dezvoltim determinantul (34) dupa formula lui Laplace dupa
primele # 4 2 coloane, obtinem formula (33).

Formula (33) este valabild pentru 2 =i =» + 2. tr')ste usor de vazut
cum o putem scrie pentru 7 =2 gi pentru ¢ = n |+ 2.

Dacd punctele x;, ¢ =1,2, ..., n 4+ 3 sint distincte, tinind seami
de (2), din formula (33) deducem

(%1, Xar -« -0 Bi—1s Xpprs Xpgzs ooy %ngzs ] = .
=4 [4’«1, Koy ooy Xpga; f1+ B [%2) %55 « -+ Fntzs /] (35)

= ——
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unde, finind seamd de faptul cd functiile (19) formeazd un sistem (I)
aver

]

v
Xo, Xgy v oy Ximl, Xig1, Xigas + oo

forfir <o vs fn , x,,+3) V(fu: fo oo I /n+1)

b T e b R o) .
= ™ 7 , 7 L D T2 (36)
V( u;' 1o e n ] V( ();]‘11 ---,fm fn-l—l'

KXoy Xgy « v vy Xp2 Xps Xgs ooy Xiety Xigty Xiqas « ooy Xng3

V‘ fn, lll; ---:/n ) V fu, fp ---;/m f?H—l
o Xy, Koy o ooy Xiemty Xjg1, Xito, «ony Nn+2 Xg, Xgp o v uy Xny3 (07)

3 (]

p e T Jor Fu <= Jon Fot )

Koy Xgy oo vy Xpyo V15 Xos o vvy Fiely Xigly Xig2s « ooy Xpa3
Daci in (35) punem f = f,,4, gdsim 4 + B = 1. Dar daci Xy Ty L =
< g3 (l <1 <m 4 3), teorema 1 ne aratd ci coeficientii 4, B, care sint
independenti de functia f, sint pozitivi. Rezulti cd dacd X < X< ... < Xyy3

1 g i ivizatd 3

( t< = nd:}— 3),ld1fer.enuj;a chv1za“ca [351, Mo v ooy Kimls Kigt, Xig2y -« o5 ¥nyg; [ ]
este o medie aritmeticd generalizatd (cu ponderi pozitive) a diferentelor
divizate @i, %5, ooy Mg i 11 B B - 0oy Brgs i fl

Ly In particular, fn cazul (21), (21') regisim formula mediei diferentelor
divizate obisnuite

[ %) oo <5 Bty Bty Brgzs v oonie sy [ =
o b= e, m, o BTl £ (¥ny3 — %) [%5, %3, ..., sl
xn+3 = xl

I3. Din formula (35) a mediei deducem proprietatea mai generala
exprimatd de

. TEOREMA 6. — Dgzc_fi X <Xy < oo < Xy SIul om = 42 puncte ale
lm_ E, diferenta divizatd o0, Xigs o 2 Y. f] (1= by <My = =
<ty = m) pe n+2 dintre aceste puncte este o medie aritmeticd generali-
zatd (cu ponderi pozitive convenabile) a diferentelor divizate

B Mty o Bivpmr i bl 2e=1,8, .ovim g —1 (38)
pe cile n 4 2 puncle consecutive din sivul punctelor x;.
Avem deci
m—n—1
[‘}6,‘1, Hlgn « s vy FMlyn s s f] = ,'E A,- [:\f,-, i [ Xitntl s f], (39)
clc;eflicien‘pii 4; fiind pozitivi, independenti de functia / si de sumid egald
cu 1.

Demonstratia nu prezintd nici o dificultate. Fa se poate face exact
ca g1 in cazul particular (21), (21') [14], prin inductie completi asupra
numdrului m al punctelor x;. Pozitivitatea coeficientilor este o consecintd
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a acestei demonstratii dacd » < %, < ... < %, (si a faptului cd 4, =1,
inya = M).
Pe lingd ipotezele teoremei 6 se deduc si inegalitatile
fun ([%e %ia1s oo o0 Birnrt i F)) = [Hep B oo % 1=
i=1,2, .., m—n—1 g
= max ([ %5 Brgtrn s oo Bppain s L1 (40)
i=1, 2, «s, Ni—n—1

Egalitdfile nu pot avea loc decit in acelasi timp $i anume dacd i numai
dacd diferentele divizate (38) au o aceeasi valoare C, deci dacd i numai
dacd pentru functia f — Cfnyy, aceste diferenfe divizate sint toate nule.
Stim cd pentru aceasta este necesar si suficient ca funcfia f sa depinda
liniar de functiile f;, 1 =0,1, ...,n + 1 pe punctele %, i =1,2, ..., m.

14. Rezultatele precedente permit si demonstrim, sub aceleagi
ipoteze,

TEOREMA 7. — Dacd functia | este continud pe intervalul E si dacd
v,1=1,2, ...,n+ 2 sint n + 2 puncte distincte ale lui E, putem gdsi,
in interiorul celui mai mic interval care contine punctele x;, un punct & astfel
cd in orice vecindtale a acestui punct existd@ n 4+ 2 puncte distincte x; e E,
i=1,2, ..., n+2 pentru carve avem egalilalea

[xl, Xoy « oy Xng2 /‘] = ["Ei’ ] < oz x;l-i—‘Z; /] (‘11)

Vom demonstra intii ci in (41) putem alege punctele x; in interiorul

celui mai mic interval care contine punctele x; si intr-un interval de lun-

gime mai micd decit un numdr pozitiv e dat oarecare.

Putem de la inceput si presupunem ci %; << &y, < ... < Apap (2= 0).
Impirtim fiecare din intervalele [x;, %j41], 1 =1,2, ..., n+ 1 in m parfi
egale, m fiind un numir natural > 2 si care verifici inegalitatea

n -+ 1 v
m>—— max (%41 — %). (12)
€ =152 M1
Fie y; <y, < ... < Ymtpmsr toate punctele de diviziune .'dfstfel obti-
nute. Avem deci % = Yi—pm+1, t=1,2,...,n + 2 si, tinind seamd
de (42),
n 4 1 .
Yogner —Yi=—— max (#4 — ) <e (13)
wo j=1,2, ..., n+1

i=1,2,...,(n 4+ m — n.

Fie [y, ¥r 4100« » Ve pns1 3 f] una din cele mai mici §i [y, Vsitse -, Vstnt1 il
una din cele mai mari dintre diferentele divizate [y, Yit1, -+« Vigns1: /1]
t=1,2,...,(n +1)m — n. Formula (40) ne dd

[ Bty « o vp Yrdicil 5 1= [%, %, .. Fnss; A==

= [Yss Yot oo or Yotntts [ (44)
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Vom distinge doui cazuri :
Cazul 1. Fgalitifile nu au loc in (44). Atunci pe baza teoremei 4, pentru
‘[1 =] [)'r; 3"}'+11 DR Y| yl'+ﬂ+l ; f] B =i |',"SJ ,\'S-}-l) ey L\’S+I!+l 5 ](];
C = [%, %5 - o X T

proprietatea rezultd dacd finem seama de observatia ficutd cu ocazia
demonstririi teoremei 1 si tinind seamd de (43). Ipotezele teoremei 1
sint aici satisfacute.

Cazul 2. Inegalitafile (44) devin ambele niste egalititi. Avem atunci

[y Yoy vy T2 f! o5 [}’2’ Yar oo Vn43s 1], unde %, <y, < Ynyz < Xyyp 5
proprietatea rezulti incd din

Se demonstreaza acum usor existenfa punctului £. Rationamentul prece-

dent ne aratd cd se pot gisi sirurile de # -+ 2 puncte ¥ < :\'-g) o = xf,’lz
j=1,2, ... astfel cd, presupunind x < x < ... < %42, si avem
[%s %gy ooy Hmuai Fl = [P a8 o, 2 71

i=0,1,..;80 =x;6=1,2..,042

si
AN AUWAEL) e (1R / + 1 i+1 1 i i 2
X< X, xn+2) = x;({lz, x§f+z’ == —T-lu+ : E; (%ff-)u S 35;”), fe=ll 0
Punctul comun £ al intervalelor inchise [x(,”, xﬂz], j=1,2,... verifici

proprietatea ciutati.

_oe vede cd punctul g se bucurd si de proprietatea ci se pot totdeauna
gasi punctele v} astfel ca £ si fie in interiorul celui mai mic interval care
confine aceste puncte (zicem cd & separd punctele xj).

_ Proprietatea exprimatd de teorema 7, cel pufin in cazul particular
(21), (21°), se datoreste lui A. Cauchy [2].

15. Putem completa teorema 7, observind cd putem lotdeauna alege
punctele xj astfel ca ele si fie echidistante. Aplicind proprietatea functiei
]’“— [xlj Xgy vy Xpgas [] Jagq, se vede cd este suficient si demonstrim
cd dacd avem

[ gy e s Fnaae 11 =0, 2 = i ... = w5 (45)

putem gdsi n + 2 puncte echidistante xf, 1 =1,2, ..., 7 L2, cuprinse
in intervalul inchis [x,, x,.2] astfel ca si avem (41).
Vom distinge douid cazuri:

Cazul 1. Printre diferenfele divizate pe noduri echidistante si cuprinse
fn [xy, xn4p], existd cel pupin una care este pozitivi si cel pufin una care
este negativa. In acest caz proprietatea rezulti deoarece prin procedeul
intrebuinfat la demonstrarea teoremei 1, se poate construi o diferenta
divizatd pe noduri echidistante si care si fie nuli.

. Cazul 2. Toate diferenfele divizate pe noduri echidistante si cuprinse
in [x;, %42] sint de acelasi semn, Vom ardta ci atunci funcfia /, presupusi

(4]
o
20}
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continui, este neconcavd sau neconvexd pe [, Xp4p]. Pentru fixarea
ideilor, si presupunem ci diferentele divizate pe noduri echidistante sint
toate =0 (sau toate = (). Din teorema 6 rezultd cd toate diferenfele
divizate pe noduri care se divid rational (rapoartele mutuale ale distanfelor
dintre noduri sint rationale) sint = 0 (sau = 0). Din continuitatea functiei
/ rezultd atunci ci toate diferenfele divizate sint = 0 (sau = 0). Funcfia /
este deci neconcavd (sau neconvexd) pe [x, Xp42].
Proprietatea cdutatd rezultd atunci din

Lema |. — Dacd funciia conlinud | este neconcavd pe intervalul
(%), %ny2] §¢ dacd avem (45), loate diferentele divizate ale [unclier pe noduri
apartinind Iui [%;, %,42], sint nule.

Pentru demonstrare si presupunem cd proprietatea nu este adevirati.
Txisti atunci puncte distincte x; astfel ca [xf, 23, ..., %42 f] > O
Reunirea mulfimilor de puncte %, v/, 4 =1,2, ..., m -2 formeazd un
sir de cel putin # + 3 si cel mult 2n + 4 puncte distincte ale intervalului
[#;, %p42]. Aplicind teorema 6, impreund cu consecinfele ei relative la
cazurile cind egalitatea are loc in (40), succesiv sirurilor parfiale
Wiy s o vu5 Tmpa Fp Ky oo osNpez, Se ajunge la o contradictie on. (45).

In fine, dacd tinem seami de rezultatele lui D. V. Widder [28],
putem afirma ci egalitatea (41) poate fi realizatd cu noduri v} echidistante,
distanta 3 a doud noduri consecutive fiind suficient de micd. In cazul
cind intervalul E DO [x;, xp42], teorema de medie a lui D. V. Widder
afirmi cd se poate realiza rezultatul precedent cu noduri »{ echidistante
pentru care distanta 3 este mai micd decit un numdr fix independent de

functia f.

16. Inainte de a merge mai departe sd observdm ci teorema 7 poate
si nu aibd loc dacd functiile (19) nu formeazd un sistem (I).

S4 considerim functiile f; = #'t' i =0,1, ..., n pe un interval E
care contine punctul (0. Aceste functii nu formeaza un sistem (I). Funcfia
fur1= 1 este convexd sau concavd (convexd daca n este impar gi concavi
dacid n este par), in sensul definitiei nesimetrice a convexitdtii. Avem
s Y, o Tigia s 2] = (— 1)”"’2;\71112, ..., Xpyo. Dacd deci pentru functia
continud x"*? avem egalitatea (41), unde unul dintre punctele x; coincide
cu 0, unul din punctele x; va coincide in mod necesar cu 0. Rezultd usor
cd teorema 7 nu se aplicd.

17. Rezultatele acestui § se pot extinde si la cazul cind nodurile nu
sint distincte,

S4 presupunem cd nu numai functiile (18) dar si functiile (19) formeaza
un sistem (I) regulat de ordinul £.

Teorema 6 se poate extinde la cazul cind punctele x; = x, =!... = 1,
(m=mn + 2) nu sint toate distincte gi acelasi punct se repetd cel mult
de k ori. Pentru cele ce urmeazd va fi destul si ne ocupim de extensiunea
formulei (35) si vom arita ci aceastd formuld rdmine valabild dacd
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Ny = Xy = ... = Xnia, acelasi punct vepetindu-se cel mult de k ori. Mai
mult fncd, coeficientii respectivi A, B, de sumi egald cu 1, rdmin indepen-
denti de functia f si sinl pozitivi dacd x;, < x; < ¥4z (ceea ce implici
1 <i<nd3).

Tormula ciutatd se scrie

25 Zia 2 < 20 2o zz,...,zg,...,.?p_,~p,...,zp;f]:
’ k‘l _-‘7-—._-’
/% : 3
__A#® p . L
’—A [ZI,ZIJ--'»ZUZEIZ‘J:'--)J‘.:J---,n’*p,zp----;ﬁpJ/I'I‘
1 7 _“;T___’
kl .’fz ffp
o B¥ [24; 24500+ 05 815 By = oo s Byyrioens Zgs B pow o5 5% i1
i G =
1 2 P

unde putem presupune p=3 si avem k=k' =Fk" =k, r=2,3, ...
j—1, j+L..,p—=1, 2=7=p—1 (dack p>3), & =& =&
B =k =ky; ky="Fky =ky, R =k —1, Bi=Fk — 1, ky =k, — 1
l=k=k 2=12, c.x; BB ks F von Fo by =01 3.

Aceastd formuld se obfine din formulele (35) — (37), presupunind
¥ < % < ... << Xpys §i fdcind

,(} . 3 —
Xy + ks +--v+ff}._1+s =3 2_; =% Ly 5§ = 11 2‘: ey kr (kl) =, 0), {4/)

= J‘z""l?bb
B < 2 < oo =2y, t=R Sk F . LR

Se vede ugor cum trebuie modificatd formula daca & =1, & =1
sau kp = 1.

Rezultd imediat cd A*, B* sint independenti de functia [ si cd
A* =0, B*=0, A* + B* = 1. Ramine si se demonstreze cad A4*+ 0,
B* = 0. Pentru coeficientul A* acest lucru rezultd observind ci, ‘cu aju-
torul notatiilor (47), el se obtine din membrul al doilea al formulei (36)
impéartind cei 4 determinanti (1) care figureazi la numdérdtor gi la numitor
prin expresia (D) (m = n + 3) multiplicatid respectiv cu

12

»

1 1 1) (N (J A ) v
V(xg ): xé): s -”“J(frﬁl) ) V(Mj; %2")» ) xk’;)—l), V(xgp’, ﬁ'zp, ) L‘vﬁci)—l
n 1 T /
V( )P %) V(xln, > x,%)) V(xgp), AP, 2P
rif Al 1 1 ( (p) ( ARt X
1% (}b% ), Xé}, A L A 1.)_.]) v I/(xlp)J X'y on ey %k‘i}——l) ! V.(;\‘g})l L\‘g)s siie = y ;\'ls}")—l
1 1 1 o ( ( (7 (
V(xg), 0L, %) V(:Llp), D Y (2 ) V(2 2, ..., 2

si trecind la limiti. Mai sus determinantii lui Vandermonde care nu aun
sens (pentru B =1, By = 1 sau k, = 1) sint inlocuifi cu 1. Daci se efec-
tueazd aceste impdirtiri, pe de o parte nu se schimbid valoarea coeficien-
tului A si, pe de altd parte, fiecare dintre determinantii (1) astfel Impartiti
tinde cdtre o limitd bine determinati si diferitd de zero. Rezultd cd A* = 0.
Se demonstreazd in acelasi fel cd B* %= 0. Demonstratia ne mai aratd cd

I = s o
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coeficientii A*, B* ai formulei (46) sint bine determinati prin condifia ca
si fie independenti de functia f. Este ugor a se scrie valorile acestor coefi-
cienti eu ajutorul determinantilor (3).

18. Putem extinde teorema 7 la cazul cind punctele x; nu sint toate
distincte. Intr-adevidr, presupunind pe mai departe cd functiile (18) si
(19) sint continue si formeazi cite un sistem (I) regulat de ordinul %, teorema
7 rdmine adevdratd dacd printre punctele x; acelasi punct se repetd cel mull
de k ori.

Pentru a demonstra aceastd proprietate, in virtutea chiar a teoremei 7,
este suficient sd demonstram

Lema 2. — Dacd, pe lingd ipotezele precedente, prinive punciele x;
existd exact p puncte distincte, cu 2= p =< n 41,

se pot gdsi n + 2 puncte xj, 1 = 1,2, ..., n + 2, asifel ca: 1°. fiecare
se repeld cel mult de k ori, 2°. existd printre ele cel pufin p 4 1 dislincle,
3°. sint cuprinse toate in cel mai mic interval inchis care confine punctele
x;, 4°. egalitatea (41) este verificald.

Pentru simplificarea limbajului vom zice ci o diferentd divizatd ale
cirei noduri, aranjate in ordinea lor crescitoare, au succesiv ordinele de
multiplicitate %y, ky, ..., kp (ky + ks + ... kp =n +2), este de tipul
(ky, ko, ..., kp). Conditiile 1°, 2° ale lemei insemneaza ca diferenta divizata
pe nodurile x; fiind de tipul (ky, ky, ..., kp), cUl =k =k, ¢ = 1: ‘2_., et
2=4=mn |1, se pot gisi punctele x; astfel ca diferenfa divizata pe

aceste puncte si fie de tipul (k{, ks, ..., kg), cul =ki =k i=1,2,...,q
g=¢+ 1.
S4 consideram deci diferenta divizati pe nodurile x; gifie (ky, £y, « . ., £p)

tipul, iar C valoarea acestei diferente divizate. S& intercaldm intre primele
doud noduri distincte un al (n + 3)-lea nod, diferit de toate celelalte. Sa
aplicim formula mediei (46) sirului de n 4 3 puncte astfel obtinute, noHl
nod fiind acela care este eliminat in diferenta divizatd din membrul intii.
In membrul al doilea figureazi diferentele divizate

A Q
[0, gy « ooy tmpas [l [P1s Vgs oo oo Ungas [l (48)
Uy =Wy = 100 = Mgy, V=08 0 S Upggy Wy < Ung2s U < Unga

_— S —

care sint respectiv de tipul (ky, 1, kg, kgy.os Bpt, kp—1) $1 (B —1, 1, ko, Ry, p),
unde trebuie suprimat %, — 1 daci & =1, si k&, —1 dacd k, = 1.
Trebuie acum si distingem trei cazuri:
Cazul 1. Diferentele divizate (48) au valori diferite. Atunci una are
o valoare 4 < C si cealalti o valoare B > C. Tinind seamd de felul cum
o diferentd divizata (27) se obfine ca limitd de diferenfe divizate pe noduri
distincte, rezultd ci putem gisi diferentele divizate

[Mix ’Mé, v ey W::+2} f]: [USJ ﬂé, LELEL ) 'U:l.+2 > f] (49)

pe noduri distincte si ale cdror valori sint numerele 4’, B’ respectiv OI]-.CIIf
de aproape de numerele 4, B, deci in particular, astfel ca A’ < C < B'.







