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Multe din formulele de aproximare ale analizei sint de forma

Alf]l =~ Blf], sau A[fl = B[/] + R[/], (*)

unde A[f], B[f] sint functionale liniare definite pe o mulfime vectoriali
de functii reale si continue de o variabila reald i al cdrorrest R[/] = A [/]—
— BJf] se anuleazi pe n + 1 functii date f;, 1 =0, 1, ..., n. Restul R[f]
este de asemenea o functionald liniard si se anuleazd pe orice combinafie
liniard a functiilor f;.

Nu vom considera decit functionale reale si prin o functionald liniard
vom intelege o functionald aditivd si omogend.

Formulele obisnuite de interpolare (polinomiald sau trigonometricd),
de derivare si de integrare numericd etc. sint de forma precedentd.

in aplicatii este important de a se putea delimita in mod convenabil
restul. Pentru aceasta, cel pufin in anumite cazuri particulare bine deter-
minate, s-a ciutat si se punid restul sub diverse forme convenabile. De
ex., s-a obfinut R[f] sub forma unei combinatii liniare date, de una sau
mai multe valori ale uneia sau mai multor derivate de anumite ordine ale
funcfiei f. De asemenea s-a exprimat restul sub forma de integrald definita.
Este suficient si citdm formula lui Taylor care dd o aproximare a valorii
functiei f pentru o valoare datd a lui x si al cirei rest este dat de bine
cunoscuta formuld a lui Lagrange sau prin o bine cunoscutd reprezentare
integrald [4].

S-au ficut multe cercetdri asupra restului. Ne vom mulfumi sa citdm
lucririle lui A. A. Markov [6]. G. D. Birkhoff [1], G. Ko-
walewski [5], R. v. Mises [7], J. Radon [21], E. Ya. Remez
221, A. Sard [23].

#) Aceastd lucrare se publici si in limba francezd in revista . Mathematica’’ vol. 1 (24),
fascicola 1,
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In aceastd lucrare vom pune in evidenfd o altd expresie a restului,
care este mai generald, in sensul cd in general ea nu necesits existenta
derivatelor, altele decit acelea care intervin efectiv in formula (*). Forma
noud pe care o dam restului face si iasi mai bine in evidentd structura lui.
Am obtfinut acest rezultat cu ajutorul teoriei functiilor convexe de ordin
superior pe care le-am studiat alty data [12, 13]. Sub o anumita ipotezi
particulard facutd asupra functiilor f;, caz care totusi cuprinde un vast
cimp de aplicafii, expresia pe care o gisim pentru rest este strins legata
de anumite formule de medie. Vom face citeva consideratii asupra acestor
formule de medie $i vom regisi astfel o parte a rezultatelor lui D. V.
Widder [28]. In acest caz este usor si se deduci restul exprimat ca
o combinafie liniard de derivate, dacd bineinfeles aceste derivate existi.

Am obfinut unele din aceste rezultate [16] in cazul particular cind
functiile f; se reduc la puterile succesive %, 1=0,1,...,n ale lui %, deci
in cazul cind restul se anuleazi pentru orice polinom de gradul #. In cazul
acesta am dat de asemenea aplicatii la anumite formule de derivare [17]
si de integrare [19] numerici.

Aceastd lucrare este impirfitd in 4 parti. In § 1 studiem noua expresie
a restului in cazul cind ea are forma pe care noi convenim a o numi simpla.
in §2 studiem formulele de medie pe care le-am semnalat. In §3 dim
exemple pentru anumite criterii care permit si se decidi daci restul este
sau nu de formd simpld. In fine, in §4 spunem citeva cuvinte asupra
cazului cind restul nu este de formi simpla si incheiem acest paragraf
printr-o aplicatie. Rezultatele §§3,4 ne arati, pe de o parte, legitura
lor cu alte rezultate cunoscute, in particular cu rezultatele lui E. Ya R e -
mez [22] i, pe de altd parte, gradul de generalitate a expresiei obtinuta
pentru rest.

§1.

I. Toate functiile considerate in aceastd lucrare vor {i presupuse reale
§i de o variabild reali. Vom nota cu E mulfimea de definitie a functiei
sau mulfimea de definifie a functiilor considerate simultan. Vom preciza
totdeauna, daci este necesar, structura lui E.

Notam cu
v (g]s B2 ¢+ ey gm) -_ igj(ﬂ"i”i, o (1)

Xis Koy o0 o, Xy

determinantul valorilor functiilor
81 82+ - o8 (2)

pe punctele x;eE, 1 =1,2,...,m In determinantul (1), gi(x:) este
clementul din linia a 7-a si coloana a j-a.

Determinantul este evident nul daci punctele x; sau daci functiile
(2) nu sint distincte,

FORMULE LINIARE DE APROXIMARE 339

Vom pistra notafia (1) numai pentru cazul cind punctele x; sint
distincte. In cazul contrar vom modifica convenabil definitia deterngman—
tului (1). Aceastd modificare constd in inlocuirea liniilor corespunzitoare
fiecdrai grup de puncte x; confundate prin linii formate din valorile func-
tiilor (2) si ale derivatelor lor succesive pe aceste puncte. Mai precis, fie
%, %y, - .., % punctele distincte cu care coincid respectiv &, kE,A. o Ry
(Ry) koo oo bp =1, By + e + oo Ry = m) dintre punctele ;. tunglx,
pentru fiecare 1 =1, 2, ..., p, exista exact‘ k; linii formate din valorile
functiilor (2) si ale primelor lor k;— 1 derivate pe punctuluz,-. Aceasta
implicd, bine Infeles, existenfa derlvvatelor considerate, Numarul &; este
ordinul de multiplicitale al punctului z;. .

Ordonind convenabil punctele x;, putem mnota determinantul (1)

astfel modificat prin

v 21, ' viwes Em ’)’ (j)
O TR T T CRIE.. TREREE. 15 IR
Iy ko Fn

i it —1)(z,
care este de ordinul m =k, + ky + ...+ &k, §i in care g )(~,1) esEe
i ; - 7)-a linie si a s-a coloani,

elementul din a (k + &y + ... + ki + ¥)-2 S 5 .
r=1,2, ...k, 1=12,...,p (kb + By -+ ... + ki1 este inlocuit cu 0

daca 1+ = 1). - '
Subliniem urmitoarele cazuri particulare :
19, Dach #; = =1 i =1,2,..., m, vom nota determinantul (1) cu
: e ! .
5 i ermonde al numere-
V(% %, ..., ¥m). Acesta este determinantul lui Vand @
10T Xq Xyereney Xy 51 @VEHL
152 uisiey TR l
T/(x[: 5‘:21' s wly x.’ﬂ) = H (xj = -'Xf), (V(xl) = 1) ( )
i<j
Tot in acest caz determinantul (3) se va nota cu

¢ Z % 2 unenl ci pune-
P e v o5 B Fans v v Bass ooy Bnp Bppors tigte) NUHEEIDECSID 1
——— ——— a—r T ——
ky ky ky
tele z;, 1 =1,2,..., p, sint distincte.

2°, In cazul cind toate punctele x; coincid cu x, notdm determinan-
tul (1) modificat cu W(g,, g, ., gm). Acesta este wronskianul functiilor

(2). Avem deci
V(x, % .., %) =W, & 2., ") = (m — 1
T

unde am pus a!l =112 ...« (0! =1).

2. Putem obtine determinantul (3) si prin o trecere la 1111111;:'1 fl_acua
toate derivatele care intervin sint continue pe E, sau cel pufin in vecind-

tatea punctelor z.







