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Relativ la concurenta bisectoarelor unui triunghi in planul hiperbolic
se cunoaste urmétoarea teorema [1]:

Bisectoarele a doud unghiuri exterioare i bisectoarea interioard a celui
de al treilea unghi al unui triunght formeazd un fascicol. Centrul acestui
fascicol poate fi atit wn punct de la infinit, cit si un punct ideal.

Din demonstrafia acestei teoreme se deduce tgor ca in aceste cazuri
triunghiului considerat i se poate exinscrie respectiv un cerc, un oriciclu
respectiv. un hiperciclu,

Ne propunem si rezolvam urmditoarea problema :

Fiind date in planul hiperbolic doud puncte 4 si B, sda se determine
locul punctelor C in asa fel ca triunghiului 4 BC sa i se exinscrie un oriciclu
(latura A B sa fie tangenta la acest oriciclu intr-un punct interior).

Pentru a rezolva aceastd problema vom folosi metoda pe care am
aplicat-o in lucrarile anterioare [2] si [3], care trateazd probleme ana-
loage. Aceastd metoda constd in urmatoarele : considerdam o semidreapta
AA" cu originea in punctul A4 si care formeaza un unghi oarecare o cu
dreapta AB. Cdutim sa determindm pe aceastd semidreaptid punctele
locului, care la rindul lor — variind unghiul « — vor descrie locul cdutat.

Conform teoremei amintite, pe semidreapta 4A’ putem construi in
felul urmator un punct al locului (fig. 1) :

Din punctul 4 ducem hisectoarea exterioara 4 ) a unghiului «. Dreapta
B face un unghi # cu dreapta A B. Dublind acest unghi, obfinem o semi-
dreaptd BB’ cu originea in B, Aceastd semidreaptd poate intersecta semi-
dreapta AA’ intr-un punct C, poate fi paraleld sau superparaleld cu ea.
Conform acestor cazuri, semidreptei 44" ii aparfine respectiv un punct
al locului aflat la distanta finita, la infinit, respectiv nu-i aparfine nici un
punct al locului.




; BITAY LADISLAU 5

Din aceastd constructie reiese clar ci i i iuri

i ictie reiese cle pentru a obtfine toate triunghiurile

ABC cu proprietatea indicatd si situate intr-un semiplan determelgnat de

dreapta A B, este suficient si variem unghiul « intre 0 §i ©—21T(c) unde
am notat cu ¢ latura AB a triunghiului.

Pentru a determina acest loc geometric, recur i

: erm ; ¢ ; gem la modelul Beltrami-

Klein al planu}m h1perb(_)11c_. Sa presupunem ci punctul A4 coincide cu

centrul cercului modelului si si luim raza acestui cerc egala cu unitatea.

2

2
Fig. 1 Fig. 2

Repetind constructia din figura 1, pe model i i : i
(¢, 0) coordonatele punctului BY). Ecuatiapdreptei hj?t;gegl B S

: =xt
iar a dreptei BB’ va fi: * i

100G o4
2 (c- sm—LJ cos —
2 iy

¥= (¥ — o).

o
(2 — %) sinzT = 2.:31'11;:- o4 22 q

&

I};::hmnun_d pe o Intre aceste doud ecuatii obtinem ecuatia locului ciutat.
ste mai avantajos s trecem la coordonate polare (p, «) :
S

Z(c — sin E—} Cogi
2 2

pSIN o6 = (pcosOth}‘

a’ .
(2 —c?) Sinzﬁz— — 2csin ? 4 Det 1

De aici, dupad ordonare, obfinem

lﬁksmi-
2

P Lk (1)

o
sin“—‘zs'm_i 4k
2 2

1 .. o . T 03 - I3 o
) Aici notim cu ¢ distanta euclidiani si cu ¢ distanta hiperbolici a segmentului 4B,
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unde am notat k = 1 jar 0< a< m—2I(c). Desigur ci ne intereseaz

- H S
numai acele puncte ale curbei (1), care sint in interiorul cercului uritar,

adici acelea pentru care avem p << L. ' .
. . . . 4 = = - r
S4 studiem variatia curbei (1). Se observa ca p depinde numai de

sin—, deci (1) se poate pune sub forma mai simpld
2
1 — kz
e ey ————— ).
P 2B —2z+k

unde z = sin-% poate varia in intervalul (0, ¢), avind in vedere ca
sin [—n— fl'[(_c_)] = cosII(c) = c.
2

Notind ct 8(z) diferenta dintre numitor §i numdrator avem dupa

ordonare
8(z) =2+ (h—2)z+ k2 — 1.

9% studiem semnul acestui polinom. Tinind seamd de descompunerea

8() = (z + 1)(2 — 2+ k& — 1),
i i a Loy & i 1 . z curba (1) se va situa
8(z) va fi nenegativ dacd k = —>—1, si in acest caz curba (1) se
¢ 4
in interiorul cercului unitar.
Dach & = —e —, polinomul de gradul doi are doud riaddcini reale
c 4

si distincte
14+ V5 =3k, @)

ambele cuprinse in intervalual (0,¢). Deci semnul lui 8(2) va fi pozitiv pentru
25, ¢) Si megativ In

valorile lui z cuprinse in intervalele (0,z,) respectiv (5, ;
intervalele (z,,2,). Radicinilor (2) le corespund cite un punct pe circum-
ferinfa modelului. (Locul geometric va avea doud puncte la infinit in

directiile date de (2)). .
Pentru a studia concavitatea cur

11 1y] (s — 2z + k) [3het — (6P + 5) 8 + (3K° + 12k) 2% — Ok% + 2°]
P[P '{p

41— k)
cireia 1i studiem semnul, In acest scop, descompunem in factori polinomul

din paranteza mare .
il iy (23 — 2z + k) (z — k)* (3k2® — 5z + 2k)
; [F i (:] ]— 4(1 — k2)~

Se verifici usor ci aceasti expresie rimine nenegativd pentru valorile

bei, formim expresia

a 2
lui & }i si pentru valorile lui z cuprinse 1n 111tervalul({), ;}- De asemenea
4

= 2 D ,_, " .
pentru 1 < k< 2 aceastd expresie rimine pozitivd daca 0 < z =
4
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1
4 ~ . .
4y <2< —, unde ridi ! .
'L acinile z;, 7, sint date de formula (2). Prin urmare

expresia de care depinde concavitate
care Snﬁe Ilsllterleiseaza, deci curba are concavitatea catre pol
C ~ . - - - y
cpoat [;1 Bg:t‘;fl;:u?]ta%nlmej u.ngm]g{ﬂofr sub care aceastd curba intersecteaza
X @ ele 4 si I Din figura 1 s a ca nghiuri
oot s aghed 5l m iig se constata ca aceste unghiuri
qi‘nil;) = urleinglli)ter’lcjoh‘c sint _ega}e cu 2I1(c). Pe model, (fig. 2), aceste ungghiuri’
ot 2 E{)}ﬁ Jeg,ta e 1?:3})ect1\)ri]}n) punctul 4 printr-un unghi a cdrui mirime
] a este egala cu 21l(¢), iar tn pu intr-
cls ste ; nctul B tr- i arui
s gela L o printr-un unghi a ¢
z 1me Ueuchdzana‘, este mai mare decit 2 ), 4].,Pentru a calgl et
din urma, ne folosim de formula “ plon gl -

to V=U—A)( —2+8 3
e —————— .
2k23q3z2.|_2.h;i2 o

Ccos —2*

"

Luind in aceasti formuli o — 0 obtinem

tg IVB — _LE"__. — 26__ I
d RES BsE-

Di]] RCE:'dSta fDrll]u.la 1:1-'.1]111(1 5 d i at d = ¢ (iedU.( e
) seama (18 eg' ]_It {5} > = CO0S§ n
A - s . A ; e ! : ;

sa A c 2 i mi
u obtuz dupi cum Il(¢) este mai mic, egal sau mai mare decit = .
1
1

Ma]‘ ObS Ivam ca in . = — = —"‘ _ -
€erv Ca&ul c
i » pﬁ"ﬂtl‘u & ) Cu]_’ba eﬁte t'dll

genta la cercul modelului, Acests inseamnd c¢i ea are un
infinit in directia o — = .

punct la

Re reze IIZI ( (:III ge Ile‘ll.( e 10de (i])llllelll C1 ]])Ee |(||(:ale
r P Z€1 1 0 01 p * 1mo ,1, i 1I[ i] i ill
lgurc 9, COI'(:‘S])HI]ZR oare CaZLlI'i]Or i 1) o5 ul = —L 2] C = —] = *l. 3) 2
i a3 % ; : r e 4 C

: & i

1.4
1 5

a curbei este pozitivd in intervalele

11
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in baza acestor reprezentiri putem sa construim locurile g_eometrAice
din fig. 3 si in planul hiperbolic, dacd finem seama de faptul cd ele sint
simetrice relativ la mediatoarea segmentului 4 B?). (Aceastd simetrie nu se
observi pe figura 3, deoarece ea trebuie infeleasd in sensul hiperbolic. Din
contri, simetria locului fatd de dreapta A B este vizibild pe model, deoarece
modelul este simetric relativ la diametrele cercului de baza). Curbele cores-
punzitoare din planul hiperbolic sint ardtate in fig. 4.

=S

3) cos (c) =

o | &

1) cos ll(c) < -

0

Pentru a intelege mai bine construcfia acestor curbe, observam utrina-

toarele :

1°, Cind cosIl(c) = 2 (cazul 2), au loc relafiile

5
1
e ¢ sh ¢ the cos I1(e) 5 L
os[L) =thf=—22 = 20— —l = o=,
e [2] 2 che + 1 ¢ L 1+ sindl(e) T 2
" che 5

3

dect H(i] — T Aceasta inseamni cd punctul de la infinit al curbei este
2
tocmai punctul de la infinit al mediatoarei segmentului 4B, cum aratd

figura 4 in cazul 2).

2) Mai departe se noteazi lungimea hiperbolici a segmentului 4B cu ¢ in loc de ¢.
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2% Pentru a limuri cazul 3), sd amintim mai intii formula care leaga
intre ele unghiurile interioare ® $1 ¢ formate de douj

duse din extremitafile unui segment A5 — ¢, cu dreapta AB (fig. B

| cos [I(c) — cos ¢
COS @ = ——n= 77,
L —coslI(e) cosq .
Sd aplicim aceastd formuld cazuluj 3) al
figurii 4, pentrn a caleula unghiul 4 BQ,
In acest scop, in formula de mai sus

i
facem inlocuirile : ¢ =ABQ siop = %

A W e O
Tinind seama cj sin * egte dat de for-
(4 ¥ ’

A4 B

mula (2) si cd in planul hiperbolic are loc
1

egalitatea b —
Fig. 5 cos I(c)

7N —_—
208 ABQ = 2(k — 1) = =9 (1 +1/g—-4kJ2

, Obfinem:

=1-2 sinz-;ie = COS .
2 o S
De aici rezultd 4B — ot

2

Analog se poate demonstra si egalitatea AB}R’ — G

Aceste rezultate de altfel erau de asteptat, avind in vedere simetria
curbei in planul hiperbolic,

Curbele din fig. 4 impart planul hiperbolic in dou# regiuni :
cuprinde segmentul A B $i alta care nu cuprinde acest segment. Vom numi
brima regiune interiorul, iar a doua exteriorul curbei respective. Folosind
aceastd terminologie vom demonstra urmitoarea

TEOREMA. Fiind date doud puncte A si B din planul hiperbolic, wun
sunct C luat din exteriorul respectiv interiorul curbei corespunzitoare din
. Jig. 4 va forma cu punctele A si B un tyi--
g unghi ABC cdruia 1 se poate exinscrie un

cerc respectiv un hiperciciu, 9

Intr-adevir, amintindu-ne de construc-
fia din fig. 1, un punct C luat pe semi-
dreapta A4’ dincolo de punctul P al locului
situat pe 44, formeazs impreund cu punc-
tele 4 si B un triunghi a cirui bisectoare
exterioard relativd la virful B intilneste
bisectoarea exterioari relativi la virful A4
(fig. 6), ceea ce inseamni ci triunghiului
ABC 1 se poate exinscrie un cerc,

Dacéd punctul C seia pe segmentul 4 P,
atunci se vede in mod analog ci biseztoarele
exterioare amintite sint superparalele, deci
cd triunghiului i se poate -exinscrie un
Fig. 6 hiperciclu,

una care

semidrepte paralele
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{

| O 1LIEHTPE M3BHE BIIMCAHHBIX KPYI'OB TPEYI'OJIbHUKOB

B THUIEPBOJIMYECKOH TIJIOCKOCTH
KPATKOE COJIEP)KAHHE

i 5 aHbl B [H-
B 570l craTbe 4BTOp pellaer CAELYIOULyIo 3ajady: rLycl:rso Mﬂe'[‘puqem{or:
1(epOoNUUecKOl IVIOCKOCTH JIBE TOUKH A H]{f) AOJIB]E‘GAJ\%E(THQ 0 e i
i TOJIBHH
y kK C npd KOTOPBIX Tpey _ g
MECTTIKTIO‘{(enpu argm cropoia AB — KkacaTelbHa K 3TOMY OpPHIMKIY
ODUILHK. ¢
HHEH TOuKe). Lo ae S o0 0 ol .
BHyT;S)/(?)aBHeHHe 31)“01’;: KpuBoil (no mogeay benrpamu K.nouﬁia;:\{ FP o
i Py ] »
yeckol mJockocth) mano dopmyaoit (1) B NONSAPHBEIX  KOOP

- [ C_

e te g 0< o< m—2TI(c); npu 9TOM ¢ — rUNepOOIHUECKOE pa
rae k= —, ¢ L — 2 ; L

: I ] 306paxeHa B pHC. O
— anposoe, Kpusas u ]

Hne croposl AB, a c eBK. A LSt : DopuEe
CTOH}\?SEEM [a B puc’ 4 B runepoGAHYEcKOl MJIOCKOCTH. ITH ;{Ig;moma}
e [ I 6J1acTH, M3 KOTO =

Th B JABe 00J14aCTH,
S e H.HGCK?E][HH" ;}L{[)MBHM Touku sTHX obJsiacTeil Xa-
bR} —— =
LBHyTpeHHsas™ a Jpyras ,,BHE

M CBOICTBOM: _
PAKTEpH30BaHLl CJEIYIOMHM CBOHC _ e
i 70&3{& C Bth[Ja.}FﬁHﬂm u3 arux obaacretl, onpedensier GMECTe ¢ TOUKAM!
P

/_] b - ;) 138H gL 184 D HHO
,U 4 e eAHcUT AU TOUKQA BHELLHEL
el L 1 30 T O1 1 Ou:(), .‘?IJuHadJl

A PROPOS DU CENTRE DES CERCLES EXINS((III{JI];I‘S DES
TRIANGLES DANS LE PLAN HYPERBOLIQ

RESUME

' : résout rcobléme suivant :
t article, 'auteur résout le pro 1 i
113)?51111?‘5 C§01111ée dans le plar hyperbolique deux pgmts ilz ii:ﬁl 3:2 g
déten:nine le lieu des points C de telleh maniére q_ueME a:n;san Vi it
on puisse exinscrire un oricycle. (Le coté A B doit étre g .
’ 8 point intérieur). o T
5 del,gf;ﬁlsaﬁgnl de cette courbe (d’aprés le modele de Becll‘(cr;%z 5&136(3)111; irez
plan hyperbolique) est donnée dans la formule (1) en coordo I

T), c é a distance hyperbolique
(p, ), ot & :% et 0 < a < m — 2I1(%), c étant la distance hyj

be es 6 ‘e dans
t ¢ la distance euclidienne du coté AB. La courbe est re1)r}:§elétﬁ<{;li i
fa Fi ure 3, sur le modele, et dans la figure 4 dans l’e _plan_ 1’)11111; ingéri-
Ces gourbeis divisent le plan hyperbolique en deux iref;ogz o rég'i’ous *
etire’’ et l'autre ,,extérieurg” )aux.courbc?s. Les poin g
caractérisent par la propriété suivante : . et
Un point C choisi dans ces régions délermine ave ok cue ) an
triangle ot s'inscrit un cercle, respectivement un jhy?iea:*(fycd, s Come e
;S?;ig(f appartient a Uextérieur vespectivement a U'niérieur des

tronnées.
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