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1. Inlucrarea [5] inginerul L. Németi trateazi o problemd in lega-
turd cu proiectarea cazanelor cu aburi cu trecere fortati. In aceasti lucrare
se di o metodd pentru calcularea tensiunilor termice in peretii tevilor
fierbdtoare ale cazanelor., Pentru calcularea acestor tensiuni este insa
necesard cunoasgterea temperaturii, care la rindul ei ne conduce la rezolvarea
unei probleme la limitd. Scopul lucririi de fatd este rezolvarea acestei pro-
hleme la limita.

La inceput introducem notafiile necesare si formulim problema la
limitd. Fie 7, ¢, z coordonatele cilindrice in spafiul cu trei dimensiuni. Teava
fierbdtoare este determinati de inegalititile :

o Ll 48 oL ol | LELr ST

unde 7, este raza interioard, s — grosimea, iar 2L — lungimea tevii. Cimpul
termic se poate considera acelasi in orice sectiune a tevii cu planul ¢ =
constantd. Fenomenul devenind static de la un anumit moment, functia
u(r, 9, z), care ne da valorile temperaturii, trebuie si satisfacd ecuatia cu

derivate partiale ‘

[ 2,
A(u) :ig[r@)—l—a—;: 0 (1.1)

v. gr\.  or oz*

in fiecare punct al peretelui tevii.

Conditiile la limitd sint determinate de urmditoarele date: In exteri-
orul fevii se menfine un regim constant in asa fel ca fluxul de cilduri si fie
egal cu o constantd, Q. La capetele z = + L ale tevii presupunem ci nu

*) Aceastd lucrare a apirut si in limba francezi in revista .,Mathematica"r. vol, 1 (24),
fascicola 1, 1959.
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trece cdldura, deci fluxul este egal cu zero. Teava contine apa pina la nivelul
2 =0, iar deasupra acestui nivel, aburi. Considerim de asemenea ci la
suprafata interioard a tevii fluxul de cildurd este proporfional cu tempe-

ratura. Conform acestor date avem conditiile la limit3 *_9 pe peretele
; k

Qﬁ o

: - : / : : o
exterior, — = 0 la cele doud capete si - = —u pe peretele interior al tewvii.
v Fe

v

Aici v este normala exterioard la suprafata tevii, £ este coeficientul de
conductibilitate termica, iar 4 coeficientul de transfer termic. Mentionidm
cd h este egal cu o constants h, pentru api si cu h, pentru aburi. Con-
ditiile la limiti le vom scrie intr-o singurd formuli

*_ =, (1.2)

av '
unde y > 0, misura punctelor pentru care v este strict pozitiva, fiind maj
mare ca zero. Din cauza simetriei fati de ¢, problema la limiti (1.1)—(1.2)
este de fapt o problemi plani. Mai jos vom nota cu € domeniul plan dat
de inegalititile

Po<< << 75+ §; = li=s gl

si cu I' frontiera domeniului €.

Mentiondm de asemenea ci problema la limitd (1.1)—(1.2) a fost
studiati in mai multe lueriri [1—3]. Tn aceste lucriri s-a chiutat solutia
pe doud cdi, pe de o parte aplicind metoda lui Fourier si pe de altd parte
folosindu-se teoria functiiler complexe. Rezultatele obtinute nu erau insi
satistdcdtoare pentru problema tehnicd din care derivi problema la limita
(1.1)—(1.2). Cu ajutorul primei metode s-a ajuns la un sistem infinit de
ecuatii liniare, care a rimas de studiat, iar a doua metods di solutia numai
in cazul cind grosimea fevii este foarte micd, ceea ce nu corespunde cerin-
telor tehnice,

2. Trecem la studierea problemei la limiti (1.1)—(1.2). Ne vom folosi
de asa-numita metodi variationala.

Introducem spatiul lui Hilbert W3(Q) definit in felul urmator : o functie
arbitrard (7, z) aparfine spatiului Wi(Q) daca are toate derivatele genera-
lizate (vezi [6]) de ordinul intfi, la patrat integrabile. Norma in acest
spafiu o definim cu ajutorul egalitatii

o150 = ggg (CF + (&) r e+ {yoras, (2.1)
r

unde 4Q si do sint elementele de suprafata, respectiv de arc. Spatiul Wg)(ﬂ)
cu norma (2.1) este complet si separabil [67.
Vom studia functionala

= ov)2 | (v 2 ¢

0 = BT+ B0 frovsesfposs o
i o r r

_definitd pe elementele spafiului W§(Q). Existenta integralelor curbilinii

este garantati de teoremele de scufundare ale lui S. L. Sobolev [6].

3 O PROBLEMA IVITA LA PROIECTAREA CAZANELOR CU ABURI 87
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Lrma 2.1. Funclionala (2.2) este mdarginita inferior pe mulfimea Wy (Q).
Intr-adevidr, in baza inegalitifii lni Cauchy-Buniakovski si in baza
teoremelor de scufundare ale lui S. I,. Sobolev putem scrie

Sfm'd& LN lleymy 2l gy = Kol 1y < Kl o] wih(o)

Y
pentri orice 'veWé”(Q). Constanta A >0 nu depinde de functia v(7, 2),
iar normele in spafiul L,(I") sint calculate cu ajutorul ponderei ». Folo-
sind inegalitatea precedenta obfinem

() = |jo]

g —2{ fordo >|vlifpm — 2Kyllvllyg) -
)

= (1o llwg — K)* — Ki> — K2,

ceea ce demonstreaza lema 2.1.
Notdm inf F(») = —d. Conducindu-ne dupi ideile folosite de S. L.
vewid(Q)
Sobolev pentru rezolvarea problemei lui Neumann [6], demonstrim
urmatoarea lema :

LuMA 2.2. Tn spatiul lui Hilbert Wé”( Q) existd functia u(r, v) pentru care
inf F(i‘)) :F(%) —= = q
ve Wl(Q)
st tolodatd pentru aceastd fumctie u(r, 2) avem indeplinitd egalitatea
SS L1 +ﬂﬁ] rd ) —I—SY?M’dﬂ - Sf:rn'dc =0 (2.3)
Lgr dr O 02
Q r r
oricare ar fi ve Wy (Q).
Demonstratie. Fie {1y} un sir de functii din W5"(Q) pentru care

lim F(uy) = —d. (2.4)

n— o

Se verifica imediat egalitatile

. 1 2
F(”‘m) TI' ” Uy H Wé” + E‘ ” Uy ” Wé” i i

l\..IH-
1\3|-l

L] F ) — F( it ‘L] -
2

2

W
l'V2

Deci, din (2.4) urmeazd ||u, — tn]| wh — 0. Insi spatiul W(Q) fiind
complet, rezultd cd girul {u,} tinde citre o functie din W{)(Q), pe care
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o notdm cu #(r, z). Din cele de mai sus rezulti in mod evident ci inf F(v) =
v€WiD(Q)

= F(u). Demonstram egalitatea (2.3). Avem

Flu + M) = F(u +mz o4 By La_] it
(u) SQS 5 o = = rd ) -+ lSyuw*dc:

—{fords| + 20l
J 2
pentru orice valoare reala a parametrului A si pentru orice funcfie » din
W‘;”.(Q). Tinind seama de faptul ci aceasti expresie trebuie si-si atinga
minimul pentru 2 = 0, obfinem chiar relatia (2.3).

TeorEMA 2.1. Functia u(r,z) care realizeazd minimul functionalei
(2.2) aproape in ficcare punct interior al domeniului O, admite derivate }Emr,‘lz'alr
de orice ordin §i lolodatd satisface ecuatia (1.1) aproape peste tot in Q.

Demonstratie. Fie ' un domeniu arbirtar interior domeniului Q, 3

distanfa intre Q' i ', si  un punct oarecare din €',
Alegem o funcfie {(p) care satisface urmitoarele condifii

1 dacd o<~
$(p) = 2
0 daca p > 1
si este ori de cite ori derivabild. Aici p inseamna distanta intre punctele
P si Q, P fiind un punct arbitrar din planul (, z). Vom nota cu L(P, Q)

solufia fundamentala in sensul lui E. E. L e vi [4], a ecuatiei (1.1).
Introducem functia £(P), determinatd in felul urmator
(P = [¢[2) = o (L) (P 2.5
() = [o[2]) - 4[| e @ (2.5)
unde klv si &y sint doud constaute, care satisfac conditia 0 < &y < hy < 8.
Vom ardta cd mulfimea de functii {w, (p)}, unde

on (o) = 14 |4[ 2] L(P, Q)]. (2.6)

}’.". varuPd intr & si 0, formeazi o mulfime regulard de simburi in sensul lui
S. L. Sobolev [7]. In acest scop trebuie si aritim ci {wa(p)} satisface
conditiile

1°. wp(p) este uniform marginit relativ la 4 si Qe Q'

e o : e : .

2% Tiecare funcfie wy(p) este sumabild in sensul lui Lebesgue, relativ
la fiecare coordonata a punctelor P si ().

0o ) » - ~ N = A .

L? : Uhxlsta un numaar pozitiv v $1 ¢ in asa fel ca pentru fiecare punct
Qe sia avem

SS wp(p)d Qp > vh?,
e<s h

dacd h < e.

89

O PROBLEMA IVITA LA PROIECTAREA CAZANELOR CU ABURI

4° In exteriorul cercului cu centrul Q si raza % functia w(p) se considera
identic nuld.

Verificim condifia 1°. Pentru p < ’—: avem wy (p) = 0, in baza defini-
tiei functiei ¢(p) si in baza proprietdtii solutiei fundamentale L(P, (). Deci

Y] o o 3 h - "

verificim condifia 1° numai pentru p >;‘. Este ugor de vazut cd pentru
i : : ; - . " e

P =L derivatele parfiale de ordinul intii ale functiei wy (p) sint marginite

A Reden b e g ;
superior in valoarea absoluti de —%, iar valoarea absolutd a derivatelor de
h :

5 . C T s s . .
ordinul doi, de ﬁf" unde C, si C, sint niste constante pozitive. Functia L(P, Q)
(3

. ' 1
se poate scrie sub forma L(P, ) = — In .t 4 W(P, ), unde W(P, Q) prectum
Zn @ S .
si derivatele ei prezintd in punctul () singularitdti de ordin mai mic respectiv
decit singularitatile functiei Il si ale derivatelor ei, atunci cind p— 0.
2r ] '

De aici obtinem c# derivatele partiale de ordinul intli, respectiv de ordinul

A i e . C. (2 =
doi, in valoare absolutd sint mirginite superior de -fﬁ, respectiv i—’ cind
/3 (3

P }i. Aici C; si C, sint de asemenea niste constante pozitive.
Avind in vedere forma ecuatiei (1.1), din cele expuse mai sus rezultd
Lon(p) | <€
independent de % si (. Aici C este constantd pozitiva.
Conditiile 2° si 4° se verifici imediat, intrucit funcfia L(P, () este
ori de cite ori derivabild in raport cu coordonatele punctelor P si Q si intrucit

are loc egalitatea ¢ (f—] =0 cind p > &
iy

Calculam integrala din condifia 3°.

(fon (12 = iz (F 4] 4| 2 L(P, Q)] A
Dar ! B i |
\ A[ 4(-;’-) L(P,0) ] a2 = /1[4,(%) L(P,Q) dQp =
e<Ch %<g<h
__C.h[a_i L £ cos(v,;')] dvp = —CLS(% A = dap — 1

cind raza cercului C, cu centrul in ) tinde citre zero uniform pentru orice
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QeQ’. Fie yun numir arbitrar din intervalul (0, 1). Din cele de mai sus
urmeazd cd se poate determina un numir ¢ ~ 0 in asa fel ca sd avem

Sgwh(p)(ﬂ)p > yh?,

o<sh
daca h< e
Intrucit mulfimea {w, (p)} formeaza o mulfime regulard de functii,
rezulta ca

Sgw,,(m u(P) dQ2,
e<h

up (Q) = — ————— (2.7)
Sgwﬂ(g)dﬂp
o<t
tinde aproape in fiecare punct QeQ’ citre u(Q), cind A — 0.

Acum putem trece la demonstrarea teoremei 2.1. F unctia (2.5) aparfine

spafiului w. g”(Q), fapt care este evident, De asemenea se observi ci aceeasi
functie (P) este nuld intr-o fisie din apropierea frontierei I'. Deci din (2.3)

urmeaza
SS [ﬂﬁ O =0, 2.8)
Ldr 9 9 @z
Q
unde prin » $i z am notat coordonatele punctelor P. Aplicind primului
membru al egalitifii (2.8) formula lui Green, obtinem

SS uAE(P)]rdQ — 0, (2.9)
Q
de unde, avind in vedere (2.6), obtinem
igs wn(p) w(P) »dr dz :igg wn(p) #(P) 7 dr dz. (2.10)
h; 4 Iy 4

Se vede imediat ci cei doi membrii ai acestei egalititi din urma, converg
pentra fiecare punct Q e, daci pentru acest punct converge sirul funcfiilor
(2.7). Dar din egalitatea (2.10) putem scrie

w(Q) = ngh(p) w(P) 7 dr dz,

]

ik
2

ceea ce ne arata ca functia #(Q) este ori de cite ori derivabild, deoarece
membrul al doilea al egalititii din urmi este indefinit derivabil.
Demounstrdm ca functia #(Q) satisface aproape peste tot in € ecuatia
Ao 1 a0 . - & i
(L.1). Fie in acest scop ve W?(Q} o funcfie arbitrari egald cu zero intr-o
fisie din apropierea frontierei I'. Din (2.3) rezulta

du Jv du Qv
e MELLLckel P 2 P
SS[ar 6"+ T rdr dz

Q

1
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Aplicind formula lui Green, avem

SST)A(M) rardz = 0,

Q

de unde rezulti cd egalitatea A(u) =0 este §atisfé'cuté aproape peste tot
in Q. Deci teorema 2.1 este demonstratd in intregime. R
Urmeazd si vedem in ce sens este satisficutd condiia la limitd (1.2)
si dacd solufia problemei la limitd (1.1)—(1.2) este_ uvmca; ) :
Cum era de asteptat, condifia (1.2) este satisficutd intr-un anumit
sens slab. Vom nota cu {Q,} un sir de domenii care tind catre Q cind
m —» co. Presuptunem ci sirul {Q,} este monoton adicd QL" E Qg & Q.
Fie T',, frontiera lui ,, pe care o presupunem continud pe segmente.

Pentru ve Wi(Q) arbitrar, avem evident

ou ov + _aﬂil rdQ = 1imgg [ﬂ@- —}—Qﬁ—a—d] raf) = limS'uﬁwdo.
S§ or or 0z o S gr or 9z .95 b ov

Avind in vedere (2.3), obfinem urmitoarea formuld care ne aratd in
ce sens este satisficutd condiia (1.2). Anume

limSvﬁ’lwlc:-Syuwdc+§fﬂydc. (2.11)
m=reo ov

T'm r

Despre unicitatea solufiei problemei la limitdi ne putem convinge in
felul urmétor. Si presupunem cid avem doud solufii distincte u, $i ?f}z ale
problemei la limitd si presupunem ci ele fac parte din spatiul W3'(Q).
Functia w = u, — #, satisface condifia

lim S@W'dc = ﬂgyuv?’dc.
m-—ro é)v

Im r

Inlocuind » prin #, avem

lim Sg [(ﬂ)z e [91,9‘] rdQ + Syu?-rd.o' .
m—rec ar dz '

m r
Dar avind in vedere conditia pusd asupra lui y in § 1, egalitatea precedenta
ne di # = 0 in , ceea ce contrazice ipoteza fdcuta.

3. Pentru calcularea aproximativi a solufiei problemei la limita (1.1)—
(1.2) ne putem folosi de metoda generalizatd a lui Ritz. Aproximafia de or];
dinul # a solufiei u(r, z), pe care o vom mnota cu #,(r, z), o vom cduta su
forma
(3.1)
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S A o 5 A
&oef}g{enp} Qpg i determmam_ punind conditia ca functia F (#a) = Fl(ap,)
sa atba minimum pentru valorile " lui ap,. Aproximatiile u, (7, 2) le obtineprqn
deci rezolvind sistemul liniar de ecuatii Gl !

aF

=00 (Bag=0 ... %)
oa, ) (3.2)

Este g\fld&}ﬂf; ca solutiile aproximative #, tind citre solutia exactd u
a problemei la limitd in metrica spatiului WEU(Q), iar in baza teoremelor

de scufundare ale lui 8. I,. S i

g - L. Sobolev putem afirma c§ ii i
¢ 1d: : i 8 a fu 2
catre # si In medie pitratici, ; Tkl Ao

O [MPOBJIEME BO3HUMKHYTOE [1PH [TPOEKTMPOBAHUH
[TAPOBBIX KOTJIOB '

KPATKOE COJEPKAHWE

[Tpu n3yyenun repmuueckux HANDPSDKeHH i, MOSABJASIOMEXCS B KOTeIbHBIX
Tpy6ax TMapOBHIX KOTJOB C BLIHYZKACHHBIM TIPONYCKOM HEO6XOMHMO 3HAHME
TEPMITYECKOTO MO, ITO MPHBOJAHT K CJeLyiouieli TPaHHYHOH 3ajlaue: onpe-
;,[(eiJl/pin/f]Jyjrr<ul»Jio n(riz) B TPAMOYTOMbHUKE € naudoMm HEpaBEH;ITBaMH
o=V 18, —L <z< [, ‘Taikum 06pasoM, uTo6bl OHA BBIIOINAIA cae-

AYIOIIHE YCIOBHS.
1 [ Qu Y
Afu) = i(; Q—) -+ g = 0
v or ar 072

i Chneaywiine FPAHKMYHbLIE YCJOBHA.

ot Q

v A e k

o

ou | — 0

av Zh=rf=]

ot hy (i

2 =5 i | U= 1,2)

oV |r= o k ‘r: To ’
:ﬁia\’_;r BHEIHAH HopMane K rpannue [ obaacty Q, Q) — tennopci
HOTOK, R — KO3(DQHUNEHT TemIonpoBoHOCTH, hy — xoadpuupent Temno-

nepegavn nasi napa, a fi; IJs1 BOJIBL

n HaCTC{‘HllJ,E‘I'I pa60Te NoKa3bIBaeTcs CyHeCTBOBaHHe PEelieHHsa BhIlLe-
NOCTABJEHHOH IIIJOG."IE‘I\*II::I II YKa3aH MeTon eé npn(mn)}(emm :
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A PROPOS D'UN PROBLEME SURVENU A LA PROJECTION
DES CHAUDIERES A VAPEUR

RESUME

A I'étude des tensions thermiques qui se produisent dans les tuyaux
de bouillage des chaudiéres 4 vapeur avec passage forcé il est nécessaire
de connaitre le champ thermique qui, a son tour, nous conduira au probléme
de limite suivant. Que l'on détermine la fonction #(7, z) dans le rectangle
Q donné par les inégalité 7, <7 <7, + 5, —L < z < L, de maniére qu’elle
satisfasse les conditions suivantes :

Alw) = if—(wﬁ-”;‘, w2E L
¥ or ar '’ 02>
et les conditions de limite suivantes :
ot g
oVl|r=r + s k
o g
av AT 2t |
i — k—fu (z=1,2),
oV |r=r g 7= rp

ott u est la normale extérieure a la frontiére [’ du domaine, () représente
le flux de chaleur, %k le coefficiente de conductibilit thermique, 7, est le
coefficient de transfert thermique pour la vapeur et %, pour I'eau.

Dans le présent travail 'auteur montre Pexistence de la solution du
probléme ci-dessus et indique une méthode pour son approximation.
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