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Rezultatele din aceastd notd constituie o generalizare a unei teorenie
alui I. Barbdlat [1]. In lucrarea citati se dau conditii suficiente
pentru ca sistemul de ecuatii diferentiale neliniare '

=y
y=—1xyy—gx +e)
sd aibd toate solutiile prelungibile si mirginite pentru ¢ crescitor. Daci

forta perturbatoare e(f) este mérginitd si periodicd, de perioadi w, atunci
sistemul (0) admite cel putin o solutie periodici de perioadi w.

I. Barbdlat a obfinut acest rezultat in urmitoarele conditii
1. Functiile f(x, v) si g(x) sint continue pentru toate valorile argu-
mentelor lor si satisfac conditii de unicitate a solutiilor ecuatiilor (0); in
plus, functia e(f) este continui si méirginiti.
g(%)

2. Existd numirul >0, astfel incit >1 peatru |x/>a.

%

3. Pentru [y| <a,f(x,y) |v| tinde la infinit impreuni cu distanta
punctului (x, y) de la originea coordonatelor ; existi un numir M=>0 astfel
Incit f(x,9)>—M pentru x>a, 0<y<a si x<—a, —a<y<0.

In aceastd notd in locul primei ecuatii din sistemul (0) se consideri
ecuaia x=/h(y), unde k(y) este o functie a cirei comportare este datd in
teorema care urmeazd, si se demonstreazdi ci pentru sistemul modificat
se mentin concluziile teoremei lui I. Barbidlat.

THOREMA. — Fie dat sistemul de ecualii diferentiale
y=—7®y)y—g) +e()

pentru care sint indeplinite urmdioarele conditii :
1°. Functiile f(x,y), g(x), A(y) si e(t) sint continue pentru toate valo-
rile argumentelor lor, iar ¢(/) este mirginitd ;
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£(%)

> 1 pentru |z > a;

20, FExistd un humdr z>0 astfel Incit

39, Dacd |y| >a, atunci f(x,y) |v| >0 pentru (¥2-y2)—oc0 ; existd
un numir M>0 astfel incit f(x,y)> — M pentru {x>a si 0Ly < a} s
{x<—a si —aly<0};

40 sign h(v)=sign y si

\ 7 () dy =co.

Atunci existd o constantd k depinzind de funciiile f, g, h st e astfel incit
pentru fiecare solufie x(1), yv(f) a sistemulur (1) sd existe un nwmdr < cu
proprietatea ca pentru (=< sd avem

@ <& ly@) <k (2)

Dacd e(t+w) =e () (w=>0) s este asigurald unicilatea soluiitlor, atunci
sistemul (1) admate cel pufin o solufie periodicd de perioadd w.

Demonsiratie. Vom construi in planul fazelor (x,y) o curba

inchisi I' pe care curbele integrale ale sistemului dat o taie din exterior
spre interior pentru # crescdtor. Pentru a construi curba I' ne vom folosi

de functia

U (%,9) =G (2) + H (y) 2)

unde

¢ =\ g@ae, m@)=\ n@a 3)

(%) =), () dE, H(y) =) hn)ds (‘

Construetia eurbei I' pentru x >0.

Notidm

A =max |g(x)], E=max |e{] .

x| =a —oo £t (oo

Potrivit conditiei 2°, va exista un numir x,>a astfel incit
g(x)>2(Ma+E) s g(—x)<—2(Ma-+E) (4)

pentru x> x,.
Constructia curbei I incepe cu punctul P, (0,y,), unde y; = 0.

a) Arcul P,P,P, are ecuatia

U (x, v) + 4x = const. (5)
De-a lungul acestui arc avem, derivind (B) fn raport cu x,

a ¢

ay .~ EW 4

ax h(y)
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prin urmare arcul P, P,P, descreste pentru x crescitor. Acest arc va tiia
dreptele x=a si y=a in punctele P,(a, v,), respectiv Py(x;, a). S& ardtim
cd aceste puncte existi si cid x;>a si v,>a. Pentru aceasta trebuie aritat
ca dacd punctul P, existd, atunci neapdrat x,>a; apoi trebuie verificatd
existenfa punctului P,.
Intr-adevir, dacd P, existd si am avea x;<a, atunci din
H (y1) = H (a) + G (x;) + A (6)

rezultd cd pentru y,—oco, x,—>00, ceea ce contrazice ipoteza.

; & S g Vi
Curba I' este situatd sub curba C, de ecuaj:leg h(v) dy = Ax, care trece
SR

Graficul curbei T,

prin punctul P, (0,y,). Dar pentru y, fix curba C taie dreapta Y =a, prin
urmare $1 I' va tdia dreapta y—a.
Pentru traiectoriile T, care pleacd din puncte ale arcului P, P,P,, avem

d .
- LU (%, y) +Ax]=h(y) [—f(%)y—g(x) +e@)]+g (%) h(y) + Ak (v) =
—h0) [ f (53) -+ 4 + 2 ()]
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Seriind relaia (6) pentru un punct curent de pe P,P,P, avem

H(y) = H(y) +G (%) + Ax
de unde rezultd ci pentru y,—oo avem y—oo saul ¥—o0; prin urmare
(2% 4 42)": »>co ; dar atunci yf(x,y)—>co si deci pentru y; suficient de mare
avem E 4+ A <yf(x,v).

Asadar !
o
—[U(%,y) + 45]<0

si toate traiectoriile 7 intersecteazd arcul P, P, P, de la dreapta spre stinga.

b) Arcul P,P,, unde P, = P,(x,,0), are ecuafia
U(x,v) — (Ma + E) x = const. (7)

si panta

‘dy) __ Mat E-—p(x)
tcix = k()
Intrucit pentru y, destul de mare avem x,>>%,, rezultd potrivit inegali-

tafilor (4), cd aceastd pantd este negativi. Pe de altd parte, panta traiec-
toriilor 7 care trec prin puncte ale arcului P,P,, este

@) _ — 1t yy—eH+E
(d x)T i (v)
Din conditia 3° rezulti —f(xy)y<<My<Ma si deci
( d 'y) d _\’)
L
_d:\,’ L (dﬂ, r
Deci traiectoriile 7" taie arcul P,P, de la dreaptﬂa spre stinga.
in plus, intruclt x,>x,;, rezulti ci x,—oco cind y,—>oo.

¢) Arcul P, P; al curbei I' este format din segmentul de dreaptd x=u,,

care uneste punctele P, si Py(x,,—a). Intrucit pentru y <0 avem =h(y)<0,
rezultd cid traiectoriile T taie P,P; de la dreapta spre stinga.

d) Arcul P;Pg al curbei I', unde Pg(a,vs) are ecuatia

U = const. (8)
Acest arc taie cu sigurantd dreapta x=a, deoarece derivind (8) obfinem
dy _ g(%)
s k@)

si ye——oo clnd x,—»oco. Pentru traiectoriile 7, care pleaci din puncte ale
acestui are, avem

U ) =)y —g () +e®)] +g () h(y) =

dt
=h() [—F(xy)y+e®)] <0,
unde ultima inegalitate se obtine din conditia 3°.
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e) Arcul PP, cu P,(0,y,), are ecuatia
U + Ax = const. 9)
In acest caz de asemenea avem
ay_ _ gx+4
dx h(v)

$1 V.= —oc0 cind ys——oco. Pentru traiectoriile T care taie acest arc, avem

>0

% (U+Ax)=h@) [—f(my)y+el)+4]<0.

Asadar traiectoriile 7 taie arcul PyP; de la dreapta spre stinga.

Din relatiile (6), (7), (8) si (9) rezulta

—H(y) = — H(a)— G (n) — Az,

G (%) — (Ma+E)x, = H (a) +G (%) — (Ma + E) x, (10)
| H{¥) +6Ga) =H(—a) +G ()
| H ) =G(a) + H(v) + 4a.
Adunind aceste egalititi, obtinem

H (y;) — H () = A (a — %) + H (—a) + (Ma + E) (x, — x,)

Tinind seama de a doua egalitate din (10) si de inegalitatea

G (5) = G (1) = (g (x) dx > 2 (Ma + E) (3, — x,

X3

avein
(Ma + E) (xy — x,) < H (a). (11)

Expresia pentru H(yv,)—H(y,) devine, tinind seama de (11),
H (v;) ~ H {y) < A (a— %) + H () + H(—a) (12)

In semiplanul sting curba T este constituiti din curbele

Pr Py Py de ecuatie U — Ax = const.

Be B o w U+ (Ma+ E) x = const.
‘Pl{} Pll ’ " ¥ = Xy,

1l . i U = const.
PaPls s " [J— 4 x=const,

$1 se aratd, in mod analog cu cazul %20, ci traiectoriile taie toate aceste
arce de la stinga spre dreapta. Analog obtinem relatia

H (y1) — H (he) < A (— a4 %) + H (a) + H(—a). (13)
Adanind inegalititile (12) si (13), obtinem
H (yig) — H (yy) < A4 (%, — %) + 2H(a) 4+ 2H(—a). (14)

9 — Studii si cercetiri
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Pentru y,~»oo, avem x;—00 $i x,—>»—o00. Prin urmare

H (yi) — H (1) <0 sausjy"r’z(*)d»al>o,

de unde rezultd y;;<<v,.

Completind acum arcul PyP,...P;; cu segmentul de dreapti P, P,
obtinem curba inchisi I', pe care toate curbele integrale care o ating o
intersecteazd din exterior spre interior, rdminind pentru 7 crescdtor in
domeniul A mdirginit de I '

Mai departe, repetind intocmai consideratiile ficutede I. Barbdédlat
in articolul sdu (cu singura schimbare ca peste tot unde intervine ecuatia
x=1y, ea s se inlocuiascd cu x=h(y)), se aratd cd o traiectorie T, care pleaci
dintr-un punct exterior domeniului A cu necesitate va intra peste un
interval finit de timp in A. Fie v momentul in care o traiectorie T inter-
secteazd domeniul A. Atunci, notind cu k=max {v;, %, |y;, |%5| } avem,
pentru orice £ > t

lx@)] <k st |y()] <k
si prima parte a teoremei este demonstrata.
Existenta cel pufin a unei solufii periodice rezultd din teorema de
punct fix a lui Brouwer.

Academia R.P.R. — IMiliala Cluj
Institutul de calcul
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OrPAHMYEHHBIE PEHIEHHWA U MEPHOMUUECKHE PEMEHHS 7151 HEKOTOPBIX
CUCTEM HEJNMWMHEWMHBIX OH®PEPEHIHAJIBHUX YPABHEHHH

"(Hpatroe co.epranmne)

B pa6ote [1] M. Bap6aaar naer mocraToudble YCAOBHS 15 OrpaHHuei-
HOCTH Bcex pemeHnil cucrembl (0) u cyliecTBOBaHHS, MO KpaiHOM Mepe,
OJIHOTO MEepHOAHYECKOTO pelnednsi. B panuoii pafoTe Mbl paccMaTtpHBAIN
BMECTO I[IepBOro ypasHenusi cuctembl (0) x =4y ypaBHeHHe X =/h(y) H
MOKA3aHo, UTO YTBEpIKJAeHHs TeopeMbl Dapanata coxpaHAIOTCA M B 3TOM,
dosee obieM, caydyae. JlokaseiBaeTcs.

Teopema. Ilycrs 1 cucTeMbl Au(depeHUHaNbHbIX ypaBHennii (1) Boi-

NOJIBHEHLI YCI0BHS:
1°, ®dynkuun (%, 9), g (%), h(y) B e(f) — HenepblBHE ANA BCEX 3HAUE-

HMi CBOHX HPIYMEHTOB, NMpHYEM e(t) — opranndena;
X
g—(’m) >1 paa | x

2° Cyulectsyer yucao a >0 Ttakoe, 4To =
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3° Ecanu |y|>a, torna f(x,y)|y|—=> ~ nna (#2-+92)%— oo ; cymect-
Byer uHca0 M > 0 Taxoe, uro f(x, y) >M ana x>a, 0<yv<La n ¥ <<—
—agLy<0; i

4°. sign h(y)=signy u S h(y) dy=co.

0
Torna cywecreyer nocrosimnas k,. 3asucsimasi ot GyHkuufi f, g, b W ¢
TAKast, UTO ISt KAXOOr0 pelleHus ; x(2), y(t)} cucremnl (1) cymecreyer

uHCao T, o6Janaloliee CBOHCTBOM, YTO IS > T MMeeM
| x@)| <k, |y()| <k

Ecan CBEpX TOro, et + o) =et) (w<<0) u ofecrneycHa eIuHCTBeH-
HOCTh pewenuii, Torna cucrema (1) momyckaer, mo kpaife Mepe, ofHO MepHo-
AfvecKoe peluHie, MepHoaa .

SOLUTIONS BORNELS ET° SOLUTIONS PERIODIQUES POUR CERTAINS
SVSTEMES D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES

(Résumeé)

En [1] I. Barbédlal donne des conditions suffisantes pour que le
systéme (0) admette toutes les solutions bornées et au moins une solution
périodique. Dans ce travail on substitue la premiére équation x = gy du
syster'ne (0) par I'équation x = h(y) et I'on montre que les conclusions
du ‘[heoyén‘ie de I. Barbilat se maintiennent. On démontre le théoréme:

. Théoréme. Si pour le systeme d’équations différentielles (1) les con-
(|lfIOI'l°S suivantes sont satisfaites:

I%. Les fonctions [(x, y), g(x), h(y) et e(l) sont continues pour lou-
les les valeurs des arguments, en plus, e(?) est bornée;

g(#)

2°. 1l existe un nombre @ > 0 tel que > 1 pour [x| > a.

3% Si|y| > a alors [ (%, y) ly| — o pour (52 + y2)' —s co; il existe
un nembre M > 0 tel que f(x, y) > — M pour {x>a 0=y =a)}
et {x<_a,—6z<:iy§O}. T

4°. sign h(y) = sign y et S: Ay)dy = o.

Alors il existe une constante £ dépendente des fonctions [, g, 4 et e
telle que pour chaque solution x (%), y (¢) du sisteme (1) il existe un
nombre t avec la propriété pour que pour £>t on ait

()] << & lgt) 1< B
Sie(f - w) = e(f), (w > 0) et si 'unicité des solutions et assurée,

alors le systéme (1) admet au moins une solution périodique, de
période .




