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Lucvave presentatc la sestwnea stiinlificd din 21—23 aprilie 1960 a Universitdfin
. .Babes— Bolyai'’, Cluf.

Cercetarea matematici a anumitor refele electrotehnice si radiotehnice,
cum este schema generatorului cu lampd, precum si studiul unor scheme
mecanice care intervin in problema dinamicii sborului, conduc la sisteme
autonome de doui ecuatii diferentiale, in general neliniare, de forma

dx

i P(x, ),
Y _ :
= Q(x, )

O serie de rezultate in aceastd directie, cu aplicafii in tehnica, sint prezentate
in edifia a doua a cdrtii lui Andromnov, Vitt si Hadikin [L]:

in lucrarea de fatd se indica conditii de realizare a unui regim periodic
pentru un caz particular al sistemului amintit de ecuafii diferentiale. Antime,
folosind metodele bine cunoscute ale lui T,evinson si Smith [2],
Filipov [3] si Draghilev [4], precum si ideea introducerii unui
termen neliniar [5], in lucrare se di o usoard generalizare a unei teoreme
a lui Draghilev, ardtind cd in conditii care se vor preciza in cele ce urmeaza,
sistemul de ecuatii diferentiale

= — w(y) — F(), -
- (1)

oY et
= g(¥)

admite cel putin o solufie periodica.
Lucrarea nu trateazi problema unicitatii solufiei periodice.

*) Aceasti lucrare apare gi in limba rusa in revista ,,Mathematica”, vol 1 (24), fasc. 2, 1959
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Presupunem ca functiile F(u), g (#) si h(u), care intervin in sistemul
(1), sint definite si continue pe toats axa reald si satisfac unor conditii care
asigurd unicitatea si prelungibilitatea oricirei solutii a problemei lui Cauchy
pentru sistemul (1). In aceste ipoteze obisnuite se stabileste urmitoarea
teorema.

TEOREMA. Dacd

§ X
1° sgn g(x) = sgn x s wntegrala Sg( E)dE este divergenti pentyu|x|— oo ;
0

2°. sgn F(x) = —sgn » pentru | x| suficient de mic
3°. existd numdrul pozitiv M §1 constantele pozitive k si k', b >Rk, astfel ca
F(x) =k, pentru x > M,

F(x) < —F, pentru v < — M ;

4°. sgn h(y) = sgny si |A(y)| = 0o pentru |3 | = o0 ; atunci sistemul de
ecuaii diferentiale (1) admite cel pufin o solutie periodicd.

In demonstratia teoremei vom distinge citeva etape.

a) Din conditiile 1°, 2° si 4° ale teoremej rezultd cd g (0) = F (0) = h(0)
= 0, deci originea coordonatelor este un punt singular al sistemului. Acest
punct singular este unic.

In planul fazelor (%, ¥) vom construi un domeniu inelar &l care nu confine
originea si care se bucuri de proprietatea ci orice semitraectorie pozitiva
a sistemul (1), care pleacd dintr-un punct al domeniului &, va ramine in
acest domeniu pentru toate valorile urmdtoare ale variabilei independente ¢.

n acest domeniu va fi situati solutia periodici din enunjul teoremei,

b) Constructia indicatd mai sus se va realiza utilizind familia de curbe
de nivel a energiei sistemnului (1) si anume (x, ¥y) == ¢, unde

; M# ¥) = G(x) + H(y),
in care

i
60 = {e@az, Hy) = (h(n)an.
0 0

Din conditiile 1° si 4° rezultd ci functia A(x, y) este definitd pozitiv,
de aceea curba definits implicit de ecuatia A(x, ¥) =¢, cuc > 0, este inchisi
iar domeniul interior delimitat de aceasta confine originea coordonatelor.
In plus, daci 0 < ¢ < ¢”, atunci curba A(x, ¥) = ¢’ este situatd in domeniul
delimitat de curba Az ) = 2"

¢) Alegem |x| atit de mic incit si fie indeplinitd conditia 2°. Atunci
derivata functiei A(x, y) in virtutea sistemului (1) este o functie definitd
pozitiv. In adevir,

@:@-@_'_a__l.ﬂ_

dox w oy g = SWO) = Fx)] + hy) [~ g(x)] = — g(#)F(x),
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de unde, potrivit conditiei 1°, rezultd ca

d_?‘>()
dt

pentru valorile indicate ale Iui | x|

Din acest motiv toate semitraectoriile pozitive care au %?u_ncf:,cedcomt_lcr;e
cu curba A(x, ¥) = ¢, unde ¢ este o constanta pozitiva si su I‘leq g Ei'm;ta‘l’:
vor tdia acea’stﬁ curbi din interiorul spre exte;‘lorul tdomen;:1 Illl(l_t :i::gu]ar

. . 'l . - n =
4 : inea coordonatelor este u ila
de ea. Rezulti de aici cd originea el gl
de respingere a setnitraectoriilor pozitive. Curba A 1(ﬁc, %) = ¢, astfel const !
va servi ca [rontierd interioari a domeniului inelar &l

d) Fie acum ¢ un numdir mai mare decit numarul

max [k, sup |F(x)]].

—M=x=M
i irfurile 1 Vo(M, — a),
5 i hiul cu virfurile in punctele V (M, a), V,
(I}O?S—trﬂull m_d;;ipfi}lig_ 1211}, a), (fig. 1). Pe dreapta x = M alegem un punct
Q(?'M ; ygi astfel incit yg >a si si avem
h(y) >a, pentruy >yq.

i ibild in virtutea condifiei 4°.
enea alegere a punctulul'Q este posl : :
?&tsfxi? notind cgu f(Q, 1) traectoria sistemului (1) care iese din punctul Q,

avem pentru 0 < x £ M,

& — h(y) — F(x) >a — F(x) >0,
at

L (I g(x) < 0. (2)
dt

Din aceste inegalititi rezulta
cd semitraectoria negativa f(Q, ?)
va merge spre stinga In sus gi va
traversa perpendicular axa 0%,
intr-un punct P(0, y), fiinded
lim g(x) =g(0) = 0. Inegalitifile
x40

(2) ne mai aratd cd semitraectoria
pozitivad f(Q,?) este mdre:pt_ata,
in punctul ¢, spre dre?.pta in jos ;
in plus, a doua inegalitate din (2)
aratd ca y(/) descreste pentruf
crescitor i ¥ > M.

e) Vom ardta acum ci exista

cel putin un punct Q(x, y) situat
pe semitraectoria pozitiva f(Q, ), .
astfel incit ¥ > M si ‘ Fig.
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Wy) — F(x) = o.

In adevir, potrivit alegerii punctului Q, coordonatele (¥ i

sul 1.C“1e£1t. de aproape de punctul Q si si(guat pe sem_itraeg;)gl% Eltjlcejzil}cll};g. ]I‘?fl(lgn3§
verilica inegalitatea /(y) — F(x) > 0. Pentru a demonstra egalitatea de mai
sus este suficient, pe baza continuititii functiei h(y (%)) — F(x), si arits
ca existd cel putin un punct (x,, y,), ca Kq = M, ¥y >y astfel ca ; -

h(y)) — F(x) < 0.

.Pentrll a Stabﬂi dceasta p ‘esupunem c Ira u ca {
t " S p nem co aru anuine ce ent i
" 3 ) P I'ul orice
v fur §1y >j}o avem

Wy) — F(x) > 0.

Dar atunci i itatile (2) in sif i
= 113)1 ine gahtva‘;ﬂc. (2) se menjfm st in domeniul D = {2 >M,y< vo}
e acum & un numdar mai mare dectt numsrul

max [k, sup A(y)].

<y,
Utilizind condifia 3°, avem
i el &%)
dx h(y)—F(x) b—Fk

Initegrind ultima inegalitate de la M la «x, obfinem

1
= ya=r—{ ez

M
De aici SE‘“VEdC, (,:1 potrivit condij:iei 1°, pentru x suficient de mare, y devine
n.f:gaf':ly..l*lce % 91y, aceste valori. Avem evident, ¥, < M siy, < 0. Potrivit
conditiei 4°, avem si A(y,) < 0. De aceea, cu atit mai mlt, =

hi(yy) — Fx) < 0.

Contradictia la care am ajuns demonstreaz3 existenfa a cel putin un punct

?{x, v pentru care Wy) — F(x) = 0. In plus, tangenta la traectoria f(Q, ¢),
in punctul (), este indreptatd vertical in jos, fiindes .

(d,v
—J = 0.
dt Jy=Tx

y=y

N P e : . . :
Pe linga acestea, din rationamentul de mai sus rezulti ci pentru x =

$iy < yg avem
h(y) — F (%) < 0.

De altfel, aceasts inegalitate este evidenta pentru x = 0751' Y < 0.
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) Prelungind acum semitraectoria pozitiva , 1) dincolo de punctul
1 b & P : P
O(x, v), vom avea pentru toate valorile urmétoare ale lui ¢

h(y) — F(x) < 0
deci, pentru x > 0,

%:Mw_ﬁm<m
ﬂ

= — glx) =< (.
= glx) <

Agadar semitraectoria pozitiva f((), f) coboarad spre stinga si va atinge
dreapta ¥ = M, pentru a doua oara, intr-un punct Q'(x, »’), ale cirui
coordonate verificd inegalitatea A(y') — F(x') < 0.

g) Luam pe (h'eapta x= — M pullcttﬂ U(f M, yy), avind ordonata
vy > a, astfel incit A(y) >a pentru y > yy. Consideram semitraectoria
pozitiva f(U, ¢) care pleacd din acest punct. Pentru — M < x < 0siy > yy
avem

a7 > 0.
dt

dy .
— =0 =
at ®
Prin urmare semitraectoria pozitiva f(U, ¢) va taia axa Oy intr-un punct V.
Se poate presupune ca punctul V coincide cu punctul P construit mai sus.

Am construit deci arcul de traectorie UPQQ', unde coorodonatele
(x', ') ale punctului Q' verifica inegalitatea i(y") — F(x") < 0.

h) In mod analog, urmirind counstructia de la punctele d) si g), vom
construi un arc de traectorie, care pleaca dintr-un punct W, situat pe dreapta
¥ = — M i a cdrui ordonatd y, > — a este astfel incit i(y) < — a, pentru
v = 4yw. Procedind apoi analog cu cazul arcului UPQQ’, vom construi
arcul de traectorie TSW W', unde punctul T este situat pe dreapta x = M,
nu mai sus de punctul @', punctul S pe axa Oy, iar punctele W si W’ pe
dreapta ¥ = — M. In plus, coordonatele (", ') ale punctului 1W" verifica
inegalitatea A(y") — F(x") > 0.

7) Relativ la pozitia punctelor " si U, ambele situate pe dreapta
v = — M, sint posibile urmitoarele situatii ' '

o) punctal W' este situat sub punctul U,

B) punctul I’ coincide cu punctul U,

v) punctul W’ este situat deasupra punctului U. -

Vom demonstra ca in condifiile teoremei existd cel putin un. sistem
de ayce UPQQ’, TSWW', de tipul celor de mai sus, pentru carve situatia v)
nu poate avea loc. :

Pentru demonstratie presupunem contrarul, anume ca situafia y) se
realizeaza pentru orice sistem de arce de tipul UPQQ’, TSWW' cu proprie-

tatile studiate la puntele d)—%). Atunci prelungim semitraectoria pozitiva:

S (W t) pina la intersectia ei, in punctul P’, cu axa Oy. Considerdm domeniul
4, delimitat de curba inchisda I' formatd din arcele de traectorie PQQ’,
1 SWW'P’ si segmentele de dreaptda PP’ si Q'T.
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Pe baza unicitdfii solufiilor sistemului (1), semitraectoriile pozitive
pot sa intre in domeniul & numai prin puncte ale segmentlui Q'7 si pot
sd iese din @ numai prin puncte ale segmentului PP’, traversind perpendi-
cular acest segment.

7) Vom lua acum ca punct inifial punctul A(0, y,) situat pe axa Oy
deasupra punctului P’, si vom construi semitraectoria pozitivd f(4, {) care
pleacd din acest punct; ea va avea o aluri aseminitoare cu arcele curhei
. Anume va intersecta dreapta » = M in punctele B si C, axa Oy 1n punctul
D(0,y,), dreapta ¥ = — M in punctele E si F si va reveni la axa Oy intr-un
punct A(0, ).

Observam ci daci punctul C este situat pe segmentul Q'7, atunci
semitraectoria pozitivd f(4, #) intra in domeniul 4, din care poate iesi numai
prin puncte ale segmentului PP’ ; dar atunci, intrucit punctul P’ este situat
sub punctul initial 4 al acestei semitraectorii, pentru sistemul corespunzator
de arce nu se realizeazi situatia v). In acest caz afirmatia de mai sus este
demonstrata.

Presupunem deci ci punctul C se afli sub punctul 7" de pe dreapta
¥ =M.

" Daca punctul 4 se afli sub punctul 4, atunci afirmatia noastri este,
de asemenea, demonstrati.

Asadar presupunem ci y, > y,. Fie H punctul de interseclie a semitra-
ectoriei pozitive f(4,{) cu dreapta x = M, [ punctul in care f(4, ?) taie
pentru a doua oari dreapta x = M i, in sfirsit, 7 (0, ¥») punctul in care f(4, ¢)
intersecteaza semiaxa negativi Oy. Intrucit am presupus ci y; >y, avem
Yo < 1 < 0. y i

Pentru a ajunge la o contradictie vom delimita in prealabil variatia
functiei A(#, y), definitd mai sus si apoi a traectoriei sistemului (1).

k) Vom calenla derivata ? de-a lungul unei traectorii.
y

Avem
h(y) — F
dh _0A |, OAdx h(y)+g(x) ) () = F(x)

ay 8y  oxdy — £(#)

Asadar, pentru x =40,
dA

— = F(%).
=F()
Notim A(R) = A(xg, yg) si integrim ultima egalitate de-a lungul arcului
BC si apoi de-a lungul arcului £F, Avem,

¢ B
NC) —x(B) =\ Fidy = —(F(x)dy = — k(s — yo)
51 B (84
ME) = NE) = | Fady < #(5p — g,
£
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. 1) . "
Vom calcula acum derivata “* de-a lungul unei traectorii.

dx

Avem

LIS SN P N S %) = — EEER
dx gy dv @ = ") h(y) — F(x) + &%) h(y) — F(x)

llie — M = x < M. Introducem numerele

- . i
LPQ:S ‘ hy) — F(x Jd’\“‘ Lrs _-r h(y) — F(#)
P

P i
glx) F(x) |

gf.r)f{ﬂ ik -
we, ’””*5 hy) — F(x)
U

Bmia dx,
s S ]hm — F{x)
S

unde integrarile se fac de-a lungul arcelor indicate de traectorie. Notim cu
L = max {Lpg, L1s, Lsw, Lyp). Consideram integrala

B
5 © — g(x) F()
IA(B) — A4)] :' SW?WM |
A

Conform condifiei 4” putem alege punctul B astfel incit vg > yp si

inf  Aly) > sup  k(y)

J’BE'J'E v ."le’g.\’[?

Atunci oricare ar {i xe[0, M|, coordonatele punctelor (x, Yeq), (%, Yas),
luate respectiv pe arcele de traectorie PQ, 4B, verifici inegalitatea

hype) — F(x) < h(van) — F(x).

Din acest motiv

Q . :
IAB) — A4} < ’gﬂx—)m
‘ : h(y) — F(x) |

P

IIA
3
o
IIA
t-._‘

Asadar
| MB) — AMd) | < L.
in mod analog se arati ci
[MD) — MC)| < E, [ME) — ADY < L, IMA) — XE) =< L

De aici rezulta cd numirul 2L mirgin egte \'uria}tm valorii absolute a functieéi
Mz, v) de-a lungul oricdrei traectorii situate in domeniile Sal
By ={—M=x=M, Iy) >a}, B, =3— M =x<=M, h(y)< —a}

i 1 ==5ift e== s e 1

8 — Studii si cercgtdiri de matematicd nr 1/1950.
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1) Vom arita acum ci si variafia lui y este mirginitd in domeniile
By, B, in adevar, din relatia A(x,y) = H(y) -} G(x) rezulti cid, pentru
e y>0 |h(3y)| >a, |#(y)| >a, avem

H) — HE) = 7 — g

Dar, pe baza teoremei de medie a calculului mtegral, avem si
a— 7; e p—
H(y) — HE) = (n)dn = (v — 3)h(n),
unde ne[?/, 3]. De aceea, tinind sema de faptul stabilit la punctul &), si
antme ca in domeniile @,, B, are loc inegalitutea |x — a| < 2L, deducem

= |dE
I |+ YlgtE) iz 2L 4+ 2M . max [g(x)]
=. =M

R e x|

T »
¥ =yI= | 2(n) | a
Prin aceasta am demonstrat ci variatia lui y de-a lungul unei traectorii
situate in unul din domeniile B, sau @B, este marginita .
|y —9l< N,
unde N este egal cu numdirul

2L +2M . ;‘:La)im | g(x) |

a

m) Vom evalua acum diferenfa A(J) — A(D). Deoarece am presupus
CA Yy >V, avem si ¥, < ¥, < 0. Dar atunci, pe de o parte
MJ) — MD) >0, (3)
fiindca
Ve
AJ) — MD) = M0, 3) — M0, 32) = H(y) — H(ys) = { hm)an =

M
Vi

={ [~ hm)Jan >0
Ya
pe de altd parte vom arita ci are loc gi inegalitatea inversd : A(f) —A(D) < 0.
Ajungem in acest fel la o contradicfie, care nu poate fi inlaturatd decit
suprimind presupunerea cid y, < ¥;, adicd presupunem ci Yy > ¥, adicd
admitem y, =y, Dar atunci pentru arcul 4 BCDEFA, analog sistemului

UPQQ’, TSWW', situatia v) referitoare la punctele A4 si A nu poate avea
loc si deci, afirmatia de la punctul 7) va fi demonstratd.
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Ramine si ardtim deci c¢d A(J) — A(D) < 0. In adevir, finind seama
de delimitarile stabilite la punctele k) si /), avem

ME) — MD) < (4)
AF) — ME) < fe(yﬁ — yE)< K (31 + |pal), (6)
MH) — M(F) < 2L, (6)
M) = MH)< = k(Y — 1)
Intrucit yy >y, — N si y; >y, + N, ultima inegalitate se scrie
M) = MH) < — k(3 — 32 — 2N) = — k(31+[3[—2N). - (7)
La inegalitdtile precedente se adaugi si urmitoarea
M= W< E. ®)

Adundm inegalitatile (4), (5), (6), (7), (8):
AJ) = MD) < 4L + 2Nk — (k — &) (31 + [32))
de unde, intrucit 4, >y, avem
AJ) — (D) < 4L + 2Nk — (k — ')y, (9)
Alegem acum numarul y, mai mare decit numérul
AL + 2Nk
k— R

Pentru o asemenea alegere a lui y,, valoarea lui L poate fi considerati
aceeasi ca la punctul &), iar inegalitatea (9) devine

MJ) — AD) < 0,
ceea ce contrazice inegalitatea (3).
n) Contradictia la care s-a ajuns aratd cd dacid se alege numirul vy,
astfel incit sa verifice, pe lingd conditiile precedente, si conditia
4L + 2Nk

Shee——e
Yo . 2

atunci are loc inegalitatea v, < ¥,.

p) Asadar semitraectoria pozitiva f(4, ¢) care iese din punctul A(0, y,),
intrd, dupd ce taie pentru a doua oard semiaxa pozitivi Oy in punctul
A(0, y,), in domeniul D (sacul lui Bendixon), delimitat de arcul de traec-
tone A4 si de segmentul A4 situat pe axa Oy si avind extremititile y,
si vy, ¥o > ¥;. (Incazul cind Yo = ¥y, atunci traectoria f(A, t) este inchisi,
deci este o solufie periodicd si teorema este demonstrati). Din acest do-
meniu semitraectoriile pozitive nu pot iesi, fiinded prin segmentul AA
semitraectoriile pozitive pot numai si intre in domeniul D.
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~. . .94 notdm acum cu & domeniul mirginit de curba inchisd A(x,y) = ¢
construitd la punctul ¢). Domeniul inelar & — @ — & nu contine nici un
punct singular al sistemului (1) gi orice semitracctorie pozitivd care iese
dintr-un punct al acestui domeniu rimine, potrivit celor demonstrate mai
sus, In & pentru toate valorile urmitoare ale lui £ Tar atunci, pe baza
cunoscutei teoreme a lui Bendixon-Poincaré, in domeniul inelar I se gdseste
cel putin o solujie periodicd a sistemului de ecuatii diferentiale date.
Teorema este demonstrati.

Ob OIHOM TEOPEME CYUIECTBOBAHMS [TEPHMOJUYECKHX
. PELIEHWM

KPATKOE CONEPAHHE

PaBora copepxur obGobuienue ofHoM Teopembl Hparunesa [3).
Mmenno ycranaBmusaercs:

TrorEMaA. Ecau
X
I°. sgn g(x) =sgn x u unrezpan Sg(&)zi'g pacxodurcs npu | x| — co;

X
2° sgn F(x) =—sgn x npu 0ocTarouHo maion =l
3°. cyuwecrsyior nosomuressnoe wucaa M, b, k7, k> k7 rakue, 4ro
F(x) =k ipu x> M, F(x)<—g” npu x < —M;
4°.sgn h(y)=sgn y u |h(y)|—ce npu |yl—=eo; r020a cucrema Augbghe-
periuarbHolx ypasrenwl (1) wieer xora 6oL 00Ho nepuoduueckoe peuterie.

UN THEOI{EME DfEXISTENCE DES SOLUTIONS PERIODIQUES
RESUME

Le travail contient une généralisation d’un théoréme de A. V. Dra -
guileff [3]. On établit notamment

THROREME. S7

X

1% sgn g(x) = sgn x et lintégrale Sg(g)d}; diverge quand |x| — oo ;

X
2°. sgn F(x) = — sgn x quand |x| est suffisamment petit ;
3°. ¢l existe les nombres positifs M, k, k', k> B, de maniére quie

F(#) >k quand x > M, F(x) < — k', quand x < — M ;

“4%-sgn h(y) = sgn y el |h(y)| = oo quand |y | = oo ; alors le systéme
d’équations différentielles (1) a au moins une. solution périodique.
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