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In cazul suprafefelor riemanniene normal exhaustibile [1], regiunile
maxime?) ale oricirei regiuni din suprafata de bazi, considerate ca supra-
tete de acoperire sint de asemenea normal exhaustibile, O proprietate ana-
loagd nu se poate formula insi in cazul suprafefelor riemanniene partial
regulat exhaustibile [3]. Se impune astfel in mod natural cercetarea aco-
peririlor obfinute considerind portiuni de suprafete riemanniene partial
regulat exhaustibile, care sint regiuni maxime ale diferitelor regiuni din
suprafata de bazd. In acest scop, ldrgim in prima parte a lucririi definitia
acoperirii parfial regulate, iar in partea a doua extindem pentru aceste
acoperiri formula relativd la ramificare stabilitd de S. Stoilow [2]3,
formuld care exprimi confinutul topologic al unor rezultate clasice
relativ la proprietitile derivatei unei functii analitice, ale matematicienilor
Denjoy si Alander.

Conform teoriei 1di 8. Stoilow [2]?%), acoperirea riemanniani (S)!
unde S i V sint suprafefe orientabile, iar 7" o transformare interioari
alui V si S, este partial regulatd, dacd pe S existd un numdir finit de curbe
jordaniene vy disjuncte doud cite doud, fiecare frontieri comuni la doui
regiuni disjuncte ale multimii S — vy, astfel incit si fie verificate proprie-
tatile ;

*) Aceastd lucrare se publicd si in limha germand in revista ,,Revue de mathématiques
pures et appliquées”, t V, no. 1, p 59—74 (1961).

1) Numim regiune maximi a unei regiuni din suprafata de bazd, orice componenti conexi
a preimaginii sale de pe suprafata de acoperire [2], p. 108.

?) p. 136

3) cap. VI, IV, p. 135
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(By). Dacid P, este un gir de puu(‘te din V, tinzind citre fr 179, atunci
= T,(P), tinde citre fr S|J~y. 9 -
(By). Preimaginea fiecirei curbe din vy e compactd in ¥ sau vida.
Fiecare din regiunile §; in care se dcscompune S — vy este acoperitd
total de I sau nu este acoperiti de loc, 84 notim cu n; gradul acestei acope-
riri, Dacd V si S au caracteristici finite si dacd p, respectiv @, reprezinta
caracteristica lui V si a regiunii §;, atunci formula lui S. Stoilow da

ordinul total de ramificare al acoperirii (S)) :

r:p—f_}m P (1)

Aceastd relatie se reduce la formula lui Hurwitz dacd acoperirea este
totala, [2]9).

"

I
PROPOZITI AUXILIARE

I. Tn acest paragraf vom considera o suprafatd riemanniana (5)}. care
satisface proprietatea (8,) relativ la o multime y inchisa, oarecare din S,
Y#ST :

P,. Orice regiune 8 din S — y este acoperitd lotal de fiecare vegiune
maximd a sa A din V.

Orice regiune in care se descompune 1 — T~ (y) este regiune maximd
pentru una din regiunile in care se descompune S — . .

Fie P, un sir din A, tinzind cdtre frA. Dacd p, = T(P,) n-ar tinde
catre fr 8, ar exista un sub51r Dn, tinzind cédtre un punct ped. Punctele

corespunzitoare P,, nu tind catre fr V, conform proprietdtii (8,) si relafiei

v 8 =0, deci nnsta un subsir P” tinzind cidtre un punct P din frontiera
" . .
relativd a lui A. Dar atunci p = T(P) ar apartine frontierei relative a lui

5, [2]®), care este inclusd in vy, ceea ce este absurd. Partea a doua a pro-
pozitiei rezultid imediat din proprietdfile transformarilor interioare.

Py. Dacd a ¢ T(V) — v, atunci T Y(a) cuprinde un numdy finit de puncle
din V.

Proprietatea se demonstreazd aplicind direct rationamentul din [
Dacii P, nu ar fi adevirati, se construeste un sir de puncte tinzind citre

fr¥V, a car01 proectii tind catre a, ceea ce contrazice (By)-

()’I ',) .

4) Prin frontiera unei supmte';e intelegem frontiera ideald (2], cap IV, II. Un gir 2, €

tinde citre fr 7, dacii nu existd nici un subsgir din P, convergent cétre un punct din V [2]
p. 125.
5) QOrice punct de acumulare din S al sirului p, este situat pe y.
§) cap. V, II si III, p. 132.
) Tvident, propritatea (§;) este verificatd atunci pentru orice altdi mulfime inchisd
=2 N
a) p. 108.
9 cap. V, IL, 2 p. 126.
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Din propozifiile P; si I’ rezultd consecinta :

Cy. Fiecdrer componente conexe 8 a muliimic S — v i@ corespunde un
nwmdr finat n, gradul acoperirie saw numdrul fovfor lut 'V peste 8.

P,. Daci ae T(V)(\firy, preimaginea sa T (a) constd de asemenca
dinty-un wwmdr finit de [Jzuzcz‘c, din T,

Mai precis, tie &, componentele conexe din S — v, pe froutiera cirora
se giseste a4 si m = min #n;, unde #n; este gradul acoperirii lui ' peste §;.
Atunci T '(a) consti din cel mult » puncte.

Evident cel putin pentru o regiune §;, de ex. 8,-0, avem g = n, Dacd
a ar fi acoperit de # -+ 1 puncte din ¥V, ar exista o vecindtate a sa v, formata
din puncte acoperite de cel pufin » + 1 ori de V, dupé teorema de inver-
siune a transformirilor interioare [2]1%). Insi v, &; , 7= 0 51 8 este aco-

perit de # ori.

Cy. Dacd suprafata (S)'. verificd proprietatea (By) relativ la o mulfime

4
[frontierd v din S, prevmaginea flecdrui punct din T (V) este formatd dintr-un
nwmdr finit de puncte din T,

Observagie O, : Condifia ca y si fie mulfime frontierd e necesard pentru
formularea propozitiei C,. Dacd v are puncte interioare, fie 4 un domeniu
jordanian inclus in vy, jar 7 suprafata obfinutd raccrdind la S, tdiatd intie
doua puncte interioare Iui d, un capat logaritmic peste int 4. Acoperirea
obfinutd a lui S are proprietatea (B,) relativ la +y, dar punctele din int
au preimagini infinite.

Cy. Dacd (S)Y. satisface (B,) relativ la mulfimea frontierd v, iar S — v
se descompune intr-un numdy finit de vegiuni 8; (saw, nwmai wun numdr finit
de vegiuni din S — vy, §;, stnt acoperite de V), oricare ar fi a e S, muliimea
T Y(a) e formatd din cel mult N puncte din V, unde N = max n,.

O,. Un exemplu in care y ¢ o multime frontierd, S — y consta din o in-
finitate de regiuni si oricare ar fi IV existd puncte din S acoperite de mai
mult de N ori, il constituie suprafata riemannianid urmitoare : Fie S —
planul complex (2), ¥ — mulfimea cercurilor |z| = R,, pentru @, un sir
crescator de numere pozitive tinzind citre oo, si punctul z = oo, iar V —
suprafata constituitd din o foaie peste S — {w}, la care racordam peste
R, < |z| << R, ,, # fol in lungul unei tdieturi ale cirei extremitdti in-
terioare acestei corcanc circulare sint puncte de ramificare de ordinul 2.
Alegind exhaustiunea lui 7 formata de V, = T_l(ﬁzl < R,) se stabilegte
imediat cu formula (1) c¢i genul Iui V, este 0. Dz2ci V are genul 0 $i o
infinitate de elemente frontiera.

. Fie din nou y o multime inchisd arbitrard din S, yz= S. 54 notdm

cu « g1 o elementele frontierei ideale a lui V respectiv S, L_’,] m In S=SU
U fr S1¥ mulfimea inchisd vy |Jfr S se descompune in componente conexe a.

1) p. 114

) p. 85

12) Am notat cu S (respectiv V) spatiu topologic obtinut dupd H. Freudenthal prin con-
pletarea lui S (respectiv V) eu elementele sale frontierd [4], I, § 7, p. 26.
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Spatiul S fiind compact, dou# componente distincte o, si o, se pot tot-
deauna separa printr-un compact din S — v.

P,. Dacd P, e un siv de puncte din V, tinzind cdtre un element frontierd
o a lue V, strul p, = T(P,) linde cdlve o componentd bine determinald o a
mattimir v |J Ir S,

Propozitia P, se stabilegte printr-un rafionament au'ﬂ{)g cu cel aplicat
in [2]1%). Fie L un drum continuu din V trecind succesiv prin punctele P,

si tinzind citre « pe V = V|Jfr V. Daci ar exista subglrurlle P 81 75I

K’
f

tinzind cdtre componentele diferite ale multimii v(Jfr S: ¢ si ", pmecf:m
T(L) ar inters cta de o infinitate de ori un compact 2 C S— v, ce separi
o' de ¢’ pe S. Cum fiecare punct din % are preimaginea finitd dupd propozi-
fia P,, ar exista pe L un sir Py tinzind citre «, cu proectii p; = T(P}) dife-
rite doud cite doud, apartinind lui %, ceea ce contrazice (f,).

C,. Propozitia P, ne permite sd stabilim o corespondentd univocd de la
maltimea {0} a clementelor frontievd a lui V' la multimea {c} a componentelor
conexe din care ¢ formata v|Jfr S pe

0;. Se stie .cd in cazul acoperirilor parfial regulate (S)Y, dacd S are
ordin de conexiune finit, iar V" gen finit, atunci ¢i ¥ are ordin de conexitne
finit, [2]'). Aceastd proprietate nu se piastreazd insd daca renunfam la
conditia (B,), dupd cum aratd urmitorul exemplu ce satistace proprieta-
tea (B,) relativ la o multime vy astfel incit S — v si {o} cuprind un numar
finit de componente conexe: S — planul complex (z), y — circumferinta

—
z—D
(la], | 5] << R) din care s-a scos de pe una din foi domeniul de pe = A
iar din cealaltd foaie, o mulfime inchisd, infiniti, total discontinui de pe y.

|z] = R (0 < R < w), iar (S)}. — suprafata riemanniana a functii

3. Vom analiza acum cazul important in aplicatii, in care y ¢ format
dintr-un numir finit de curbe jordaniene, disjuncte doud cite doud si un
numdr finit de arce simple'®): fiecare jordanian pe S sau partea din S a unui
arc jordanian de pe S, a cdrui intersectie cu fr S este alcdtuiti din una sau
ambele extremitafi. Admitem si cazul cind cele dou extremitafi ale unui
arc coincid. Tutersectia unui arc din v cu alt arc sau curbd jordaniana din
v contine cel mult extremititile arcului. Numim noduri extremitatile arce-
lor din v cuprinse in S19 si notdm cu 77 mulfimea lor.

%) p. 129,

). 129,

15) Convenim si numim arc simplu inchis (arc jordanian) imaginea topologicd a unui
segment, arc simplu deschis (respectiv deschis la unul din capete) imaginea topologicd a unui
interval deschis (resp. deschis la o extremitate, inchis la cealaltd) gi arc simplu unul oarecare
din aceste arce,

16) FHyident, fird a restringe generalitatea putem inldtura prin inlocuirea cu o curba jor-
daniand sau compunerea drumurilor, nodurile care sint numai extremitate gi origina pentru
acelasi arc sau extremitate comund pentru doud arce, fird ca si mai apartind altor arce sau
curbe din y.

b
o
~I
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Cum arcele din v nu-s totdeauna compacte in S, nu putem cere ca
acoperirea (S)¥ sd verifice (B,), ci vom inlocui aceastd condifie cu pro-
prietatea locald (LB,) : '

Fie 4 un punct din y si v o vecinétate a sa. Notam cu k,, componenta
conexd ce contine p, a mu]tunn vy v, k,, este formata din p si pentru fiecare
arc de pe vy ce trece prin j), din subarcul deschis cuprins intre p si primul
sau punct de intersectie cu fr v.

Spunem cd punctul p din v are propriclatea (Lp,) daci existd o veci-
nitate 7 a sa, astfel incit preimaginea mulfimii 2,7 sa aibid componentele
conexe relativ compacte in V sau si fie multimea vida.

P,. Daci p are proprictatea (LBy) si T (p) = fwcarc, c,ou.cpoumm
conexd a multimis T " (ky3) contine cel putin wn punct dm T Y(p), deci T ' (ky7)
are un mumdar finit de componente conexe.

Fie K o componentd conexa din T—l(kf,‘:), ¢ un punct din K, iar
g = T(Q). Considerdm un arc simplu inchis / ce uneste pe k,3 punctele ¢
si p si transportdm 7 din Q pe V. Daca drumul continuu astfel obtinut
L nu acopere p, existd un prim punct » de la ¢ la p neacoperit (eventual
r = p). Conform proprietdtii (LB,), drumul L este relativ compact pe V.
Fle P, un gir de puncte din L, pentru care p, = 1'(P,) tind citre ». Punc-
tele P, au cel putin o limitd R*. Din continuitatea transformarii 7' rezult
T(R*) = r. Aplicind teorema de inversiune a transformirilor interioare
[2]%7), deducem ci existd vecinitafi @yp* acoperind total v,. Dacd P, e (Qgs,
iar arcul p, 7 e inclus in v, din P, putem transporta acest arc intr-un
numdr finit de modu 1 peste /, acoperind de fiecare datd ». Unul din aceste
arce coincide cu L, ceea ce este absurd.

Cs. Daca v e compact in S, proprietatea (B,) este echivalentd cu (LB,)
pom’m toate punctele lui v, cici y se poate acoperi cu un numar finit de
mulfimi f,7.

Numim exceptionale ]mm'i'ele din vy, care nu au proprietatea (Lp,).
Mulfimea ¢ a acestor puncte este inchisd in S, deoarece dacd p are pro-
prietatea (L8,), orice qe k7 are acelasl proprietate. In mod analog, ptitem
defini pentru orice submultime ¥  y cu aceleasi proprietafi ca ;i ¥, in
particular pentru cu be jordam'enL sau arce din vy, puncte exceplionale
relativ la v*, inlocuind y cu y*. Fie &,+ mulfimea acestor puncte. Evident
&=J&yx, reuniunea fiind extinsd asupra tuturor curbelor sau arcelor v din vy,

"”G-

0,. Dacd pe&, existd o vecindtate a sa w, astfel incit

e . . ! > SR T T .
1. regiunile maxime ale ei velativ ld puncte din T (p) sd fie relativ
compacte in V), si

= Sl s . -
2. T (kpw) s@ aibd componeniele conexe relativ compacte in V.

) p. 114
18) Observatia O, | este o consecintd a teoremei de inversiune gi, e valabild pentyu orice
;

acoperire (S)}, daci T7(p) e o mulfime finita.
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Py. Orice subarc | C v — & este acoperit total de fiecare componentd conexd
a prevmagimit sale; fiecare acoperd orice punct din 1 cu acelasi wwmdy de
puncte, iar V acoperd | cu un numdr s de for, '

Fie p, si p doud puncte din /, iar I* un arc jordanian unind pe 4, p,
cu p. Acoperim [* cu un numéir finit de vecindtafi w; relativ la punctele
Pos b1, ..., Py = p canform observatici O,. Din Pj rezultd insd ci reuniunea

. 0 ; e b - . N
regiunilor maxime ale vecinititilor w; m raport cu punctele din |J Tﬁl(pj)
J=0

2 =l ES o . = X 5 = H {
include 777(/*). Dar orice componenti conmexi a reuniunii acestor regiuni
=

acoperd total regiunea (J w; deci /¥ este acoperit total de I/ cu s foi, s fiind
i=0

numdrul punctelor din 77" (4_) socoti i iplici i

L I 1 din 7 (#o) socotite cu ordinul de multiplicitate respectiv,

Cum p este arbitrar in /, proprietatea I’y este demonstrati.

Py Cind transportam wn arc simplu 1 de pe y peV, dacd L este un drum
conbenun astfel obfinut, L acoperd total | sau tinde citre tr 1/ (1 anume
catre un element bine determinat din fr V). In ultimul caz, existd un punct
re éﬂcﬁuccsijfel incit pentru orice sir R, e L, tinzind citye fr V strul v, = T(R.)
sd tindd cdive .

__Propozitia se stabilegte in mod analog cu P;, observind ci in cazul
cind L nu ar acoperi ‘total / $1 nu ar tinde citre fr V, ar exista un prim
punct 7 neacoperit pe / si un sir R,e L, tinzind catre un punct Re ¥/, in
timp ce 7, tind citre 7, deci T(R)— 7.

Py. Dacd pe &, pentru fiecare vecindlate a sa v, existd cel putin un arc
sumplu deschis la o extremitate, necompact L din T YyNv), astfel incit cind
punctul P din L tinde citre fr. V, proiectia sa P linde cdlre un punct excep-
tional bine determinat ve y(v. (Eventual y — p).

. L s . ” Ty -1 ~
‘ I131:1 adevir, Reutru orice \»CClI}fltclte v, T (k,) are o componenti
conexa mecompactd. Mulfimea k&, fiind formatd dintr-un numir finit de
arce simple, unul din cle cel putin, fie /, are o componentd conexid a mul-

D s =1 & 5 . .
fimi T(]) necompactd. Tolosind P., deducem atunci existenta arcului
L sia luir '

L > J | ¥ i 7. ’ 2

Py HFie L un arc simplu din 1~ (y) tmaginea topologicd a intervalulii
O<?¢ <1 Abtunci atit L cit si drumad continuu T(L) tind cdtre un punct
bine determinat din T respectiv S, cind t tinde citre 1.

- Dacd T(:L) ar avea doud puncte limitd *) pe S, pe orice compact din
S ce le seépara, ar exista un punct limitd, deci putem presupune cele dous
puncte ¢, si 72 pe S. Evident 71 §1 gz € y. Tie v o vecindtate a Iui g,, carc
nu contine q,, iar P, (h =1, 2) siruri de puncte de valori t crescind cdtre
]‘ cu proprietatea t,, < 4, < by astfel inelt py, e, iar p,,ev. Dupd teo-
rema lui Hahn si Mazurkiewicz, pentru n suficient de mare, Py, €k,

1

Y) Prin punct limiti intelegem un punect P astfel incit existd giruri inzi atr
3 Priz ¢ 3 : std girurile 7, tinzind cétre 1
i p(ty) din T(L) tinzind citre p. !

'
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deci intre p,, si py,, T(L) va intersecta odati frontiera lui ky o, care constd
dintr-un numdr finit de puncte. Pe I ar exista atunci o infinitate de puncte
cu proectia in unul din aceste puncte, ceea ce contrazice C,. In concluzie,
T'(L) are extremitafi bine determinate pe S. Drumul L nu poate avea nici
el doud puncte limitd pe V, cdci ar exista o infinitate de puncte limitd
pe V, proectate in acelagi punct din S (punctul limitd a Iui 7'(L)). Prin

urmare, L se va termina intr-un punct bine determinat din V.

Oy. Pe T '(y) ewistd un nwmdr finit de arce L sumple inchise disjuncle
dowd cite doud, care wu se mai pot prelungi pe T '(y) tn una din extremitilile
lor, Qe V. Intr-adevdr, 7'(Q) este un nod din vy, care e extremitate a unui
singur arc din y fard sa lie gi origind pentru acest arc sau si aparfini
unei curbe jordaniene din y. Existd insd un numdir finit de astfel de noduri,
iar preimaginea lor e finita.

4. Py Lie (S)) o acoperive cu proprietatea (3,) relativ la o multime
Y de tipul comsiderat la wr. 3. Dacd V are caracleristicd finitd, existd un
numdy finit de puncie exceplionale pe v.

In cazul contrar ar exista un arc { din y — ¢ confinind o infinitate
de puncte excepfionale p . Putem presupune (extragind eventual un subsir
gi schimbind numerotarea) ca p formeazi un gir tinzind monoton citre

un punct 7 din S. Pentru fiecare arc p,, . p, ., existd, conform propozitiei
Pg, un arc simplu L, necompact in ¥ cu o extremitate intr-un punct din
V' si cealaltd Intr-un punct din fr V si a ciirei proectie cind ne apropiem
de {r I/ tinde catre un punct excepfignals, de pe arcul deschis p, . p,, oy
Doud arce L, sint evident disjuncte,

Conform consecinfei C,, mulfimea V' — T~ '(y) cuprinde un numir
finit de regiuni. De aci rezultd ci T_I(Y) nu poate fi formata dintr-o infi-
nitate de componente comexe diferite. Intr-adevir, in cazul contrar, ar
exista dupd O; o infinitate de componente distincte fdrd arce simple ter-
minate fn puncte din /. Dar pe o astfel de componenta sau ptitem con-
sidera un «<ircuit sau putem alege un arc simplu necompact in ambele capete,
care dupd propozifia P, se va termina in puncte din fr V, deci va fi o
transversald pe V. Pe 1" am avea deci o infinitate de circuite sau traus-
versale, situate pe 77'(y) si disjuncte doud cite doud, care ar impargi ¥
intr-o infinitate de regiuni, deoarece caracteristica lui V' este finita2o).

Prin urmare, o infinitate de arce L, se gdsesc pe aceeasi componentd
conexd din T‘l(-y) si cum V' are un numir finit de elemente frontiera,
putem presupune cd duc la acelagi element «. S& considerim V' pe un tor
general,zat, iar « fie un punct din acest tor. In vecinitatea parametrici
alui a: |z| -1, x¢=0, orice curbi jordaniani ¢, corespunzitoare unui
cerc |z| = 7 intersecteazd un numir finit de L,, deoarece altfel atit ea

2, : ; . . e =
cit si curbele ¢,, p — 7, ar confine un punct din 7 (r), ceea ce contrazice

20) Pentru demonstrate folosim teorema de adunate a catacteristicilor [5].
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consecinta C,. Luind un sir descrescitor », | 0, ales astfel incit ¢, S8 inter-
secteze cel putin un L mneconsiderat in etapele anterioare si interpretind
suceesiv L, ce intersecteazd ¢, ca transversale in regiuni deja formate in
interiorul lui ¢, prin tidiere in lungul arcelor L, considerate anterior, sta-
bilim®) ca {L,} separa in interiornl lui ¢, o infinitate de regiuni simple
conexe, disjuncte doud cite douad din I/, ceea ce este absurd. Prin urmare
nu pot exista o infinitate de arce L,, deci avem numai un numar finit
de puncte exceptionale pe ¥.

Cy. In condifiile propozifies Py, suprafata riemanniand (S),. are
wn nuwmdr finit de puncle de ramificare.

intr-adevdr, 7 %(y) descompune V intr-un numir finit de regiuni A
fiecare acoperind total o regiune T(A)=38 din S — y. Multimea 77 '(y)
nu poate avea o infinitate de componente conexe si pe ea nu se pot con-
sidera o infinitate de circuite, de transversale sau de arce terminate 22 in
puncte din ¥ sau cu o extremitate fntr-un punct din V/, cealaltd fntr-un
punct din fr ¥?) cum rezulti In mod analog ca in demonstratia propo-
zitiei Py,. Deci, pe y se proecteazd un numar finit de puncte de ramificare.
Atunci, fiecare A are caracteristica finitd si acoperirea (3)4 un numar finit
de puncte de ramificare ).

Py, Fie (S)Y o acoperive cu proprietdtile (B,) relativ la o multime v de
tipul considerat la ny. 3 si (LB,) exceptind un numdr finit de puncte din -,
Dacd S are carvacteristicd finitd, iar V gen finit, atunci (S) I.are un  numdr
findl de puncte de vamificare si V un numdr finit de elemente frontierd.

In fiecare regiune 8 S — v se proecteazd un numir finit de rami-
ficiiri, conform propozifiei P;, consecintei C; si propozifiei din [2]29), deoa-
rece § are caracteristicd finitd §i regiunile sale maxime au gen finit. Pe
fiecare arc simplu / in care se descompune y — (& @) M) (unde M e o
mitltime formatd din cite un punct pe fiecare curba jordaniand din v,
disjunctd fati de &|J @) se proecteazi insd de asemenea un numdr finit de
ramificiri. Intr-adevir, / e pe frontiera a doud regiuni 8 si 8’' sau a unei
singure regiuni 8 din § — y. In 8’ 5i 8", respectiv & de ambele parti ale lui /,
putem construi arcele simple I’ si I"" cu aceleasi extremititi ca si /, suficient
de apropiate de [ ca regiunile limitate de / si ', respectiv 7 gi I’ in &', 8"
sau & sd fie simplu conexe gi inchiderile lor relativ la &', 8" respectiv § sd
nu contini proectia nici unui punct de ramificare din (S)}. Fie d reginnea sim-
plu conexd limitatd de /' i I'' si continind /. Regiunile maxime ale lui d
relativ la puncte din 77 '(p,) cu p, € I acoperi total d, deci ca si mai sus,
contin un numir finit de puncte de ramificare. Insd ele sint in numar finit.

21) Folosim din nou teorema de adunare a caracteristicilor,
22) Tn sensul observatiei O;.

#3) Arce analoage cu L, din dewonstratia propozifiei P,
) Rezultd de asemenea si cd T'(V) are caracteristicd [initi.
2) p, 129,
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Dacéd V' ar avea o infinitate de elemente frontierd, ar exista o regiune

- - SR | . < e s TR,

A din V' — T (y) de gen finit, dar cu o infinitate de elemente frontiers,

=1 : ) LA . 5 .

deoarece 7 (y) cuprinde un numdr finit de curbe jordaniene sau arce simple,

doud avind in comun cel mult extremitifile. Dar aceasta este absurd, cici
8 = T(A) are caracteristici finitd si este acoperit total de A.

n cele ce urmeazd vom nota cu @ multimea punctelor de ramificare.

I

GENERALIZAREA FORMULEI LUI S. STOILOW.
5. In aceastd secfiune considerim acoperirea (5)}. cu proprietatea
(By) relativ la o mulfime vy de tipul analizat la nr. 3, in cazul cind
are caracteristicd finita.

Conform propozifiei P,, si consecintei Cq, multimile @, & si & sint finite.
Notdm cn v o mulfime de curbe jordaniene de pe v, disjuncte doud cite
doud, confinind toate curbele jordaniene din y — (& iy @) si numim circuile
curbele din y’. Mulfimea &£,, a punctelor excepfionale relativ la aceste
circuite, daci exista, descompune unele sat chiar toate circuitele in subarce
simple. De asemenea multimea & |J @ descompune y — v’ in subarce simple.
Notdm mulfimea tuturor acestor subarce cu y'’ si le numim conventional
transversale. O transversali poate avea in comun cu alta sau cu un circuit
cel mult extremitafile ; ea este fie un arc jordanian pe S, fie un arc simplu
deschis la una saun ambele extremitifi, care sint elemente din fr S.

Tie §; regiunile in care se descomptne S — v si peste care V are
n; = 0 foi, p; caracteristica lui §; (finitd, conform consecingei Cgy), s; numirul
foilor 1ui V' peste transversala Y/ din vy, (conform propozitiei Py) si v,
numarul punctelor din 17 ce se proecteaza peste un punct p, e &y U
U [(EU @) — y'], socotite cu ordinul lor de multiplicitate.

TrorEMA Daci  suprafata viemaniand (S)V ave proprietatea (B,)
relativ la mullimea v (nr. 3) si dacd V arve cavacteristicd finitd, ordinul lolal
de ramificare al acoperirii esle

"':P—}J?@:‘Pi—‘_‘ﬁsj‘i‘;wu (2)
' 1 i
unde p este caraclevistica lui V, iar p;, i, S; $i v, au semificalitle de mai
sus : sumele fiind extinse la toate regiumile 8; din (S — v) N T(V), transver-
salele «(;’ din "' respectiv punclele P, € Sy U [(EU %) — ']

Dacid v constd numai din circuite gi nu existi puncte excepfionale,
(2) devine formula (1) stabilitdi de S. Stoilow.

Pentru a demonstra formula (2) vom folosi formula de adunare a
caracteristicilor lui I, Ahlfors [B].

6. Analizdm mai intii cazul: SU N C ¥, RNy = 0.
Preimaginea fiecdrui circuit pe care nu existd puncte excepfionale
relativ la el este formatd dintr-un numir finit de circuite, disjuncte doui
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cite douid. Aceasta rezulti din propozilia Tj, printr-un rationament analog
cu cel aplicat in [2] 29).

Dimpotrivd dacd pe un circuit y, se gidsesc puncte exceptionale relativ
tael, 1"_](72) constd din circuite si transversale??) (cel pufin una) pe V,
di:juncte doud cite doud, conform propoztiilor Py, si P, Ne propuncm si
evaludm numarul acestor transversale. Dacd pe v se gdsesc m = 1 puncte
din &y : Py (k=1,2, ..., m) circuitul “[;, este descompus in m transversale
Y, ; presupunem p i p extremitdfile lui y].*) Preimaginea fiecdrui v’
considerat ca arc deschis, constd din s, arce simple T'y;. Arcele I'y; sint dis-
juncte douna cite doud si au extremitdfi in puncte din y haE (p,) sau din

5 . . 1 : o E
[r. V. Fiecare punct din |J T (#,) este extremitate la doud arce unul peste
k

Y,_,, altul peste y,". Prin urmare, v, = §, sl 5,_;. Sa considerim unul din
arcele T';. Daci atunci cind pe v, tinde citre p,, preimaginea sa Poely
tinde catre fr ¥, atunci I'y; contribuie cu o unitate in s, dar nu contribuie
in v, In timp ce daci P, tinde catre un punct P, e T "(rpk) in & sit W
intervine cite o unitate provenind din I, sespectiv P,‘.J,. Diferenta s, — v,
aratd deci cite transversale din 7 ](Y;:) au ca proectie un arc ce se termini
in p,, venind dinspre vy, . Analog, diferenta s,_, — v, dd numirul trans-
versalelor din 7 '(y)) a cdror proecfie se termind in p,, venind dinspre
v, _ ;- Dar orice transversald din T_l(yl:) are doud extremititi, fiecare proec-
tatd intr-un punct p,, deci numirul transversalelor din T '(y]) este:

in m

1 m

Y (st sa—2w =% s— 5w
k=1 k=1

2 k=1

Acelasi rationament se aplicd tuturor circuitelor din y'. In concluzie,

’ 5 3
T '(y") cuprinde Y si — ) v transver.ale unde prima sumd este extinsa

ln toate transversalele de ]35 circuite, iar a doua la toate punctele excep-
tionale.

Sa tidiem S in lungul circuitelor ' si V' in lungul circuitelor gi transver-
satelor din ]""1(?'). Obtinem astfel din S regiunile S, iar din J7 regiunile V7,
de caracteristicd o* finitd. Din formula de adunare a caracteristicilor rezulta

p= X o'+ LS — ()
u g

k

26) p. 114 — 115,
27) Am numit arcele din y’ transversale, numai datoritd legiturii lor cu transversaicle
propriu-zise de pe V.
28) Daca este necesar, schimbdm numerotarea punctelor Py si arcelor IA Tn aceasti
demonstratie, indicii sint luati modulo m.
2 Dacid m = 1 rationamentul rimine valabil, indicii find luati modulo 1.
¥ )

-

e T—
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in S, arcele simple y;" rdmase din y sint efectiv transversale. Preima-
ginea arcului ;" este formatd din s; arce simple, disjuncte doud cite doui,
fiecare avind extremitifile fie pe fr V fie pe T '(y'), deci T‘l(y_,’.') este
formatd din s; transversale disjuncte din (J V,. '

9S4 tdiem (J S; in lungul tuturor transversalelor din v'— ' siUV,

t 1®

in lungul preimaginilor lor. Obfinem astfel regiunile §; din (V) — v si
regiunile A/, dn ¥V, N T7'(8,), de caracterisiticd p, si acoperind & cu
ny, foi. .
Aplicind din nou formula de adunare a caracteristicilor si finind seama

cd numdrul total al transversalelor cu care am tiiat suprafetele 7, este Y 8j,

. . 7
unde suma este relativd la toate transversalele din v — ', putem scrie
Yoer=2ot+ X s (4)
i b d
Din (3) st (4) rezunlts :
p:EP?;_’_ZSJ'—'ZVA" (5)
AR i k
suma a doua fiind extinsi la toate transversalele din y'’.
Fie 7¢, ordinul de ramificare al acoperirii (5;)4 /. Dupi formula lui
| T
Hurwitz, [2]3% avem
7= oy — nly oy (6)
Insi r = IZ il mi =Y, ni;, deci din (8) si (6), obtinem (2).
ilu L

7. Vom analiza acum, revenind la condifiile generale din teorema
enunfatd la nr. 5, proprietifile locale ale acoperirii (S)F in vecindtatea
unui punct @ ¢ y. Fie v o vecindtate a lui @, limitatd de o curbi jordaniani
¢, suficient de restrinsd, astfel ca in » si nu se giseascd nici un punct
din &Y YR diferit de a i astfel ca v()y si fie formatd din N(=1)
arce jordaniene cu o extremitae in a si cealaltd pe ¢, al cdror unic punct
comun este extremitatea din & gi care impart » in N sectoare. Mai mult,
alegem v astfel fncit componentele conexe necompacte (@) din 7-1(v) sd
nu confind puncte din 7-(4) ceea ce este posibil dupi O, ,.

Acoperirea (S),I@ satisface (B,) relativ la v y|J¢ dupd cum se verific
imediat, folosind ipotezele teoremei noastre si proprietifile domeniilor
maxime [2]%). Notim cu d; sectoarele in care y descompune v, si cu a;
e_xtremlltaj:lle arcelor din ynw, de pe ¢: arcul a a; separi sectoarele d;_,
sid; (1=1, ..., N (mod N)). Dupd P, si P, fiecare d; este acoperit de @)
cu m; (= 0) foi si fiecare arc a a; cu t; (= 0) foi. Din proprietatile trans-

B pe 132:
a1) p. 108—109,

2 — Studii s§i cercetiri de matematici
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( )(()

formarilor interioare, rezultd ¢ = m;—, $i m;. Acoperirea nu prezinta

ramificiri,

Pio. @ este sai simplu conex, sepamt de V. — @ prinir-o transversald
€ saw dublu conex, cu frontiera formatd dintr-un element din fr V. si un
circuil @ de pe V.

Alegem m,; = max m; (= 1) si distingem trei posibilititi, daci N =2
i

1) t =t =0.

Atunci @ acoperid doar primul sector, total si fird ramificiri, deci
este simplu conex si separat de V — @ printr-un arc simplu @ proiectat
peste arcul a; a, de pe ¢ din {rontiera Iui d,.

2) t =0, t35£0.

Ludam pe vy J ¢ ca circuit fr (v — 44), cu punctele a si a, exceptionale,
pentru care v=0 si transversalele aay ...a ay (51 a; a;, cu s = 0). Formula
(2) se aplicd deoarece sintem in cazul considerat in nr. 6 si notind cu °)

caracteristica Iui @), care este finitd conform propozifiei P,; aplicatd aco-

peririi (TJ);(), putem scrie :

N

"\.'
=0 Yo — Y &,

i=1 Fe=9
de unde rezulta ci Py = — 1. @@ acopera cu o foaie un numar (= N) de
sectoare adiacente din v,

3) £ £0, b= 0.

Ludm din nou ca circuit fr (v — d;) care prezinti acum punctele excep-
tionale @, ay $i a, cu v = 0. Formula (2), ur. 6, ne da:

i i
()ﬁp,,()—f—)_',m Eéf

i=1 =1

de unde ¢, = 0 sau — 1. In primul caz, ) acoperi total si neramificat

7 — l(r., are pe frontierd un element din fr I si ca frontierd relativa la
/' un circuit @ peste ¢. n cazul al doilea, un sector din » (realizat eventual
prin gruparea mai multor sectoare adia(,ente din » — vy) este acoperit
de sy ori, iar complementul siu in raport cu v (care se poate reduce si
la un arc @ a;) este acoperit de m, — 1 ori; frontiera relativi a lui @)
pe V este in acest caz o transversali @ din V, cu proectia pe c.

Daci N =1, adidugind la arcul a @, din 2y un arc auxiliar a af,
(a3 7~ ay, a3 e ¢) putem repeta discutia de mai sus.

8. Folosind P,,, vom demonstra teorema dela nr, 5 in forma generali.

54 notdm cu @* = (RN y) — (& %) sisd izoldim punctele p,e & WU R*
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prin regiuni v, cu proprietdtile indicate la nr. 7 si astfel incit v, Nz, = 0
pentra k, <4 k,. Fie 7 suprafata obfinuti din V extrigind domeniile maxime
necompacte ale domeniilor w,. Acoperirea (S‘)?; are proprietatea (f,)
relativ la ¥ = U J (y — U »), unde am notat cu ¢, = fr v, si i se poate
aplica formulak (2), deoaréce satisface conditiile dela nr. 6. Intr-adevir,
pe ¥ nu se proiecteazd puncte de ramificare ale acoperirii. Considerim
drept circuite pe ¥ curbele ¢, si circuitele vy’ din vy, care nu intersecteazi
mulfimea &) 7 (JR*. Toate celelalte arce din % sint transversale. Prin
constructie, pe circuitele din ¥ nu se afld puncte exceptionale relativ la
ele; de asemenea pe transversalele din ¥ nu avem puncte exceptionale
sau noduri. Sa aplicam deci acoperirii (S)? formula (2). Tinind seama
ci punctele de ramificare ale acoperirilor (S)Y si (S)!Ff sint aceleagi
sica V osi ¥ au aceeasi caracteristicd, dupd cum rezultd din P,, si din
teorema de adunare a caracteristicelor, avem

=P*2;;1‘51—Z;p.
A [0

unde 3, reprezintid regiunile din T(nT"/) = ; ny, numéiral foilor lui V peste
TS;_, ?, caracteristica lui F§;_, ?:’j transversalele din :F iar EH numarul foilor lui
v peste ?"

54 remarcam ci fiecare reglune 8; din 7'(V) — y corespunde unei
singure regiuni 8 ; & si 8, diferd printr-un numir finit de sectoare din
U, simplu conexe, disjuncte intre ele, fiecare separat de b,_ printr-o trans-
versala din §;, prin urmare, p; = 'E;._ : de asemenea n; — My Celelalte regiuni

3y coincid fiecare cu cite un v, ; pentru ele gy = — 1, iar ny = v, Rezultd
deci :

Yma=Yme— % v (8)
7 ' prelJTUR*

Orice transyersald -y provme dintr-un v/ sau un v,

In primul caz, dupid cum Y, este pe un arc sau pe un circuit din
~( poate contine puncte de rannflcare respectiv puncte de ramificare si
110dur1 (Care pot fi eventual exceptionale dar nu pentru v ce include ¥ ),
Tie N; numirul acestor puncte si pf unul dintre ele. Atunci y; se descom-

pune in Nj+ 1 arce Y“, pentru care sp = §;, 1ax v, = §;., Deei X sp extinsi

la aceste arce :Y"u este egald cu Y} s; (N: 4 1) = }:sj -+ LM\J,“ unde M,
] P e My
k
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contine punctele din @* interio:re arcelor din "’ si nodurile de pe curbele
Y, care nu aparfin Ini &,, pentru curbele v, din ¥/, care intersecteazi e

In cazul al doilea, si presupunem ci circuitul Y, pe care se afla "':

confine N; puncte de ramificare san noduri (care nn aparfin lui &;) si cd
J

cste acoperit de s, foi. Prin urmare, pe y, existi N, transversale ¥ cu
h 4 I i
"."’ ) o e 7 : R . Lo . 3 o~ .
Sy =35, $i N, puncte p, cu v, =s,. Atunci Y5, extinsi la arce Y, din
aceastd a doua categorie este egali cu LTN;’, Sh= Ev vy, unde M, confine
P EM,
Y k

punctele din @* si nodurile de pe curbele vy, din v/, ce nu intersecteazi Ly

In concluzie, M, |J M, confine 2* si nodurile de pe y’, care nu aparin
mulfimii &, si cum (ENy) — &y TNy, rezulti ci

(R*USUN) — (M UM,) = S U[(EU ) — ']

Prin urmare,

Z?p:§sf+2vm (9)

k

unde ¥ v, se referi la punctele p,;nﬁf- Ul@uU ) — y'].
k
Relatiile (7), (8) gi (9) implicd insd (2).

9. Oy In formula (2) putem considera toate punctele p, e KU (9 — Y'),
dar trebuie si socotim si transversalele noi ce apar in acest mod pe unele
circuite '

Alegerea c'reuitelor vy’ poate fi efectuati in general in moduri diferite.
Putem alege un sistem maximal de circuite pe care si nu existe puncte
exceptionale relativ la ele. Arcele si celelalte curbe jordaniene din v se
descompun in transversale. In acest caz v )y = 0.

O;. Printr-un rafionament analog cu cel folosit la nr. ¢ pentru eva-
luarea transverselor de pe circuite, rezulti ci un punct este exceptional
pentru un arc simplu de pe y cu o extremitate in acel punct, daci si numai
dacd numadrul punctelor din preimaginea sa este mai mic decit numirul
foilor ce acoperd arcul.

Og. Dacd in teorema dela nr. 5 adiugam si ipoteza ca S si aibd carac-
teristicd finitd putem considera in (2) toate regiunile din S — v, fiecare
avind caracteristici finita. FEvident, numai cele din T(V) vor aduce insd
o contributie efectiva.

10. Importanta formulei (2) stabilitd in aceasti lucrare consistd in
valabilitatea ei pentru acoperirile realizate de domenii poliedrice dintr-o
suprafatd riemanniand oarecare pe suprafata de bazi sau suprafata aco-
peritd de ele, Vom putea evalua ramificarea suprafetelor deschise generale,
aplicind formula (2) domeniilor poliedrice ale unui sir de exhaustiune, ceea
ce este necesar in diferite probleme de teoria repartifiei valorilor, problema
tipului si altele. Odatd stabiliti pe aceastid cale ramificarea anumitor tipuri
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de suprafefe riemanniene deschise, vom putea trage concluzii relativ la
suprafefele ce admit exhaustiuni prin astfel de suprafete deschise. In
particular, metoda e aplicabild diferitelor clase ale Ini I,, I. Volko-
viski, [6]%), de suprafefe cu puncte de ramificare care se apropie,

OB OIHOM ®OPMVYJIE C. CTOMJIOBA

KPATKOE COIEPJKAHHWE

B cayuae HOpMasibHO HCYEpPNbIBAEMBIX PHMAaHOBBHIX mMoBepxHocTed [1],
MakcuMabHble obsactu ([2], crp. 108) Bcaxoit obaacrtu ocHOBHOH MoBepx-
HOCTH, PaCCMOTPEHHbIC KaK MOBEDXHOCTH HAJOMEHHS, SIBJSIIOTCS TOXe HOp:
MaJbHO HMCUEpIbBaeMBIMH. AHAJIOTHYHOE CBOHCTBO HE BEPHO AJS YACTHYHO
peryiqsipHo ucuepnbiBaeMbix rosepxnocrelt [3]. TTosromy, B Hacrosei paGote
Mbl 06061IHM OTIpe/ieIeHHe YacTHIHO peryJsipHoro Hajoxenus ([2], crp. 135).

Pumanosa nosepxuocts (S)}. (rme T — BHyTpensee oroGpaenue:
VV'—S) ynosnersopser yciosue (B;) OTHOCHTENBHO 3aMKHYTOIO MHOXKECTBA
YCS, v S ecau mgaa kaxno#l nocaenoBatenapHocTH P, e V. 6es npemesbHbIX
Touek B V, nocaenoBatensiocts p,=7(R)He UMeeT npese/bHEIX TOYEK B S —y

Bo-nepBhiX MBI JIOKasklBaeM HEKOTOpPHle CBOMCTBA 3THX MoOBepxHoCTelf
(S)). Hampumep: xampas MakcumasabHas o6JacTb nogobiacth § C S — vy
MoKpeBaeT d toTajspHo ([2], erp. 132); BeAkas Touka @ € S —y HMMeEeT KOHed-
HOe 4YHCJA0 Npoo0pasos, H T.I.

B caenyroomiem, Jonyckaem uTo y COCTOHT H3 KOHEUHOro uMc/ja KOpJa-
HOBBIX KDHBbLIX TMONAPHO HemepeceKalolMXCs, U KOPAAHOBHIX JYr C OIpe-
JleJIeHHPIMH KOHIAMH B TOYKAaX HJIH B TPAHHYHBIX 3JIEMEHTAX [MOBEPXHOCTH S.
Konup! mnpuHajnexamye S HasoBeM y3JaMu u 0003HAYHM HX MHOMKECTBO
uepes Y. ITo mpeanosioxennto, mepeceuerre OAHON Ayru U3 Y ¢ APYrofi WiH
C KPHBOH H3 y cofepxkutcst B 7(. Touka pey ynoBleTBopsier cBoiicTBo (LA,)
€CJIM CYHUIECTBYET CBOSI OKPECTHOCTH ¥ TAK UTOOLI MIPo0Opa3s CBA3HOH KOMIIO-
HEHTO MHOXecTBa ()Y KOTOpPAasi COAEPIKHT p, OblI 6Bl KOMIAKTHOM OTHOCH-
TeAbHO V' WJIH mycThiM. ’

OGosuaunm yepes & MHOXKECTBO TOUEK p €y HEYAOBIETBOPSIOMIUX CBOM-
ctBo  (LBy). Ecnm (S)Y npoeepsier ycaosume () u V umMeer KoHeumyio
XaPaKTePUCTHKY @, TorAa & KOHeyHoe MHOMKeCTBO. IlycTh ¥ MHOMXKECTBO
JKOPNAHOBEIX KPHBEIBX TMONAPHO HEMEepeceKaloNuXcs H3 Yy, KOTOPOe COAEPIKHT
BCE JXOpAAHOBBIE KpHBEIe U3 ¥ — (&) D) u &y MHOMKECTBO TOUeK pey’ HeymoB-
netsopsiiomnx (LBy) orHocutensHoy' . O603HAUHM ueped y; TpOCThbIe AyTH
o6pasoBanbl Ha y'—&y, W Ha (y — y')— (&UA), uepes 3; o6MacTH HA KOTOpHIE
pasbusaercs S — vy wu uepes p;, Touku MHoxectra U ['EU X)) -y

3%) cap, III.
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=

Torma Mbl ycranasiauBaeM caefymouiee o6odienue Gopmyisl C. CTo M0 B &
([2], crp. 136):

r— Q—g?’th'—gsj"F;W“

rie #—mnopsilok PasBeTBACHHsI MOKPBITHst (S)[, f; —xapaktepucrtuka 9;, a
i, §;W v COOTBETCTBCHHO uncaa aucros V nanu o;, «,::.’ " pr.

SUR UNE FORMULE DE 8. STOILOW

RESUMI

Dans le cas des surfaces de Riemann mnormalement exhaustibles
[1], les régions maximales ([2], p. 108) de chaque région de la surface
de base, considérées comme surfaces de recouvrement, sont aussi norma-
lement exhaustibles. Une telle propriété ne subsiste pas pour les surfaces
de Riemann & exhaustion partiellement réguliére [3]. C’est pourquoi
que nous généralisons dans ce travail la définition des recouvrements
partiellement réguliers ([2], p. 13D).

La surface de Riemann (S)}, (T transformation intérieure de V en
S), satisfait a la condition () par rapport a 'ensemble fermé v S, y=£5,
si quelque soit la suite-de points P,eV sans point d’accumulation
dans V, la suite p, = 7(P,) n'admet aucun point limite dans S — .

A cet égard, nous établissons au commencement du travail certaines

propriétés de (S)Y. Par. exemple : toute région maximale d'une région

3C S — vy, recouvre 3§ totalement ([2], p. 132); chaque point aeS — v
a un nombre fini de pré-images, etc.

Dorénavant, supposons y formé par uin nombre fini de courbes de
Jordan, disjointes deux & deux, et par un nombre fini d’arcs de Jordan,
ayant des extrémités en des points ou des éléments-frontiére bien détér-
minés de S. Les extrémités appartenant a S seront appelées noeuds, et
leurs ensemble désigné par 9. Un arc y peut avoir en comun avec un
autre arc ou une courbe de y seulement des noeuds.

Le point p e y satisfait a4 la condition (L B,) s’il existe une voisinage
v de p telle que la pré-image de la composante connexe de v [}y, qui contient
P, soit relativement compacte dans 77 ou 'ensemble vide. Désignons par
& Tensemble des points pe vy, qui ne satisfont pas a la condition (LB,).
Si la surface (S)¥ verifie la propriété (B;) et ¥ a la caractéristique finie
p, alors & est un ensemble fini,

Soit ¥’ un ensemble de courbes de Jordan de vy, disjointes deux a
deux, qui contient toutes les courbes de Jordan de y — (& %) et

y» l'ensemble des points de v', qui ne remplissent pas (LB,) par rapport
a y'. Notons par v/’ les arcs de Jordan de y/ — &y et (y — v') —(&U %),
par d; les regions de S — y et par p, les points de &, [(EU %) — ']

~1

ASUPRA UNEI FORMULE A LUI S. STOILOW

Alors, nous établissons la généralisation suivante de la formule de
S. Stoilow ([2], p. 136)
Y= \" i B ,\i; S, |_ %,‘I,‘.,
i J e .

oit ¥ représente Uordre de ramification du recouvrement (S, 2. la ca-
l T

ractéristique de 3; n;, s; et v, le nombre des feuilles de 7 sur §;, (’ et

P respectivement.
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