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§ 1. Urmind citeva lucrdri pe care le-am publicat de curind [6—97,
ca si lucrarea lui V. Murgescu [10], ne propunem de data aceasta
sd gdsim invariantii ce se pot atasa la transportul paralel al unei directii
intr-un spatiu cu conexiune afini,

Fie x, un spatiu cu conexiune afini, ' (t=1,2,...,7n) coordonatele
unui punct din acest spatiu si X o directie prin acest punct. Fie I‘f(, coe-
ficientii conexiunii spatiului nostru, functii de x°, derivabile de atitea or
cit va {i necesar in cursul demonstratiilor. Conditia ca directia X' si se
deplaseze paralel din punctul »' in punctul x4 daf, este

ax’ -+ Fa"b X%d:t—o, (¢, 8,6=1,2, ... n). (1)
Fie f(#',X") invariantul ciutat. Condifia de invarianti se scrie evident!)
ﬂdx“—k ﬁ(l"X“f:O, e=A, . cc, 0}
ox9 o0Xe
Tinind seama de (1), aceasta se scrie
LI, 1 0 PR S L ). (2)
ox! oXb

Conditia ca f si depindid numai de directia vectorului X7 se exprimi prin
condifia de omogeneitate de grad zero

o0X«

1) Pentru tot ceea ce priveste teoria spatiilor cu conexiune afini, vezi [1—3]; pentru
teoria ecuatiilor de ordinul I, vezi [4—5].
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Conditiile de completitate pentru sistemul (2), (3) sint
df
oXb

b a af
Raije X° ox?

Rbyy X°

— 0

=i\

n 9f
oXk

(Rh yeli] Ra S Rh rs,t Ra pq] Xk

[Rgpq Rars Rh rs Rgpq]X =0,

of
0X*k

=),

(@, h kb, g7, 8t=1,2, ..., n),
RY pg, Ripg,r, ... fiind tensorul lui Riemann-Christoffel i derivata lui co-
varianta.

Sistemul complet format din ecuatiile (2), (3), (4) trebuie sid contind
cel mult 2#—1 ecuafii liniar independente, avind in vedere cid functia f
depinde de 2 variabile. Cum ecuatiile (2) sint independente intre ele si
111dependente de ecuatiile (3) si (4), urmeaza ci sistemul format din aceste
din urmi ecuatii care confin numai derivatele in raport cu X¢ trebuie sd
contind cel mult #—1 ecuatu liniar 111depe11de11te

Daca notdm cu U; n variabile noi, aceasta inseamnd cd spatiul nostru
va admite un singur invariant, dacid intre formele

x'uy,
Rypg X Ty
(RS P — B py Ry | X7 Ty, 5
liniare in U, existd #—1 liniar independente de U;. Daci existi #—2 astfel
de forme, vor exista doi invarianti s.a.m.d.

§. 2. In cazul spatiilor cu conexiune afind cu 2 dimensiuni, ecuatiile
sistemului (4) trebuie sd se reduca la ecuatia (3). Sistemul nostru se reduce la :

(2 2L bl g,
] , 0X 53}, G,k h=1,2), ®)
I _pkxt =0, '
o4 o0X
cu condifiile :
Ry =Riz= Rita— R3p= 0. (6)

Aceste egalitifi se pot usor interpreta geometric, daci ne referim la formulele

A X'+ Ripg X¥[dxP, dx"] =0, (7).

R
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in care [dx’ da'| = dx” 82' — d2"84", unde da', 8x' sint doui deplasiri
oarecare in spatiu, iar AX' componentele rotatiei vectorului X*, dupi par-
curgerea ciclului [dxf, daf].
In adevir, din (6) si (7) se deduce pentru cazul nostru

X' = — RipX'[ds', d4?),

X? = — Rop X*[ds', daf,
care ne aratd cd, dupd parcurgerea ciclului (dx!, dx?], direcfia vectorului
X rimine neschimbati. Spatiul admite un paralelism absolut. In acest caz,
dacd se aleg drept linii coordonate doud familii de linii autoparalele, si asa
fel incit tangentele la una din familii si fie paralele de-a lungul curbelor
celeilalte familii, se capita

I =TIy =Ty=TF=0
iar dacd punem

X1
X2
sistemul se reduce Ia :
0 0
ff _[I‘li_ PZ?)Y—f‘=0J
0x oY
a carui integrald generald este
D — D) do'
Ye S[ 1i 25] x —ar
Re7ulta deci ¢d invariantul nostru in sistemul de coordonate ales este
il \ yi dx’
=" M
X2 eS Iy dx
Dacid spatiul este fird torsiune, rezultid inci
.2
12=102.

§ 3. S4 studiem acum problema intr-un spafiu cu 3 dimensiuni. In
acest caz, pentru ca si existe un singur invariant, este necesar si suficient
ca sistemul (4) sd contind o singurd ecuatie distinctd de ecuatia (3).

Evident, aceastd ecuatie este de forma

adxt 2L _ o
ox’
Dacid asupra variabilelor X! facem o transformare liniard
Yi=gXx detgf] # o, (8)
aceastd ecuatie se transformi in
~¢ o Of
Vi =0, )
BT oY )
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cu
an= hial ¢,
unde
*l h{” = ”g{J\ﬁI

Putem dispune de transformarea | af| asa fel incit matricea |g/ | sa fie
o matrice Jordan; vom considera numai urmitoarele expresii :

lpr 0 0| lpr 1 0 lp1 O 0| le1 1 0|
1)‘0 pz 0 |, 2)[0 o O |, 3)[[0 e1 0 I 4}’0 pr 1 |,
0 0 o 10 0 g 10 0 g 10 0 p

P1, P2, o3 diferiti.

Sd observim cd prin transformarea noastri ecuatia (3) isi pastreazs forma,
iar ecuatiile (2) devin

O wlg OF
— — I'1; Y =0,
aaf T p¥F o
unde
TS S 77 d i
Dot = T it — 2L gt (11)
0%
Celelalte ecuatii ale sistemului (4) vor cipita forma
jyi 9f _ i OF ;
b; Y gl; = U, (-‘;! ¥ 5—-1'77 = 0,. . (11.‘3)

bf, ¢ fiind functiuni de ',

S5d mai observdm cd sistemul nostru rimine complet dupd aceasta
transformare.
In paragrafele urmitoare vom analiza fiecare caz in parte.

§ 4. Cazul I. Cele doud ecuatii ale sistemului nostru se pot scrie

[YI df };2 af Y3 af .

s = =0

1= 8y i 61’2+ ay?: P2—p3 , o, :
o1 b o o=-"2"0 »9;1. (13)

{Yl o e b 557 =0 P1— 03

Ijecare ecuatie (12), trebuind si fie o combinatie liniard a ecuatiilor
(12), va trebui sid satisfaci conditii de forma

y! 3 y?
vioo¥® 0 [=o.
blY By 83y
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De aici se deduce :

bl =0 pentru i #7j, 14

{b%;bg—a[b}—bg)_o. o N
Pe de altd parte, unica parantezd intre ecuatiile (10) si (13) este

(e Tdy* + Ty — Tyl + (o T4V 4 TV —o TV 4
06 2] 0f ke =3 g o
ko5t ):ﬁfr(r“y +o 1},-1/)6123 =D,

Aceasta trebuie evident sd satisfacd conditii de forma (14), din care se
deduce :

iqkjr' =0 daci % #7, _‘;—.)E =0,

adicd ¢ = counst.
Integrala sistemului nostru este f(I), in care

: ; Shc dat
= (g X') — (g X') (g X')"e : (IT)
unde
n=Tg+Ts—o(Ti+ F??]

Spatiile care satisfac conditiile acestui paragraf an o proprietate impozr-
tantd. Sa observiam ca relatia (7) exprimd faptul ca intre un vector oarecare
si cel obtinut din acesta, dupd transportul lui paralel de-a lungul unui
ciclu, existd o corespondentd omograficid. Cum cele 3 ridicini caracteristice
ale matricii Ry, sint distincte, urmeazd cd omografia obtinuti dupa par-
curgerea unui ciclu situat pe varietatea dx®=0 are trei directii duble
distincte. Relatiile (14) ne aratd cd acelasi lucru se petrece dacd inlocuim
ciclul din planul dx*=0 printr-un ciclu din planul d¥*=0 sau da1=0 Deci
spatiul admite trei cimpuri de directii paralele. Se constatd cd constanta
o este aceeasi pentru toate omografiile.

Avind in vedere felul cum a fost obtinutd a doua ecuatie (13), rezulta
incd cd doud omografii. caracterizate prin cicluri diferite. contin in fasci-
culul lor identitatea. De aici se poate trage concluzia cid in fiecare punct
existd doud directii plane asa fel incit omografia asociati lor este identitatea.

§ b. Cazul II este caracterizat prin ecuatiile :

af 2 0df s 0f _

i gy Y 0,
oY! €l oY? = aY? S Ky .
T=pz— §1 (15)
y2. 00 4 8 91 g
e BT
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Se poate alege factorul arbitrar care intrd in © asa ca ~—=1, ceea ce
vom presupune realizat. Conditiile (14) se inlocuiesc erin

{b%:bi’:bg_bé—bizbgb}_o,

| 1)

cu alte cuvinte celelalte ecuatii (4) sint combinatii liniare ale ecuatiilor (15).
(25 Pdarazlteza_ dintre ecuajfglle (10) si (15) este identici cu a doua ecuatie
L), dupa ce impunem conditiile (16) de completitate a si i :
din aceste ecuatii. Se obtine ' e

{Fﬁ =Ti=Ty=Ty=T¢=0, (17)

1 2

Ijf — Ty =0,

Integrala generald a sistemului nostru este in aceste ipoteze : f(I), in care
Y1

ye oy Sk‘ T

cu notatia :
e G
M= T3 — T — Ty
Revenind la primele variabile, gisim forma invariantului fundamental -
2 yi
g5 X
i s Skld"‘i
Zxi BX 111
; ¢ . a0
gi X'

Aceste spatii se pot caracteriz i i i
deoqebirg_- it P Hf'c i teriza geometric ca si cele precedente, cu singura
eos 4 omogralia atagatd unuvi ciclu admite numai doui directii duble
si un plan dllblu. Spa.tluI admite doud cimpuri de directii paralele, de ase-
menea un cimp de directii plane care se conservi prin paralelism.

e

§ 6. Cazul II7. Ecuatiile sistemului sint

=, e '
oY? . oyt T e ="
Ecuatiile analoage cu (14) sint :
M=b=b ~—8 = (18)
Construind parantezele, obfinem ecuatia unici
e
3i EF = 0

Conditia de conpletitate impune :

T 1 T
[yi =15 =0 (19)
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Dupi cum se vede, problema se reduce la cea bidimensionald, pentru vec-
torii cu Y3=0, adici pentru vectorii din planul

& o

247 Xl — (1
cu singura deosebire ¢4 un vector cu Y3=0 nu rdmine cu ultima compo-
nenti nuld dupd transportul paralel.

Dacd punem

. b
o = ?
ecuatiile (10) se reduc la:
(')I' 2 i af
(W Z2+ B Z ) - =0,
dx 0z
in care ol
w =T, pr=Ts — T, Ti=— D
Integrarea ecuatiei de mai sus se reduce la integrarea ecuatiilor Riccati
dz
=l Bzt .
ax

Solutia acestor doud ecuatii este invariantul ciutat.
Daci o{xi) este o integrald particulard a sistemului acesta. atunci

invariantul nostru va fi:
y2 (2% a; + Bi) A (2 o+ i) da”
I — 14_'7 e + o e d%i- {IV)
Y = ‘:PYU
Spatiul care satisface conditiilor (18) si (19), se bucurid de proprietatea ca
vectorii cu componente date de
VR Y

se transforma. dupi transportul lor paralel de-a lungul unui ciclu oarecare,
in ei insisi. Spatiul admite deci un cimp de vectori paraleli.

§ 7. Cazul IV. Ecuatiile sistemului se reduc in acest caz la:

ol Ly 9

T 2
ot ‘o of (20)
P BT, R B e e
Y oY Y
Conditiile (14) se transformd in conditiile
bi:b%:bg, aé:cz%, aéza%:“?:ag:o. (21)

Paranteza intre (10) si (20) ne di
Ti=Ts=T¢=Ts—Ta=0
2 Ty = Tt + T
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Integrala sistemului nostra este #(), in care

¥ 1 Y22 e ;
= = ( ) i stﬁ dx',

S yr 9 |ys

sau :
T R S
]¥_[dgfgf—gf£f)X«Y’ w1 i
S iy |luds (V)
<~ B ng X
Spatiul admite in acest caz un singur cimp de vectori paraleli.
A 7 S o Ak s )
_§8. 84 presupunem acum ca printre ecuatiile (3) si (4) existd una sin-
gurd indepedenti. Vom avea atunci
o R ]
Ripg = Ripg— Ripg = 0.
: Spatiul admite deci paralelism absolut. In acest caz vor exista doi
invarianti de forma

Fl &, o, o

unde :
- -
Ut — _‘X__ 72— L _
XY X3

Acesti invarianti sint doud integrale ale sistemulu]
e/
0%

—(Li0 + T, 0P+ 1h) 2L (2 ety g2 0f
{ GUI ( 1i + 2i + F&JG_U;_{—

ot oU?

Daci spatiul este fdrd torsiune, se stie cd se poate alege un sistem de
co'm‘dm.la"fe asa fel ca toti coeficientii conexiunii si fie nuli. In acest caz
cei doi invarianti sint k

+(r% U' + 13 0* + 1) (U‘ L U“Lf] =0.

X1 X2

L
X3 X3
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O HEKOTOPbLIX MHBAPHAHTAX, IIPUCOEJHHEHHBLIX OJHOMY
HATIPABJIEHHIO, MMPOCTPAHCTBA A®®HUHOK CBA3HOCTH

(KpaTroe cojepranme)

ABTOp u3yuaer npoctpaHctsa aQUHON CBAZHOCTH JONYyCKAWOIIHe — IS
KaX10T0 HANpPaB/JIeHHs — HHBAPUAHT NapaienbHOTO NepeHocd. ¥YpaBHEHHH
sapaun feadoores (2), (3), (4). YcioBHe cCyleCTEOBAHHS OJHUHCTBEHHOIO
HHBapHanTa AAHHOTO THMA BhIDAXKAETCs AOMYIIeHHeM /i—2 JHHEHHBIX Hesa-
BHCHMBIX ypaBHeHUIT cooTHolenuamu (3) u (4).

JIByxmepible IPOCTPAHCTRA AOMYCKAIOUIMEe TAKIX HHBAPHAHTHI SBJSIOTCH
TPOCTPAHCTRA ¢ aBCOJMIOTHEIM [1apaIe/nsMoM. Bribupas uacTHble KOOPIH-
HaTLl, 3TOT MHBapuaHT aad uepes (I).

Tpexmepusie fpocTpaHcTBA JAOMYCKAIOIHe TaKie HHBAPHAHTHI HMEHOT
0J1110, ABA 1M TPH TOJsT MapaieSbHEIX Hanpargenufl. Torna AHBapHAHTEI
oyayr (1), (III), (IV) uau (V).

Femn B TpexmepHoM NpocTpaucTBe CYUECTBYIOT [BA HHBapHauTa Jai-
HOPO THIA TOCAA OHO ¢ AGCOMIOTHRIM MapasLIeTH3MOM.

SUR QUELQUES INVARIANTS ATTACHES A UNE DIRECTION D'UN ESPACE
BI- ET TRIDIMENSIONNEL A CONNEXION AFFINE

(Résumé)

L’auteur étudie les espaces a connexion affine qui admettent pour
chaque direction un invariant au transport parallele de cette direction.
Les équations du probleme sont (2), (3), (4). La condition pour qu'il y
ait un seul invariant du type cherché, est que parmi les équations (3)
et (4) en existent n-2 linéairement indépendantes.

Les espaces a deux dimensions qui admettent tels invariants sont
ceux a parallélisme absolu. Dans un systeme particulier de coordonnées,
cet invariant est donné par (I).

Les espaces a frois dimensions qui admettent tels invariants
admettent un, deux ou trois champs de directions paralléles. Les inva-
riants sont alors (II), (IIT), (IV) ou (V).

Si l'espace a trois dimensions admet deux invariants du type con-
sidére, il doit étre a parallélisme absolu.




