DESPRE UNELE CLASE DE VARIETATI n-DIMENSIONALE
IN SPATIILE SEPARABILE ALE LUI HILBERT
GERCGELY EUGEN
(Cluj)

Comunicare prezentald la sesiunea stiinfifiod din 25 martie 1960
a Filialei Cluj a Academiei R.P.R.

fntr-o lucrare anterioard [1] am introdus varietafi n-dimensionale
in spatiile separabile ale lui Hilbert, H, varietiti pe care le-am definit ca
=]

multimea elementelor spatiului H de forma y = N A&, T i G
i=1

., %,) sint functii reale definite intr-un domeniu

unde functiile f;(%,, %,
satisfacind in domeniul D

D al spatiului euclidian E, cu % dimensiuni,
o -]

conditia ¥, fi < oo, iar {¢;} reprezinti un sistem ortonormal al spatiulu
=1

H. in lucrarea amintits, introducind in aceste varietifi nofiunea lungimii
de arc, am demonstrat, ci pentru un 7 oarecare existd varietafi in care
este realizabili o geometrie de tip A.D. Alexandrov.

in lucrarea de fati se considera varietitile n-dimensionale in care
adici f;, sint forme algebrice sau
de forme algebrice si se studiazi
or din H, care

componentele elementelor de baza e,
functii cate reprezintd sumele unor serii
domeniile de definitie din E, precum $i mulfimea elementel

alciatuiesc aceste varietédfi.

a) Fie %, %, ..., %, %, coordonate omogene in spatiul E,. Compo-
nentele elementului ye H, le notim cu f; §i presupunem ca ele au forma

&
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unde k este gradul comwun al formelor f,. Astfel varietatea n-dimensionaly
V, consti in acest caz din elementele veH de forma

&= i -
,2:; (Qu+"-+ﬂ”¢h a‘uu' Qyeens @, xuu 5\5?1 e x:") Ciy (2)
unde
20 r
Y @0 < o, )

pentru valorile fixate Oy Bpy Gps = = <y Gl
Prin permutarea sumelor din (2) se obfine reprezentarea :

{ o
gy = ¥ K0 HL. .. Ao (2 a;n' . e,-). (3)

a e, +.ta, =k f=1

Astfel varietdtile sint caracterizate prin matrici avind o infinitate de lingj -
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in care suma pitratelor elementelor dintr-o coloani oarecare formeaza
cite o serie convergentd (vezi (27)).

Introducind pentru elementele din H notatia

relatia (3) se transcrie

N= ) E o o &feal (5)
M e o
a 4+ III-! ...+|1“:!.'

]

si ea ne da reprezentarea elementelor din H care alcituiesc varietatea V. .
cu f; date de (1).
Astfel, fiecare varietate I/, de acest fel este legatd de elementele £, AnE
_ egak i
€ (g + oy + ... + «, = k) si este caracterizati de acestea.

b) In continuare presupunem componentele fi date ca in (1), ale ciror
grade nu sint neapirat egale pentru toti indicii 7, ci satisfac doar conditia
de a nu depdsi un numir dat K. ;

Atunci varietatea V, este caracterizati tot de o matrice, avind o
infinitate de linii, in unele sau intr-o infinitate dintre ele figurind elemente
nule, incepind de la un anumit indice, Condifia (2') trebuie sa fie satisfi-
cutd §i in acest caz pentru toate coloanele. Astfel elementele din H se rep-
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rezintd tot sub forma (5), unde insi Insumarea se face in raport cu

indicele o pentru toate wvalorile o, «;, ..., o, satisficind inegalitatea
og + oy + ...+ a, < K.
c) Sd studiem acum varietatile ¥, pentru care suma o+ oy + ...+,

referitoare la componentele elementelor bazei, nu este mirginitd. In acest
caz f; ar reprezenta pentru unele valori ale indicelui 7, forme de grad finit,
iar pentru altele, serii convergente de forme avind gradul £ din ce in ce mai
mare si tinzind la infinit. Intrucit sumele G0l trardm ==l =l RS
(unde e, o, @, ... sint numere intregi) formeazi o multime numarabils,
obtinem si in acest caz o matrice caracteristici pentrn vaiietitile in cauzi,
avind o mulfime infinitd, numzrabild de coloane, astfel incit oricare ar fi
coloana matricei, seria patratelor elementelor ei este convergenta,
In acest caz functiile f; pot fi dezvoltate in serii de forme,
Analog ca in (5), elementele varietitii V, vor avea forma
a a a 3
Y= N E A0 )

a e
ﬂ- 1 e El

ao - a, + . a,

iar mulfimea elementelor Ea_ul ,,,,, o, este o mulfime numarabili,
0

in cele ce urmeazi vom stabili domenii de definifie a varietatilor V,,,
in cazurile a), b), c).

In cazurile a) si b) domeniul de definitie este intreg spatiul (%05 %1,
Xy, ..., %,) fiindcd dupd cum aratd formula (5), y are sens pentru orice
punet (%, %;...,%,) din E

Dimpotrivd in cazul c), y dat de formula (6) are sens numai pentru
punctele unui segment, in direcfia (%o, %5, ..., %,). Daci (%, %y, ..., %,)
este un punct de convergenfa pentru varietatea V, definitd de relatia (6),
atunci si toate punctele (kx,, kxy, ..., kx,), & <1 sint puncte de conver-
gentd in directia definitd de vectorul (%, %, ..., %,). Astfel, odatd cu un
punct de convergentd P, toate punctele segmentului OP, sint de asemenea
puncte de convergenfd. In fiecare directie ce pleaci din O, punctele de
convergentd P; au un supremum M si deci toate punctele segmentului
OM — si numai acestea — sint puncte de convergentd, adici puncte de
definitie pentru V.

Rezulid de aici cd domeniul de definifie pentru o varvietate V,, in cazul
c), este un domeniu stelat in E, cu centrul in O,

In vederea caracterizirii mulfimii elementelor din H ale varietatilor
V, studiate mai inainte, le vom impérfi dupd valoarea lui k, adicd dupi
gradul formelor care intervin in componentele f;.

In cazurile a) si b), aceste mulfimi reprezinti , poliedre complete”’
in H, determinate de elementele E.,“,u ... a. Notim multimea elemen-

telor unui astfel de ,,poliedru” cu Ps(ljfl,vE; o e By unde B (3=1, 2,
..., s) sint elementele dintr-un sir oarecare (numirul s depinde de k).
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Dacda s <<, atunci fiecare punct al acestui poliedru este imaginea
unei multimi infinite de puncte din £,, si deci varietatea V, este alcatuita
din toate punctele P, acoperite de o infinitate de ori. Aceastd afirmatie
rezultd indatd scriind egalitatea (6) sub forma

W= llEl "I‘ ZZEZ + SEERY + 'lsEs (7)
si finind apoi seama de faptul cd ea este satisfdcutd pentru toate valorile
date ;, 4y, ..., l, realizate de o mulfime infinitd de valori x;, %, ..., %,.

Dacd s = #n, atunci relafia (7) nu poate fi satisficutd decit numai
pentru un numir finit de puncte (x,, %, ..., x,), si deci poliedrul
P(E;, E,, ..., E,) este acoperit numai de un numar finit de ori.

Tn stirgit daci s > n, in domeniul definit de relatia (7), existd puncte
care nu aparfin varietdtii V,, aceasta fiind numai o parte din (7). :

In cazul c) are loc inegalitatea s > n care arati ci elementele varie-
tafilor V, sint Intotdeauna numai par{i stricte ale spafiului H, si aceste
clemente sint determinate in acest caz de E,, E,, ..., E,,

Astfel, cazurile interesante sint numai acelea in care s = n.

Observagie. In spatiul separabil al lui Hilbert, pentru doud elemente
a 51 b este totdeauna valahild inegalitatea

(e, B)| < [la]| ||8]},
adica
|(a, )| (
Nall N6

si astfel putem determina unghiul format de doud elemente prin formula

o = arc cos a8} ; (8)
Lall 11D
intocmai ca si in cazul spatiilor liniare normate de dimensiune finitd, in
care normarea se face cu ajutorul produsului scalar.

In lucrarea [1] citatd anterior, am dovedit cii pentru fiecare n, exista
varietati V, in care putem introduce o geometrie de tip A.D. Alexandrov.
Intr-o geometrie de acest fel, se pot defini unghiurile formate de doui
curbe. Observatia ficutd anterior, dupid cum usor se constatd, exprimi
tocmai faptul ca definitia unghiului introdus de A.D. Alexandrov coincide
cu definifia datd de relatia (8), dacd bineinfeles aceasti relatie se referi
la unghiul tangentelor curbelor in punctul dat al V.
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O HEKOTOPBIX KJIACCAX n-MEPHDBIX MHOTOOBPA3WHM B
CETIAPABEJIbHBIX TIPOCTPAHCTBAX THJ/IBBEPTA

KPATKOE COHEP)KAHHE

ABrop mccaenyer MuHorooGpasusi V, (BBemeHnsie B [1]), rume fi ABis-
ioTcst (popMaMH KOHCUHOH CTeNeHH HJAH pAAaMu Takux (opm. B Tpyme yrou-
HSIOTCST O6GJIACTH ONMpeJe/ieHusT 3THX MHOT006pasHil, a Takme CTPOH MHO-
JKECTBAa WX COCTABHBIX 3/IEMEHTOB NpocTpaHcTsa f.

SUR QUELQUES CLASSES DES VARIETES #-DIMENSIONNELLES
DANS LES ESPACES SEPARABLES DE HILBERT

RESUME

IL’auteur traite des variétés V, (introduites dans [1]), f; étant des
formes de degré fini ou des séries de telles formes. Il précise les domaines
de définition de ces variétés ainsi que la structure de 'ensemble des élé-
ments de l'espace H qui les composent.
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