O TEOREMA ASUPRA FORMELOR PATRATICE
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Comunicare prezentald la Institutul de caleul al Academiei R. P. R. — [Filiala Cluj,
in sedinta din 3 februavie 1960,

Sint bine cunoscute teoremele lui Apollonius asupra ariei paralelogra-
mului construit pe doi semidiametri conjugati intr-o elipsd, sau asupra
volumului paralelipipedului construit pe trei semidiametri coniugati intr-un
elipsoid.

In aceastd lucrare vom da o teoremi generald asupra formelor patratice
din care vom deduce ca nigte cazuri particulare teoremele lui Apollonius
citate mai sus. Vom arita apoi, ficind o noufl aplicatie, caA putem obfine
si alte noi teoreme de tipul teoremelor lui Apollonius pentru elipsoid si
cuadrice in general.

1. 84 considerdm formele patratice

13 "
2f = kE ain % % 28 =_; bin %1 % (1)
i, k= i, k=
unde a;, = ay; si by = by;.

S dim nedeterminatelor xy, x,, ..., %, valorile xf, x3, ..., %, unde
«=1,2, ...,k numdrul natural % fiind cel mult » si si considerim
matricele
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:H A ” i) . "y = ¥ e
Facind produsul acestor matrici, obtinem matrices i bhrul i ctinsa "UpATI
suma din membrul al doilea fiind extinsd la toate gruparile (v;, s ..., Ys)
‘ X Ky 0. K| de %k numere, toate diferite, luate dintre numerele 1,2,..., n astfel ca
e X i doui grupidri si se deosebeascd cel pufin printr-un numair.
=
|| X, || = S 2 .. Xy Din formulele (1) deducem ci .
............ : (3) af 2
3 s
o ol a. ;X R )
‘ “-’\'t’v'l sz 5 e o X:’M‘ (}xs _}él Yo d 7 ( ) 3 )
unde iz
n 0 s
> of g 2 _ Y b 4 (s=1,2,..., k.
A” . Z - 2. (I} 7 )xs i) f,,;' ) )
i=1 856,: ax,< Gy,
Feor 7 X Avem dect
eorema pe care o avem in vedere este | of of 7 ] ISR o LS : c !
TeOREMA 1. Delerminantul A, al matricei (3 y : o) mab . el MR i % D By B e N e
| 4 koG mairicet (:) este o fofw-;,r.r patraticd. | 0%y, Oy, 57-%,5 \ =1 ; =1 Y" 7
| Ay = Y, e - , af aof af ] 8 :
k A P T ) " A § =4 et A0 S g e ,—
(G« s @p), {Bas oo By) ] i B By O ‘Xﬁh oo By (')) | ax;“: a‘,\,_:-f: 6-’\71: oty Y};l“hu" X TZ_!(IYJ /i R 1‘21 a‘l’,ﬂ ] ‘J I
. ‘ 7 Bl =015 ¥
T P L —— 5SSO R R e e e |
| | i
3 | |
s __ of @ gfs s e - . : |
1'01 T:ﬂl =t ‘til |- {:f __;ffv'_ S 7{; E | E H'Yl‘f '.\"_;L )-l a"l’n‘j x;l i E a“l",..ﬁ /\:;‘
o = | dxy, 9%y, ¥y, | { y=1 y=1 y=1 "
- o Ko, o . . . %
g = § ) i g in determinantul din membrul a oilea imbam liniile in
ey i = ® Th T - 6 Daci leterminantul d brul al doilea schimb liniil
‘ . coloane, observim ci acest determinant este determinantul yrodusului
xl e k
@, N, + Fa, matricilor
| k 1 42 £
UL Ry 7 Ay oo @ X X e A
\ unde coeficientul Copoooyags Bure.. o, eSte produsul matvicelor Relent e o :
. -1 2 na
‘ . b (I‘rz‘] (l,l.g‘ PR ﬂ‘l'lb i ;'v,l -\«2 30 sz
g Qa2 ., @ ;
| it Gay Gy ) ot Bup, - bug, ISR s By
Ag, 1 Ag, 2 (7 P b b l
! 2:B 2Py - - - U 1 42 k
.......... o . (o (7) Byt Dygz o oo By Yo Bu o B
| Bayi Bay2 ... oy } Ban B < B Rezultd atunci, aplicind teorema lui Cauchy-Binét, ca
VA ‘ aof of af |
; Jormate cu coeficienti ai formelor patratice (1), | 2 gxt T 8-51’_]. ‘
‘ Titis s o ; [ et &7 a B s O
| Intr-adevir, dupi teorema lui Cauchy-Binét, avem of  of 2f ‘ na e e
- = — a a i O
C | 2 IR 2 i = Y2y Yala Yaly, a)
| i Waf St _af \ | o8 g dg | Oy, B 0%y, 1 {a, aoz @) Ko, @y - ()
| ax! ) 1 ol g i S| RNt ¢
| 8%y, d Xy, F)"“m | axy, axy, (9;\75; ‘ Rl o g g ‘
af af aof ' l | af of df Ayya, Hypas oo Ayay
M= % T T2 L g8 | P ol T k|
= 2 2 i = e o J K
‘ st vy) 6‘"7[ (jx]‘s a”\’Y‘:‘. axn (9-"5;, dzb': : (\,) | a“"‘n a:\"fx a;\"!;;
v L 2 | £
T B R R S ) RES ST S ‘ unde suma din membrul al doilea este extinsd la toate grupérile (004! B 5 O
" of af af og o o ‘ de k numere, toate diferite, luate dintre numerele 1,2, ..., 7% astfel ca doua
- grupdri sd se deosebeasca cel pufin printr-un numar. Xl o meste

f = e - i S
ny, dx 8 ox axl 2 k
: i o 0%y, 0%y, ' determinantul definit de formula (6).
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In mod analog se giiseste ci

o dg

|
| om, om, o4, b “
| -
| 98 og 0g ‘ ute Dr, by,n,
2 SSEROE R
a%y, o, 8%y, | = Puts Bo, b | &
RN iy | (B1. Ba, Bl fomr ooris = i Bu Bay oo i By, ¢ ([U)
: |
-1 _at;;; _(’.)!{ el g bl’;tpl bT_f(pa R b‘l'kﬂ,n.
| 0wy, oxl, oy, |
Ficin S i i i
i cl( produsul determinantilor (9) 51 (10) si insumind apoi in raport
Yo Ya -, Yi), obtinem dupi formula (8), formula (5) C&ud
3 l il e
; auﬂ‘l Qapyg « - - aflﬂ'k b"."lB! b‘th i it b‘nﬁ,v
ay, @ay oo, 05 By, fla, e, By, Aoz, Cayyy - - - |
45 Bu Bas s By B ) e gy ﬂﬂ:Yk b‘r:’ﬂ] bhﬂz T b'!uﬂk
L LA § 7 I S F A e ,(lj)
A s b
TYr hys vt ﬂukv,‘. b‘fkﬂj J)Ykﬂe = g ij,.al-

cees i a ca ici
a ce Inseamnd cia coeficientul C, , te d i
produsului celor douid matrici (7) e el S

Teorema 1 este astfel demonstrati.

D) SR St i
=. Dacd introducem notatia

“am 'ﬁ"um ),
4 (or_1 005 ixserce ock) =, Ry, Bogyy - - - Qayy,
Y1 YZ ie s AFS) | S e e e e .
si bayr  doyy, Aayvy
' b‘hﬂl bYle b‘hﬂf
B (YI Yz oo Yk) iy brpi by, bv-:ﬂk
BrByae s Bl T 1 s e e v i
bY’;Bl b]’kﬂn ng.B,z_.
formula (11) arati ci
Ca;- ﬂg.--l,d:lf; B]- .Bu.-..,l?k — 2 A (al ‘12 S a(k) B Y] Yz B YA !
(Y1, Yau 0 ¥p) YiYa .-« Ya Brfo .. B/ o
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De aici rezultd ci matricea ||Cq,, a,,.... ags B B .... Bl este produsul matricelor

Gl e
I

§i notim cu A determinantul matric
matricei || bix|l- Dupa teorema bine cunoscu
matricelor (12) si (13) sint

: (13)

el ||ayl §i cu B determinantul
td a lui Cauchy, determinantii

k-1 k—1
C G
A Jn—}J B n—1L

O demonstratie simpld a acestei teoreme a fost datd de noi in
lucrarea [1].
Rezulta atunci ca P
ol
(G iy B ey b = (BT A= (14)

3. Daci se alege ,
. 2g:x12+x22+“'+xn21
atunci avem
B(Yl"fz--- w) A A(Ysz--- Y#)
{31[32"'&/: L'{5132"‘6’0 ,

unde membrul al doilea este egal cu 1 cind v, = B Y2 =Bz > Ya.=Bs
si este egal cu 0 cind cel putin unul din indicii lui y este diferit de indicele

lui B corespunzitor.

Rezulti atunci din formula (11) cd in acest caz

C‘ 1 (D:]_ G’-z o e = O(.[‘.)
@y, Tay oo v 5 Bpi Pry Poyov v = P
5 ) ; e ﬂk ﬁl pﬂ DGR ch
Aplicind teorema 1, deducem

TrorREMA 2. Avem identitatea

2 m‘! 1 L GERT
i=1 x;  i=l ax; =1 o
n n i
E 2! sz Kz_(jf 8 fjf
< 9
e T Pral s B P 44 = aw | =

Ead Bl B |
: X i=1 oxi |

0y Olg + - - Cp, g
) X“l' [ Xﬂn Bay oo v n By ('I‘D)

s |
(s e ay) B BB B B2 B

ceca ce inseamnd cd delerminaniul din membrul intii est
de nedeterminatele Xq, o, ..., qa-

¢ o formd patraticd
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Coeficienfii din aceastd formi patratici au proprietatea de simetrie
v (ocla. ...ocA) _ 4(9152...@,
BiBa - PBs ] %y Oy ... ooy) (16)

a (e [
a, B, a,f. ﬂa.ﬁh 1 @B, q, AB.a, - aﬁf,a‘ |

By Ol et s 06y
A( 1 %y 0%) = Gep,  Qap, - - Qogp,

BiBe-.. B

L

Intr-adevir

®p,a, ABa, - a_ﬂl.u: ‘

= | _
[

a @ A
Py B Pa)p, @p,u,, iy - - - apa;
@B, q, ABa, + - - “-ﬂﬂk
g, Apg, +. @
L L Buay, 4 BiBs .. By
o ;
aﬁkui “ﬂf,% SO aﬁ.’duk

4. Sa pres 2 .
. : supunem ca formele patratice consi : y " "
tice, adici avem P onsiderate la nr. 1 sint ermi-

F= i',kz'zl His X% (@in = Em‘)
: (17)
g= % buxix (b1 = by).

In acest caz, dacd se consideri matricea

” er [[ )
unde (18)
X, —v 9 o
Sloxl 9x; : {19)

se aratd ca mai sus, cid notind

wox | xh
a

a, a,
x! -2 Aok
x\y f— ey )“: R "Lu..
@y, Qyyenn,y a, — K «
L iRl fey : (20)
1 2 X
S LN S
W% G a;

determinantul matricei (18) este

Dy = -
k E Ca.-ag‘.W,uf(;ﬂ,,ﬂw..,ﬁkXu“ﬂ:___'

@y, ay, .., a), By, Bay o s By
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unde

: ) (o ) S (YiYeeor Yk | 5
(‘u.. Qgyeeey Qi By Bg,...JB,‘ B EJ A4 { ) B (B}_ pz Y ﬁk) 3 (23)

P W Taee ) Y12 Tk

Dacd se alege
g = %%y + X%y + ...+ Xuda,

atunci

B (Yl s .) Mgt (*rl Ya oo w-)
ByBa - [ By By -- o Br

unde smbolul din membrul al doilea este cgal cu 1 daci y, = f,
v2 = Pz» - -+, Yo = [ 51 este egal cu 0 deci cel putin un indice y este diferit
de indicele p core:punzitor.
in acest caz fcrmula (21) ne conduce la o identitate amnaloagd cu

identitatea (15) si anume

n " e

O 0 d )

Y4 Rud . 5al

=1 g% =l Q% i=1 9%

n af u‘ " af " - af |

E‘J -1:: 0 2 .\f——.! e E ,\»!. ,,3

i Paxl i "ot o " axk |
= E i (“1 Oy oo U‘:’\’) X Y (23)
= e Qs asovvey B 23 By Bagoerra B 2
(ay, ases o (Bus Buer B \B1 B B ; %

Forma patraticd din membrul al doilea al Sformulei (23) este ermilicd.

intr-adevir, avem
a“\ﬂl auJBl LR {‘Eulﬂk

= (al Oy < . o'.,;) Aop,  @Fap, -+ Rap, B
ByBg-vs Pyl | crErene o A
(ayp,  Cayp. Aayp),
Apa,  @p.a, apa,

L[ e B

e e o By b A - oy Gy oy,
”‘ﬁ:'l,- “5:“; aﬂ’,‘a,
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3. Idenutat.ea (15) contine teoremele lui Apollonius relativ la aria
paralelogramului construit de doi semidiametri conjugati la o conici sau

la VOILII_DE[I paralelipipedului construit pe trei semidiametri conjugati Ia
o cuadrica., :

Astfel si considerim elipsa

unde 2 = an®® + 2a550y + ayy? = 1,

33 g

3:

> 0.

gy Aoy

Pe elipsi si ludm punctele M,(x,, v : 3 irectii
a5 : X1, V1), My(xy, v,) astfel ca directiile
OM,, OM, sa fie conjugate, ardica si avelm 242, 72) '

I3} é
%1 _f+y1 = =1},
R Vs
Tn acest caz avem
af . of )
¥—— =1, % =0
2 ax, E" 8%
: )
P f:O, Exzﬁzl.
%, 0%,

Identitatea (15) se reduce la

1 0’ | @ @y ¥y Yy [?
01 Aoy Ao Xy Vo l,
de unde rezulti ca
|
X1 M1 1
e — )
| X2 Va V3

adica _avem teorema lui Apollonius : aria paralelogramudui construit pe
semadiamelrii conjugati OM, si OM, este constantd.

Sd considerim iperbola

2f = apx® 4 2a,y %y + agy? =1,
tnde

1y Qg

5 = =4,

gy Qoo

i La un punct M (%, ¥,) de pe iperbold sd facem si corespundi punctul
M (%4, ¥,) de pe iperbola conjugati 2f = — 1, astfel ca dirc ctiilc OM{, OM:sa
fie conjugate. ‘ ‘
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Aplicind identitatea (15) vom avea

i‘ 1 0 ’g all 412 5\;1 y'[ }2
| 0—1 @91 Ao Xy Yo |
de unde rezultd ci
%1 Y1 -
Xz Vo V—3

adicd teorema lui Apollonius : aria paralelogramului construit pe semidia-
melriv comjugapt OM{, OM; este constantd.

In mod analog se obtine teorema lui Apollonius pentru cuadrice, rela-
tivd la volumul paralelipipedului construit pe trei semidiametri conjugati.

6. Dupd cum s-a ardtat mai sus, din identitatea (15) se deduc teoreme
de tip Apollonius, analoage cu cele demonstrate la nr. 5. pentru cuadrice
in spatii cu mai multe dimensiuni, luind in identitatea (15), & = .

insi se pot obtine si alte teoreme de tip Apollonius din identitatea
(15), luind % < #. Vom da un exemplu alegind in identitatea (15), & =2,
7 =23 si considerind elipsoidul

(%3, 8) = + 5+ — =1 (24)

Sa luim pe elipsoid punctele M, (¥, ¥, 2;) i My(%,, ¥s, 2,) astfel ca
directiile OM; si OM, si fie conjugate. Identitatea (15) aratd ci

2

L 2w

arb?| xs 4y

2 1

2aq?

A
M4 ek

(10 e Yo 2y

bl

R

25 %5

ceea ce inseamnd cii dacii notdm cu O P produsul vectorial al vectorilor OM,,
sl . .
OM, si cu X,Y, Zcoordonatele punctului P, locul geometric al punctului
P, cind directiile OM,, OM, variazd, este elipsoidul
X2 Vi 7
=g (25)
i M SR
atasat elipsoidului (24).

Teoreme analoage se pot obfine inlocuind elipsoidul (24) cu un iperboloid
cu o pinzid si cu iperboloidul conjugat.
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11 aigeidt e e S0t o

OJTHA TEOPEMA O KBAJIPATHUYHBIX ®OPMAX B CB$I3U
) C TEOPEMAMW AIIOJIJIOHHUYCA

KPATKOE COIEPKAHHE

B nacrosmeil craree mpaercsi teopeMa (Teopema |) 0 KBagpaTHUHBIX
dopMax, u3 KoTopoll BhITeKaer ToxAecTBO (15), KoTopoe, B 4acTHHIX CJIY-
qasgx n= 2, n = 3, BejleT K TeopeMaM ANOJUIOHHYca OTHOCHTEJIBHO ILIOMLAAN
napaJ/uiesiorpaMmMa, [NOCTPOEHHOPO Ha JABYX CONPSIKEHHLIX T0JyHaAMerpax
3/UINICA HAH OTHOCHTENbHO 0GBEMA MapasyeuIuneaa, IIOCTPOEHHOTO Ha Tpex
CONPSIKEHHBIX TIOJYAHAMeTPaX SJIHITCONAA.

B nepsoii Teopeme HOKA3HIBACTCH, UTO €CAU PACCMATPUBAIOTCA KBAOpPA-
rudnble gopmot (1) 1 apudaiorcs HEONPeOeseHHbiM Xy, Xy, - .., X, JHAUEHUT
X%, %%, ..., %% 20e w=1,2,...,kck>n, 1o onpedesuress A, npousse-
denus marpuy (2) ssanercs readparuunol gopmol (5) or Xo.a, ... .«
ede X, a,...,a, Oaérea ¢opuysoii (6), kosgpguyuentst roropotl darores
dopmyaane (11) w (117).

i

o,

Ecan 2g = Z 47, To Teopema 1 Bemer K Toxaectsy (15).

=

B cayyae spMuroBbix KBaApaTHYHBIX (HOPM, MOJdyuacTCH TOKIAECTBO (23),
aHajnoruuHoe ¢ ToxjaecrBoM (15). Bropoil unen rtoxjuecrsa (23) aBasercs
IPMHUTOBOH KBaApaTHUHOH (OpMOTL.

B kauecTBe MpUMeHEHHsi IOKA3bIBACTCS, uTo ToKAectBo (15), B ciy-
yagx n =2 u k=2, n=23 u k=23, BEIET K BHINEYMOMIHYTHIM TCOPEMAM
Anonnonnyca. L

Ho u3 toxpaecrsa (15) MOXKHO BBIBOAHTL W JIPYTHe TeopeMbl THHA Amo-
JJIOHHYyCa, B3AB 11 = k, rjie 2 €CTh JI060e HATYPANBHOE THCIO, HJIM B3AB k < /1.
B kauectBe npumepa JOKAa3BIBAETCS, UTO eCJH Ia 3Juunconfe (24) Gepyres
toukn My u My, Takum o6pazom, uToObl Hanpasmaenws OM; nw OMy sIBILTHCE

— —> -
COTPS’KEHHBIMH, TO TeOMEeTpHuYecKoe mecTo Touku P, rje OFP = OM, x OM,
sIBASieTCA aaunconngoM (25), npucoelnuHeHHbIM K saninconay (24).

UN THEOREME SUR LES FORMES QUADRATIQUES RELATII
AUX THEOREMES D'APOLLONIUS

RESUMIE,

Dans ce travail, on donne un théoréme sur les formes quadratiques,
d’on il résulte une identite (15) qui dans les cas particuliers n = 2, n = 3
conduit aux théorémes d’Apollonius relativement 4 I’aire du parallélogramime
construit sur deux semidiamétres conjugués 4 une ellipse ou au volume du
parallélipipéde construit sur trois semi-diamétres conjugués-a un elipsoide.

74¢_—_#———_
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considére les formes

On démontre dans le premier théoieme que s l'on
x, les valeurs

quadratiques (1) et st l'on donne aux indéleyminees Xy, Ny, - -, ‘
pd %8 w0t w =192, ...,k avec R < n, le délerminant Ay duw produil
-lp'u)"':-‘” ’ ) ) : % - r.
des matrices (2) est une forme quadratiques (5) de Xa, ap -, O B. < T
est donné par la formule (6) dont les coefficients sont donnés par la Jormaude
(11) ou (11').
# F i . . \ IR Figio =
Si 2g =¥, &7, le prenuer théoreme conduit a U'identité (15).
S 2g X2,
p=1 L I L e sy O
Dans le cas des formes hermitiques (17) on obtient 1'identité (23)
- A Ly o 3 L AT a o
analogue a lidentité (15). Le second membre de I'identité (23) est encore
une forme hermitique. .
Comme application on montre que I'identité (15) c_m,du.lt’ dans les cas
w—2 kh—=2etn=23, k=23 aux théorémes d’Apollonius cités plus haut.
Mais de lidentité (15) on peut déduire aussi d'autres théorémes du
type d’Apollonius en prenant 5 = %, olt n est un nombre naturel quelconque,
ou en prenant k<< n. Comme exemple on démontre que st l'on pl‘endlsur
Tellipsoide (24) les points M, M, tels que les directions OM,, OM, soient
. > —> =2 et Tiditnide (26
conjuguées, le lieu du point P ou 0P = OM, x OM, cst l'ellipsoide (25)
attaché a l'ellipsoide (24).
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