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Metoda clasici a 1lui Newton

Fxn)

— , (=0,1,2, ...

(%) ( ) (1 )
de rezolvare prin aproximatii succesive a ecuatiei f(x) = 0, f(#) fiind o functie
de variabili reali sau complexd, a fost generalizatd de L. V. Kanto-
rovici [1] pentru rezolvarea ecuatiilor operationale neliniare P(x) = 0,
definite in spatiul Banach X in felul urmétor :

—'\5&:+1 = X, — ]-—‘M-P(xn): (ll)

unde xeX (n=0,1,...), iar [', = [P'(x,)]~ reprezintd inversa deri-
vatei lui Fréchet P'(x,), care este o operatie liniard pentru elementul x,
fixat. Verificarea daci aceasti inversi existi precum si delimitarea normei
ei reprezintd dificultiti considerabile. Pe lingd aceasta calcularea efectiva
a inverselor ', — la fiecare pas de iterajie — reprezintd dificultafi, deoa-
rece calcularea ei este echivalenti cu rezolvarea ecuatfiei liniare

P'(%,,)E,“ === P(:\:,,)

la fiecare pas de iteratie. Aici am notat E, = %y, — %, Remarcim tot-

odati ci de foarte multe ori inversele I', nici nu pot fi calculate exact.
M. Altman [2, 3] a dat o alti generalizare a metodei clasice a lui

Newton, pentru rezolvarea ecuatiilor functionale F(x) = 0 definite in spa-

fiul Banach X,

Xy = %y

N0 W F("’n) ; = i1
x"+1 = X —F’(xn)Yn 'y” (n it 0, 1, 5 .)J ) (1 )
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unde /'(x,) este derivata Fréchet a functionalei F(x), iar sirul de elemente
{¥s}, v,e X satisface urmitoarei conditii care intervine in 2]

F @)yl = IF @), l3nll =1 (w=0,1, ...) (A)

Aceastd metodd este avantajoasd, fiinded ea permite rezolvarea ecuatiilor
funcfionale in conditii mai largi, fird a presupune existenta inversei deri-
vatei Fréchet, inlesnind astfel calcularea aproximatiilor x,. Metoda se folo-
seste de fapt la rezolvarea ecuafiilor functionale F(x) = 0, fnsi ectiatia
operationaldi P(x) = 0 considerati in spatiul Banach poate i redusi in
totdeauna la o ecuatie functionald echivalents, punind F(x) = || P(x)].

l. Tucrarea de fatd trateazi o metodd de iteratie pentru rezolvarea
ccuatiilor functionale neliniare definite in spatii Banach. Considerdm pentru
aceasta, metoda iperbolelor tangente

Y = %, — - 2£(ﬁ) "‘.('F”J ("))

212 () — [(50) f()”
unde /(x) este o functie de variahily reald [4,5]. Aceasti metodd a fost
extinsd de M. A, Mertvetova [6] pentru rezolvarea ecuatiilor ope-
rationale neliniare P(x) = 0 definite In spatiul Banach X si anume in
felul urmitor

X 1 — Xy — QJ!PHP(‘K");

unde I, = [P'(x,)]-1siQ, = [I — ,1) Ly P (%), P(x,) 11, iar Plxd; PY(%)
sint derivatele Fréchet de ordinul 1 respectiv 2 ale operatiei P(x) pentru
elementul x,¢ X, Rapiditatea convergenfei acestui procedeu este con-
siderabil mai pronunfati decit a metodei lui Newton generalizate. in
privinta existentei inverselor I, $i Q. se pune aceeasi problemi ca si la me-
toda lui Newton generalizati.

In aceastd lucrare se di o altd extindere a metodei iperbolelor tangente,
pentru rezolvarea ecuatiilor functionale F(x) =0, in felul urmitor

1 ) —— ¥ (n=0,1, ...), (@

W L F"(,) y, }
F’(«"u) i == o P”(i‘#‘ﬁﬂF(xﬂ)

Ko == % =

F'(%,), F"(x,) fiind derivatele Fréchet ale functionalei F(¥), iar sirul de
elemente {,}, v, ¢ X satisface relatiei (A).

Proprietiti. Functionala F(x) pentru elementele Vi Bipq. X, satiss
face relatia

1 F"('Tu) ("" e -r.:) Y "
/ c = n—+1 i I e
F ("Lu) (xu 5 5"‘:!) ST S e F(ﬂ'.ﬁﬁ) = = F (%), (I)
= E () 2
ceea ce se verificd imediat, inlocuind Ansy — %, cu expresiile lor corespunzi-

toare din formula (2”). De asemenca se verificd ugor urmitoarea relatie
de m»comtutativitate”,

F&)yu B (8,) (%11 — 5,2 = F'(%,) (%), — x,) F "®) (Fa — wm)y, (ID)

care se obfine in mod analog,

3
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Din proprietatile (I) si (II) rezulta 3
D (%) (B 1 — %) = 0, D(5:)(Hury — %2 =0 [ =0 0, i (3)

unde am notat

7 L B (%) (¥—%u) Vo p x)v =0, 1, ...) A
@, (x) = Lux — Flxya 5 — o o Py (e W
iar 1 Fx,) ¥ 2 01 ) ([')
il N L ke 7”1—1“:” g =), A, 5 56)s 4
Lu == F (x'n)) n 2 F’(.‘t«’:,) I (A‘ ) (

) iei e iei [7(x) = 0, precum
Conditii sufici ‘ntru existenta solufiei ecuafiei I( 2
e bufl(.lelltﬁi o 5 ti sirul {x,} sa tinda citre o solufie a
si conditii pentru ca in acelag timp i %) 22 Sl
ccuatiei JF(x) — ( sint date de teoremele 1, 2 respectiv 17, 27
. . . L . ‘,.“‘:
Yii nem cd pentru aproximalia inifrald x, s
TrorREMA 1. Sd presupunem c¢d  pentrie ap .
'sfdc ttoarele condifii :
salisfdcule wrmdioarele condi] ’ 5 o
EL : ré : xisld  delimatarca
1°. pentru derivata Iréchet F'(x,) existd d

1

= L B & +w
| F () ||

X sfaeuld conditi wnde aproximmatiile x,
; ingd aceasta mai este satisfaculd conditia (A), ¢ aproximalile
si pe lingd aceasla mar este ' ) W ol
: ge!cwu:m? succesiv prin metoda (2") (pornind de la aproximatia inift o)
2° are loc inegalitatea
| F (%) |

| )
— Ly <+ o,

; 1 F"(x0) Y62 777,
| ) — 3 S (|

2 Flxg) v

3°. existd derivalele Fréchel pind la ordinul 3 s
Hr s N = )
IF"®)]] <K <+ o, [F"(5)]] <N <+ oo v
! (% ord in spatiul lui Banach X de raza
pentru orice xe S(%y, ¥), S(x,y, ¥) fitnd o sferd in spat

Mo ; . | il T B
y = 2n, §1 cu centrul in x,, care este definitd de inegalitatea || x — x,[| < 27y
= Z1 3 L C ’

1
Lo ,71,0 — Boff'qo <L bR

5 ° B =[5+ &) +3]J (1 + hy) < 9.
i K2 B,
; i ; mite in sfera S(x,, r) 0
In aceste conditii ecuatia funcfionald F(x) =0 czdmz.‘z‘.e.'m ‘f{::!?a 5((2,9) )-z'a.r
soluite x* sp-f'g,m-re tind aproximatiile x, calculate prin formula ;
"rafn’fdf'mz“m convergentei este cavacterizatd de delimatarea
! (2%6)"~1 1.

Dai—1

|

| %% — %,

T [} RO
; A==
Demonstratie. Aritim ci in trecerea de la x; la x; conditiile 1
ramin satisfacute.
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a) Din inegalitatea

AR TCNTRE JL‘J;{%I_’“
| (%,

i din formula generalizati a lui Lagrange se obtine (vezi [2])
NE @) 2 17 () | — ByKong) = || F' (%) [| (1 — By),

de unde rezulti ci

1 B,
— — B < :_)JD =
il 7 ( ) || = 1—hy L= =y (J)

Astfel conditia 1° este indepliniti pentru elementul L

b) Aplicim formula generalizati a lui T . g
b ‘neraliza e ayl ' atis ;
definity prin () vlor pentru operafia @ (x)

190 (1) — By () — @' () (31 — ) — 0" (3,) (%, — 2| <
S LT RIEEPAT (©)

unde & = x, + 0,(x, — %,) si 0 - . :
! g~ M T Yl o) §1 0 0, <1, Tinind seamd de formul
(6), (4), (3), (2”), si (4') si de cor?&i,tiillg\l“ﬁzw rezulty cj armiele
(

1 F'(x) (% — % %
(1 i V),u) F(x,) \<1—IU [N@2 + k) + 3B,K2]+3,

2 £ (x0) %o
de unde
JF(J‘v'l) | 5 1\’(2+i&0)+3B"K2‘ 3 5
12( o 1, 0 (7)
2
iar din (5) si (7) obfinem
| Fxy) | [N (2 1) +3B, K2 3

7 = 7 = 3. —
DEGD ™ g hu)[l— @) ule = M - (7')
)

Folosind aceasti inegalitate cu condifia 3° se ajunge la relatia
£(x,)

Jr’1

81
1—ByKS,

= M A
?é)gi mai departe folosind relafia (7') si condifia 5° se stabilesc tisor inegali-
atile ’

< 2, < (8)
Prin urmare condifia 2° este indepliniti pentru aproximatia x,.

s 5 S
_ ;:A) C:Olldlltla. 3 este- de asemenea indeplinitd, deoarece, cum vom vedea
mat tirziu, #; §1 {, nu ies din sfera S(x,, 27,)
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d) Din inegalitdfile (8) si (b) rezultd
1

Iy < 4B < by < 7 (9)

prin urmare si condifia 4° este indeplinita.

e) In sfirsit din B, > B, si b < h, rezultd cd Ry << Ry < 9.

Astfel condifiile 1°—5° ramin valabile pentru aproximagia x;, unde
cantititile By, 1,, %, B, s-au inlocuit cu By, ny, iy, R;. Acest fapt ne permite
si continuim determinarea consecutivd a aproximatiilor x, si sd delimi-
tidm cantititile legate de ele, anume

Bui_

Bu Ca i ’
iy (10)
Nn é 2 h;zlfl Tn—1s (Jl)
Iy < 4By, (12)
N
1a = 2 + &) + SJ @+ %) . (13)
Din relagiile (11) si (12) rezultd
1 N
Ny < - (2h9)* =1 ng. (14)
Mai departe, stiind cd ||#,pq — % || < m, i folosind relafia (14), avem
1 aqft _ 1 .
H xn+j> - 5\5,,” <3 on—1 (2]7’0)3 1( I ;) No- (15)
Astfel X fiind un spatiu complet, din (15) rezulti ci existd limita
¥ = Tim %,
n =p o

Trecind la limiti in (15) pentru p — oo, se obtine

| 2% — x| < — (2 ]7’0)3”7] Mo (16)

on—l

Rimine si ardtim cii «, ¢i¢,_; (n =1,2, ...) nu ies din sfera Sl Dimg)
unde
t.nfl = Xp—1 + en(xn. T xuﬁl):

fapt folosit la punctul c).
In adevir

”xofxnll '-< on"xlu + Hxl_‘lel +
+ b + Hxﬂ—l'*xﬂ” <n0+%q+ +;l:: <27}0,

— Cuql] < 2mp ear se demonstreazi

iar in ce priveste inegalitatea |[| %,
analog ca mai Inainte.
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Pe lingd acestea mai trebuie aritat ci limita +* satisface ecuatia

I7(x) = 0. Considerim relatia (7) pentru cazul n,
| Fl) | &< ——— ek

I 1
12 (1 b ; ""ﬂJ o
9

Folosindu-ne de faptul ed@ R,_; < 9, obtinem

92

- 3 oy I
[ | & = — e T L
4 By q . B, 2n—1
H,H( g )(14;,,_1) 2
2

prin urmare daci # — oo atunci [ F(x,)] — 0 si fiinded x, — x*, in baza

continuitdtii functionalei F(x) rezulti ci L) = 1),

Observafii. Aceastd teoremi reprezinti o extindere a teoremei 1 stahbi-
lite de M. A. Mertvetova [6], pentru cazul cind nu existi inversa
primei derivate pentru elementul x,. Dupd cum reiese din formula (16)
rapiditatea convergenfei a ridmas aceceasi [6].

In teorema precedenti am presupus ca pentru elementul ¥, este satis-

1 i DL : -
IT’(——)VHQBO. Fste fnsd interesant de studiat si cazul
1= ) (]
cind aceastd conditie este satisficuti pentru orice element x dintr-un do-
meniu dat. Atunci celelalte conditii pot fi slihite. Teorema urmitoare se
referd la acest caz. Introducem pentru aceasta notatiile

facutad conditia —

o0

H =} (gh)*,

i=1L)

unde
N(2+4) |
KB

-
lz(r—-’TiJ
2

Evident cd H satisface inegalititile

[

an
|

I = e it L
1 —zh

pentru gh < 1.
TrROREMA 2. Dacd wrmdtoarele condii sinl indeplinite
i

1 . ~ ' g . =
EF_(TII < B pentru orice x €S, unde S este o sferd din spaliul X

definild de inegalitatea
1% — %] < Hn

st pe lingd aceasta mai este satisfdcutd conditia (A), wunde x, se detevmindg
prin metoda (2'), '

313
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2°. pentru aprovimaia inifiald x, este satisfdculd inegalitatea

e VR o

e L F(5)Y5 Foy
I {,\f(,)_\o 2 F'(2)% ( 0)

0 [iind wn nwmdr finit, |
3°. existd derivatele Fréchet pind la ordinul 3 si avem satisfdacule inegali-
tatile || F"(x)|| < K < 4+ oo, [[F"(x)|| <N < + 0 pentru orice xeS,
4°. sint indeplinite velalitle
h <2 hg <1 wunde h= BnkK,

atunci ecuatia functionald F(x) = 0 admite o solulie x* € S, calre care converg

i ’ % . / o’ vl 1) 21t e sl

aproximalitle ~ x, date prin metoda (2"). Rapidilalea convergenfer  esle
carvacterizald prin delimitarea

& = 7\ 3

| a% — x || < Ha(gh)

"oy

w 22 ‘ ot ' 0 o 5
Demonstratie. Tinind seami de relatiile (4), (3), (2"), (¥'), (6) §i de con
ditiile 1°—3°, obtinem delimitarea

]

Eledl o« B (N@ 4 k) + 3K2B)yf = ¥,

=)

de unde gasim ca

TS R
IR

Tfolosind inegalitatea &; < 7, se ajunge ugor la delimitarea

1% = 3|l <——— (N2 + B) +3K*B}]| % — x|

I \2
12[1_. ]
2

LB LG R A

sau

1/ )'—" 1 KER

1% — %)l <—

b

Se obtfine analog
V5 ¢ NTTO L aF2RY = 3
2, || L — . E-i]\f(d + by + 3K2B} || %, ]
12(1 —_J
2
Din aceastd relatie de recurenfi se stabileste usor inegalitatea

n
|| #ug1 — % | < (,‘{fb)s L

il '1"."-|-1 v

7 — Siudii si cerceliiri de malematici
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Inegalitatile
on = xn” < ”—""0 = 5"1“ + H5"1 i xz” <+ aes o

H—1

FllF = wll <0 X (eh)* 1< Hy

aratd cd aproximatiile x, apartin sferei S, iar T, apartine de asemenea
domeniului S.
Din relatia
n+tp—1
- A (2= - —
H Xjigp — ;L,,“ < 2 (gh)a L it H"J(gh’)yl !
=N
rezultd cd «x, tinde citre o limitd x*e S C X, deoarece X este un spatit comp-
let, Astfel trecind la limita pentru p — oo, obfinem
| x* — %,|| < Hy(gh)®"-1,

I

|
Faptul cd x* satisface ecuatia F(x) = 0, rezulti din relatia

N(24 k) + 3K2B
IF(X,,)J\‘Q ( = I :
' 12(1_ )
2

Observatii. a) Aceastd teoremi reprezinti o extindere a teoremei lui
V. E. Mirakov (7], rapiditatea convergentei raminind aceasi.

In ce priveste condifia 1°, dacd proprietatea (A) nu are loc, atunci
condifia 1° poate fi inlocuitd cu urmitoarea conditie utilizatd in lucrarea

[3]

| %0 — %0q]|

1
sup —— = 4 < B 1
Sip il < )

51 pe lingd aceasta are loc proprietatea
JF'(%)L\’H 2 ”F'(.‘l’-”)“ == & “y:;” =1, (A’)

unde e este un numdir pozitiv mic care satisface inegalitatea

: q! 1
e < min (?, — — 1)

A B
In aceste condifii se obfine ugor delimitarea

—1_. \g B.
‘ Fr(x,) ), |

Astfel demonstratia teoremei 2, folosind condifia 1 #) in loe de 1°, se face
in mod analog ca si mai inainte.

9 O GENERALIZARE A METODEI [PERBOLELOR TANGENTE 315

2. Aplicatis. Fie X un spatiu Hilbert real. Considerim ecuatia opera-
tionald
P(x) =0,

unde P(x) este o operatie neliniard definitd pe domeniul S si cu valori in
X. Introducem notatille F(x) = (P(x),P(x)) = || P(x)[|2 si Q(x,) =
= P'(%,)P(x,), unde P'(x,) este operatorul adjunct al operatorului P'(z,),
iar P'(x,) este derivata Fréchet a operatiei P(x) pentru elementul x,. In
acest caz avem

F'(x )JAx = 2(0(x,), Ax), F'(x%,)Ax? =2(0'(x,)A%, Ax).

Daca se alege ca in lucrarea [3]
O(xn)

n

! = )
3 H’?(""’n)ll

atunci se observd ci conditia (a) este indeplinitd. In adevar

., O(x, . e

P!y =2 (@) -2} =211Q(x) || = I1F" (=),

f‘.@(«ﬁ)“

iar formula de iteratie (2”') se prezintd sub forma urmitoare
Bz |[® o1
Xpgqg = Xy — ” ];|,|()' )'1|,j H _Q(’“‘:n)' (‘2 )

2 || Q) |~ (@ () ), Qo))
[| (&) ||?

In conditiile de fati teoremele 1 si 2 pot fi formulate astfel

TroreMA 1'. Dacd pentru aproximajia imitiald x, avem indeplinite
conditiile
’ o ] , Caatare
1%) existd operatia Q(x,) pentru care avem delimitarea

1

2B,
| Q) ||
2°) are loc inegalitatea
Plx.) |2
e

I12(x) |2 “

2| O(#xp) Il — e (0" (%) & (%), Q)
[1 Q) Il

P

3') existd derivatele Fréchet Q' (x), Q''(x) st pe lingd aceasta ||Q'(x)|] <L K,
Q" (%)|| < N pentru xeS. ‘
4') 2B,Kn, <1 si 8') Ry<9,
atunect ecualia operafionald P(x) =0 admile o solufie x¥ ¢S cdlre care tind
aproximatiile determinate prin formula de iteratie (2''') si exustd delimitarea
1

o 3,
9n—1 (2]?'0)3 ]%'

[ s
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TrorEMA 2. Dacd avem satisfdcute conditiile
1) exista operatia Q(x) pentru care avem
1

Il 0
pentru orice x e S C X, unde
% — x| < Hy,

2") pentru aproximatia x, este satisficutd relatia

sfera S este defimitd de inegalilatea

o Pm A
| 2110G) 1| — 2O " (5,) Q). O

3") pentru derivatele Fréchet Q' (x) 51 Q"' (x) existd delimitarile || Q'(x) || <K,
Q"(%)|] < N pentru xe S,

1) sint indeplinite inegalitdtile h <2, hg < 1, unde h = BnK, iar
g esle datd de relatia (17), atunci ecuatia operagionald P(x) = 0 admile o so-
lulie x* € S spre care converg aproximatiile x, date de SJormaula (2), iar rapi-
ditatea convergenfei este datd de relalia

|| &% — x| < Han(gh)*-1.

O HOBOM OBOBUIEHHMW METOHA KACATEJIbHBIX THUIIEPBOJI
[IPU PEMNEHWKM HEJHMHEWMHBIX &YHKIIMOHAJBHBIX
YPABHEHWHM, OIMPENENEHHBIX HA TIPOCTPAHCTBAX BAHAXA

KPATKOE COJIEP)KAHUE
B uactosimiem Tpyige AaeTest 0000LICHHe METOMa KACATTbHBIX runep6o
AJIS DELUEHNsT HeJHHeHHbIX (YHKUHOHANBHBIX ypasHeHuil £ (x) = 0, onpe-

ACJEHHBIX Ha mpocTpaHcTBax DBawaxa B Tom ciyuae korma He cvilecTsver
obparnbix [P'(x)]~1u Q,. ' ;

SUR UNE NOUVELLE GENERALISATION DE LA METHODE DES

B

’}-;[YPERBOI_,_ES TANGENTES POUR LA RESOLUTION DES EQUA-
ITONS FONCTIONNELLES NON-LINEAIRES DEFINIES DANS DES
ESPACES DE BANACH

RESUME .

Dans ce travail, 'auteur a donné une extension de la méthode des
hyperboles tangentes pour la résolution des équations fonctionnelles
uon-linéaires F(x) = 0, définies dans des espaces de Banach pour le cas
oll n'existent pas les inverses [P’(x)]~1 et Q, .
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