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l. Yie w = f(2), f(0) = 0, o functie olomorfa si univalentd in cercul
|z| < R. Se stie ¢i pentru ca aceastd funcfie si transforme cercul 2| < 7
r <~ R, intr-un domeniu stelat in raport cu originea, w = 0, este necesar
si suficient ca

e

72;‘('(;")] >0, pentru |z| 7

(Notdm cu @(«) partea reali a numarului complex =).

Daci inegalitatea de mai sus este satisfacutd pentru |z]| <7, zicem
ca functia f(z) este stelald *n cercul |z| < v. Numim razd de stelaritate a
functiei f(z) marginea superioari a razelor cercurilor cu centrul in origine
in care functia este stelata.

fntr-o lucrare anterioard [1] am ardtat cd raza de stelaritate a func-
tiei f(z) este dati de valoarea minimd a modulelor, 7 = Va2 92, ale
solutiilor sistemului de ecuatii

w ‘f_f)) LB I
f(2) |

R X E 41 =0
@) ] ]

2. Vom aplica acest rezultat in cazul functiei exponentiale.
S& luim f(z) = ¢ — 1. Stim cd aceastd functie este olomorfd si uni-
valentd in cercul |2| < 7.
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Sistemul (1) devine in acest caz
{O'Q[ze" (F=1)] =@
®(z) +1 =0,
Punind z = x + 4y, sistemul se mai scrie
[%(e" —cosy) 4y sin y = ()
| ¥ 4+1=0.

Inlocuind pe x ca — 1 in prima ecuatie
geometricd a functiei exponentiale :
TEOREMX. Orice cerc cu ce
AT T
pi= \/J + 3, unde Yo

, ajungem la urmitoarea proprietate

nivul in origine si de razd cel mull egald cu
este cea mai micd vaddcind pozitivi a ecuagier

ysiny 4 cosy — & =l (2)

e =

esie transformat prin functia w = e intr-un domeniu stelal in raport cu
punctul w = 1.
Pentru y, si o se ghisesc urmitoarele valori aproximative :

Yo~ 2,65, p~2,83.

3. 84 cousiderim clasa S a functiilor w = f(z), f0) =0, f(0) =1,
olomc)}“fe $1 univalente in cercul unitate, [z .=,
Fie f(2) si g(2) dous functii oarecare din clas

z a 5. Vom spune ci functia
[ este g — stelatd in cercul lz| L 7, dacd

2 ’%J >0, pentru |z| < 7. (3)

Vom numi razd de g — stelaritate a functiei f(z) marginea superioari
a razelor cercurilor cu centrul in origine in care functia f este g — stelati.

Se vede imediat c problema aflirii razei de g — stelaritate a functiei
/ (atunci cind functiile S sl g sint date in clasa S) revine la a gisi distanta
minimé dela origine, z — 0, la punctele depe curba dati de ecuatia

1) [ﬂ"i] = 0, (4)
g(2)
care se mai poate scrie sub forma
— 4+ —— =0, 53
p = (5)

Deci trebuie
(). Fiind in cazul

gasit minimul expresiei 2z, stiind cf 2 si
unei probleme de extremum legat, vom c

D—=z7 -} 7\[’1”+ Z_FJ
g€ - ¢

z verifici relatia
onsidera expresia
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si va trebui si eliminim parametrul real A dintre ecuafiile
3 0 s E)ji =0,
az o0z

adicd dintre ecuafiile

'+ —2lg _
2 - 7‘5—'?'— ==l
% g+ ;f:) =L
o

pe care le mai putem scrie $i sub forma
= I 7] " f’g’ -l
@ + hlf +z(f -1 ]]u
7 7 | 7 (4 ...
2z + 1[f’+z(f —ﬁ)] 0.

fnmulfind prima ecuafie cu f’ i a doua cu f si tinind seama de (5), se
deduce relatia

£ £ L Y 1 Fr Eg_T ﬁg; A 0’
g+ 5+ 2 T~ [
de unde, impirtind cu f'f’, se obfine ecuafia
# 1:@(_@']- (6)
o(f)r1-a
Deci punctul depe curba (4), care se afld la distanfa minima de origine,

ici 4 imedi a emd :
verifici si ectiatia (6). De aici rezulti imediat urmatoarea teorem

— 4444 { A dﬂl /] dg .‘. ﬂ:loa 13

.I. EOREL\’[“ lkﬂza fEe g Stgla’ '“lafg a ffﬁnctﬂg'b f(Z) [ZRY/ : t ) : ¥e
nwma a modulel()?’ r = v 2 y2 al],ﬂ SOLULLLor St ev‘ﬂ%l@!fz de ecla

7T ) i + .! t £ St . AN

@ _

Rl =0 I -
[ g(2) ] i (7)
) 4 ef2)

Q‘ #(2) ] e §(2)

Se vede cd dacd g = f, sistemul (7) se reduce la (1). De fapt, JEiaca fune-
tia f este f — stelatd, atunci ea este stelatd in sensul obignuit.

a 5 i13 atoarea
%. Este interesant de vizut dacd este, sau nu este \.ralal])cillgalctgir;nz’(cz) =
proprietate : Oricare ar fi functia 1f(z) E'tsi; pl]l.:f):en-é1 Eg?a s(':a ol
a fi 4 in cercul unitate. Dac ietat
ca f sd fie g — stelatd in ce: _ iegete 0
zﬁaﬁ Vejlclabiléi clé;iar in cercul unitate se pune atunci PIObIEI[;Eiie ‘égatea o
cului cu centrul in origine, de razd maxima, in care prop
adevirata.
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5. Relativ la f ii
: 4 unctiile f(z) = z - g,22 i
o : ol R SRS a@,z"
este binecunoscuti ipoteza lui Bieberbach iy Alivglesa. 3
o] <0, n=2, L (8)

care pini i |
pututpl(lllg acu‘m nu a putut fi demonstrati decit pind la n = 4. Ea s-

L n%enstra 1]_(1153. pentru diferite subclase ale clasei § il
um’ta‘te nqoe aitr% cuuS ) subc]asa__fr.mc]?i@lor din S, care sint stellate in cercul
e fl'mk _ 5} 1€ ccl? aceste f}n:_lc‘,cuaverlmeE ipoteza (8). Notim cu S@ suhb-
su};élasei Cgt(lzl) (:11 Lin S, flefnnta m modul urmitor : functia f(z) =S épaﬁ:ine
s _daca exista o functie g(z) din S astfel caj’ sd fi a
in cercul unitate, ‘ L

Evident ci S S& — S,

Di i

/I aproape in aproape se poate considera sirul de subclase

S st se .., «smc C S

defini i 4, 1 4 7
dasn}tg,(m})nn fecurenta, in modul urmitor : functia z) = S apartine sul
clasei dacd existd o functie 2(2) € S asa ca f(z) s3 f'tl : Tata
In cereul unitate, i N

1 ucti b l = I A b c
I Iin lld t e (.Oﬂlpleta Se )Odte (18111()]1‘1‘:1 1 a o 8 e
S f e ca i1 )Ot(/c ( ) St( va ab]]a

ntr-adevir, dacd f(z) = z & a,22
: L ) ) =3 2"+ oL a2 - ... e S atumed exists
0 funcfie g(z) =z + et - .. b 4 L € S‘MJC” aia '1‘1'1C(}tmlCI i 7
21 (z ;
% [?))} > 0 pentru [ ==

Presupunind i 7 a i15
: poteza (8) valabila pentru So»-1)
e 1. Pe = i : , avem # pentr
orice n. Pe de alti parte se stie cid dacj m b, | < # pentru

R [(z)] =0, pentru 2| < 1

]

tunde

#z) =1+ Ciz+ ... =Et et S

atunci
| |Cul < 2, pentru n — 1 B2
Dacd notim
hz) =@ _ 1~
(%) - 1 Gl + Cpz - ..

avem relatia de recurentj.

na, = C,,,l =iz bzcu--—z At 3t bnf],cj + bm
de unde rezulti

1t b VGl A Byl G s ok [l
. = Sl n— IJC + bu ‘-’-“ci
<2142 ... + n) + n :111.‘—’, i 5!

arn

deci
lan! L n.
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O PAJMVCE 3BE3J10OBPA3MW OAHOJIMCTHBIX @YHKIIMHA
KPATKOE COIEP)KAHME

TMpumensin pauunit peayaptar [1] HaxoauTcs pajuyc 3BesjiooGpasust
(pyHEUHE @ = ¢ —

TMorom paccmaTpuBaercs kaace S (ynxkuui f(z), f(0) =0, [/(0) =1,
roJoMOPQHBIX M OAHOMMCTHBIX B OKpyxuocTH | 2| < 1. Tlyern f(2) € Su g(2) € S.
Byaem rosoputh, urto ¢ynkuus f(z) sBiAsSercs g-3Be3A4aTod B OKPYKHOCTL
z| < r, ecau B 90N OKpy¥KHOCTH BepHO HepaBeHcTBo (3). Haseizaem pajguy-
coM g-3BesooGpasua  (pyuKIHM f, TOUHYIO BEPXHIO0 TPaHHIy paIHycoB
OKPYJKHOCTE!l ¢ LEHTPOM B Hauaje KOOPJAMHAT, B KOTOPHIX (DYHKILHS [ saBasi-
ercsl ¢ -3Bezauaroil. Hauwmm uro paduyce g-3sesdoobpasun (yusyuu f daercs

Haumerotuun 3Haverues modyaeli v = Y* + ¥ pewenudi cucremor ypasHe-

Hutt (7).
[lpu momomy Bbllle BBEIEHHOTO NOHSATHS MOXHO MOCTPOUTH I10CJ/IE/0Ba-
TeJbHOCTb NOAKAACCCB Kaacca S, s KOTOpbIX npeanosoxenwe Bubepbaxa

a, < N YIOBJIETBOPSETCI.

SUR LLE RAYON DE STELLARITE DES FONCTIONS
UNIVALENTES

RESUME

In appliquant un résultat antéricur [1], on trouve le ravon de stel-
larité de .Ja fonction w = ¢* — 1.

Puis on considére la classe S des fonctions f(z), f(0) = 0, f'(0) =1,
holomorphes et univalentes dans le cercle|z|<<1. Soient f(z) € S ¢t g(z)e S.
On dira que la fonction f(z) est g-étoilée dans le cercle | 2| L 7, si dans ce cercle
'inégalité (3) est vérifiée, On appelle rayon de g — stellarité de la fonction
f la borne supérieure des rayons des cercles aux centres a l'origine, dans
lesquels la fonction f est g-étoilée. On trouve que /e rayon de g-stellarité
de la fonction f est donné par la valeur mintma des modules, r = Va2 + a2,
des solutions du systéme d’équations (7).

Moyennant la notion introduite ci-dessus, on construit une suite

| < n,

de sous-classes de S pour lesquelles "hypothése de Bieberbach |a, |
est vériliée,
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