ASUPRA UNOR INEGALITATI INTRE MEDII"
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1. TFie
Ay, Aoy oo (])

un gir (finit sau infinit) de numere. Presupunind termenii sirului nenegativi,

fie A=t %t T4 odia aritmetics si G, =+ a4, ...a, media
n
geometricd a primilor # termeni a,, a,, ..., 4, aiacestuisir. L. Ceakalov
a demonstrat [1] urmitoarele doud proprietiti :
I. Sirul
nd, —G,), n=1,2, ... (2)

este nedescrescdtor.
1. Dacd sirul (1) este nedescrescitor, sirul

n?

n— 1

este de asemenea nedescrescdtor.

Pentru a generaliza aceastd proprietate vom studia monotonia sirurilor
care se deduc din (2), (3), inlocuind media geometricid G, prin medii ,,cuasi-
aritmetice’” mai generale,

2. Vom presupune totdeauna ci f = f(x) este o functie de o variabili
reald x, continud pe un interval deschis I. Daci f este o functie strict mono-
tond (crescdtoare sau descrescitoare) vom nota cu F = F(x) functia sa
inversd, care este de asemenea, definiti, continud si strict monotoni de
acelagi sens cu f (crescdtoare resp. descrescitoare) pe un interval deschis

*) Lucrarea a apdrut in limba rusd in ,,Mathematica’ 1 (24),

(Au T G,,), n= 21 Dy o' (3)
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I'. Acest lucru are loc, in particular, dacs S are o derivati care nu se anu-
leaza pe /.1In acest caz F are de asemenca o derivata care nu se anuleazi
1 este de acelasi semn cu derivata lui J, pe tot intervalul 7.

Dacd termenii girului (1) apartin intervalului / si dacd [ este strict
monotoni, media cuasi-aritmetica

M, (f)=F (@)“‘_”' bk fL’J (1)

i

a primilor # termeni ai girului (1) este definiti pentra # =1, 2;

Inainte de a merge mai departe si observam ci, in anumite cazuri,
putem prelungi prin continuitate definifia lui fsialui M,(f) pe o extre-
mitate, presupusd finitd, a intervalului 7. Tn felul acosis functia / si
media (4) vor avea valori bine determinate (proprii sau improprii) chiar
daci unele sau toate numerele a; coincid cu o astfel de extremitate. De
exemplu, in cazul mediei geometrice, la care se reduce media (4) pentru
functia f = In x, putem lua M,(f) = 0 daci cel putin unul din numerele
ay, @y, ..., a, este egal cu 0. In cele ce urmeazi nu vom insista asupra
unor astfel de prelungiri, deoarece rezultatele referitoare la monotonia
unor siruri de tipul celor considerate ramin in general valabile si se obtin
printr-o trecere la limiti. Astfel, de exemplu, este suficient si demonstriam
monotonia girului (2) in cazul numerelor a; toate pozitive, pentru a deduce
cd proprietatea ramine valabild si in cazul cind numerele a; sint negative,

3. Avem urmitoarea :

TrEOREMA 1. Dacd functia f este slrict monotond, dacd termenii strulii
(1) apartin intervalului T si dacd strul (1) este monoton, sirul

ﬂ/-[n(f); n = -ln 2: coae (D)
este de asemenea monoton si anwme de acelagi sens cu sirul (1).

Dacd, in aceste conditii, termenii sirului (1) maw sint tofi egali, sivul (5)
este strict monoton, tncepind cu un anwmit indice n (cu alte cuvinte existi
un numdr natural m astfel ca sirul M (f), n=m, m L 1 . sd fie strict
monoton).

Ipotezele teoremei pun in eviden{i 4 alternative deoarece functia [
poate sd fie crescitoare sau descrescitoare iar sirul (1) poate si fie nedes-
crescidtor sau necrescitor.

Sd demonstrdm teorema in alternativa in care J este crescitor si sirul
(1) nedescrescitor. T'ie, in general,

i;

= e ey S Epila =
Avem
M) =fla,), i=1,2, ..., n—1, (6)
de unde deducem )
Hay) + flay) + = b flany) _ 1) _’[9&:;@.1, (7)
n— =0 n

3 ASUPRA UNOR INEGALITATI INTRE MEDIL 545

prin urmare si

M, (f) < M, (§). | (8)

Dacid n = m, egalitatea nu este posibild in toate formulele (6), deci
nu este posibild nici in formula (7) si deci nici in (8).

Teorema este deci demonstratd in alternativa considerati.

Demonstrafia se face la fel si in celelalte 3 alternative semnalate.

4. In cele ce urmeazi vom avea nevoie de unele proprietidti cunoscute
ale functiilor convexe obignuite (de ordinul 1U) saul convexe de ordinul 2.
Vom reaminti unele dintre aceste proprietiti,

O functie ¢ = ¢(x), definitd pe un interval I este neconcavd respectiv
neconvexd de ordinul », dacd diferenfa sa divizatd de ordinul # + 1 pe
n + 2 puncte (distincte) oarecari ale lui I este tot timpul nenegativi

respectiv nepozitivd. Dacd notdm cu [%, %5, ..., %up4; @] diferenfa divi-
zatd de ordinul # 4+ 1 a funcliei ¢ pe punctele sau nodurile (distincte)
¥y, ¥g, - .-, %ypg, neconcavitatea respectiv neconvexitatea de ordinul % a
functiei ¢ pe intervalul I este caracterizatd de inegalitatea

[%55 Zgs <505 Xnrns @] == 0 1espectiv =10, (9)
oricare ar fi nodurile (distincte) x;, %5, ..., %y p¢€l.

In particular, daci egalitatea nu are loc nici odatd in (9), functia o
se zice convexd vespectiv concavd de ordinul n pe T,

Dacd n = 0 regisim functiile nedescrescdtoare resupectiv necrescatoare
si, in particular cele crescitoare respectiv descrescitoare. Functiile de
ordinul 0 sint deci functiile monotone. .

Pentru ca o funcfie ¢ continud pe intervalul 7 si fie neconcavi respectiv
neconvexd de ordinul #, este necesar si suficient ca inegalitatea (9) sa fie
verificatd numai pe noduri echidistante.

Fie

: n+1 A;:+] CP(J‘C), (10)
(n+1)! &

[, x4+ h ...,5+nt+1h; ¢]=
unde

n--1

A p(x) = X (=" () elx + k).

i=0

+

Atunci condifia necesard si suficienta ca functia ¢, continud pe I, sd f}e
convexd, neconcavi, neconvexid respectiv concavd de ordinul # (pe [)
este ca sd avem

At o(x) > 0, =0, < 0, respectiv < 0,

pentru orice %, x 4+ mn -4 1hel, h > 0. Aici, pentru » impar, condifia
h > 0 se poate Inlocui cu A== 0.

g - Studii si cercetdri de matematic3
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0. functie definiti si de ordinul n =~ 0 pe / este continud pe I (reamin-
tim cd J este un interval deschis). O functie definiti si de ordinul # > 1
pe [ admlute o) deri'\_?atél continud pe /. Daci functia este éonvexé, neconcava
neconvexa respectiv concava de ordinul # =1 derivata sa o’ presupuséi
existentd, este convexd, mneconcavi, neconvexs respectiv' 'concavﬁ de
ordinul » — 1. Inegalitatea @) = 0 respectiv << (0 pentru orice ve/
este necesard si suficienti pentru ca tunctia de » + 1 ori derivabild cp sé
fie neconcava respectiv neconvexi de ordinul # pe I. Inegalitatea i1l - ()
respectiv < 0 pentru orice x ¢ I este suficienti pentru ca functia de # —;,— 1
ori derivabili ¢ si fie convexi respectiv concavi de ordinul 4 pe 1.

0. 5d revenim la proprietatea 7 a lui I,. Ceakalov. Sirul (2) il putem
generaliza prin sirul J

n(d, — M,(f), n=1,9, ... (11)
Avem atunci

_ TroreMA 2. Dacd functia f este strict monotond, pentru ca sirul (11)
sd fw.nedes_cwesccim;f respectiv necrescdtor pentru orice sir (1) ai cdrui lerment
aparfin lui 1, este necesar si suficient ca Junctia inversi F a lui I sd fie
neconcavd respectiv neconvexd de ordinul 1. '

Sd punem, pentru simplificare,

B,_, :?’(“1) i ) e = Ha,) :f(M,,(f)), nw=1, 9 (12)

n

pentru media aritmetici a primilor # termeni ai siruluj

. fa), fla,), ... (13)
st 54 notdm cu D(ay, ay, ..., a,) = n(d, — M,(f) — (n—1)(Ad,_, — M,
diferenfa dintre doi termeni consecutivi ai sirului (%1) A)xgegl : A

D(ay, ay, ..., a,) = a, — nF(B,) + (n — IR, )=
= F(f(a)) — nF(B,) ++ (n — 1)F(B,_,).
Din formula

f(d") — B, = ”1‘71 (f(“u) == Jé’u—l)'

se deduce ci numerele B, ,, B,, f(a,) sint sau distincte sau toate egale, dupi
cum f(a,) este diferit sau egal cu B, ,. Avem deci

Fhi=

D({.Ll, g, ..., ﬁ,.) = : (f(a,‘) = B"—l)z[Bn‘]y -Bn-: f(an) s FT;

n

membrul al doilea fiind inlocuit cu 0 daci flg.) — B R % 2
2. 7 w1 Rezultd de ¢
Suflclen;‘a COIldﬂ,‘lel Lesretned, f( l) 1—1 zulta de aici

Daca x, X + 2hel’ si daci luim a, = F(x), ay = F(x - 2h), avem
D(ay, ay) = Aj F(x), de unde rezulti imediat necesitatea conditiei teoremei,

Teorema 2 este demonstrati.
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6. Pentru a generaliza proprietatea II a lui I,. Ceakalov luim, in
loc de sirul (3), sirul

02
1 (An = Mu (f)): n = 21 3! ot (14)
n—

Avem atunci

TroreMA 3. Dacd functia F este strict monotond pe I', pentru ca sirul
(14) sd fie nedescrescilor pentru ovice sir (1) nedescrescdtor si avind termenii
in I, este suficient ca funcfia inversd F sd fie :

a) neconcavd de ordinul 1 si

b) neconcavd vespectiv neconvexd de ordinul 2 dupd cum [ este crescd-
tosre respectiv descrescdtoare.

Pentru demonstratie vom folosi metoda datd de L. Ceakalov

[1] pentru sirul (3).
Vom presupune intii cid F, deci si [ are o derivata care nu se anuleaza

pe I' respectiv pe [.
Notdm cu (n > 2)

2 ” 2

Eay, a3 ..., ) = - 4 (A — M) — (%T tﬁ (Ap_y — M,_1(f))
diferenta dintre doi termeni consecutivi ai gsirului (14).

Pentru fiecare £ = 0,1, ..., n — 1 funclia E;, = E,(x), care se deduce
din B(ai: &gz o0 5 @) PUNINd @eyq = fhye — o = @, = %; este continua
si derivabila pe /.

In ceea ce urmeazi va fi destul si presupunem a, = d, < ...-= a,.

S4 considerim mediile (12) in care punem @, ; = @y, = ... = @y= %,
Tinind seamd de formula f'(x) F'(f(x)) =1, un calcul simplu ne da derivata
functier £, sub forma

Ey = f'(x) {i—i) [F'(f(x)) — F'(B.)] —

n— 1

-1 r—k—1) [F'(f(x)) — F'(B,.- 1)]}

n— 2

Formulele
4 b} k 5] L .
j(.'l') T ]:’n . —JT [f{;‘.f} i I)k]l f("':) — Bn-rl = ”_i'i [f(:") FT Bk:l
ne aratd ca, pentru k=1 si x > a;, punctele f(x), B,, B, , din [’ sint
distincte, deoarece f(x) > B, respectiv f(x) <2 B, dupd cum f este cres-
citoare respectiv descrescitoare. Un calcul, care este inutil sd fie reprodus

in detaliu, ne di atunci

. kW ) — B ] ,
Ey =W§)—{N(/\ = 1) H(’L), B -| -+

+ k(n — k& — 1) [f(x) — B:] [f(%), B., B,—1; F'l}. an)

Dar, f'(x), f(x) — B, sint pozilivi respectiv negativi dupd cum [, deci

I este crescitoare respectiv descrescitoare. Formula (13) ne arata cd dacd IF
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satisface conditiile 4), b) ale teoremei 3, avem E, =0 pentru x > a4, si
k=1,2,...,n—1. De aici tezulti c4 functiile E,, £ =1,2, ..., n — 1
sint nedescrescitoare pentru x> a, Deducem de aici ci

E(alx a"z’ Rimgelly a?&) ; E(als azp = milEy “nfzs un~1r “:ﬂ—l);
:=> E(ﬂlJ a’zs LREL RO an—aa ﬂ,,ﬁa, aﬂ‘za a?rﬁz) ; Al ; E(ﬁ'ls al; O [ le) = Eﬂ(a‘l)'
Insd, E, =0 oricare ar fi % deci E(ay, ay, ..., a,) =0, tocmai ceea ce

trebuia demonstrat.

Este ugor de vizut ci daci, in plus F este convexs de ordinul 2 si dacj
sirul (1) nedescrescitor nu are toti termenii egali, sau daci F este convexi
de ordinul 1 si dacid (1) nedescrescitor are cel pufin 3 termeni numeric
distinefi, sirul (14) este cresciitor incepind cu un anumit indice .

Putem acum inlitura restrictia fdcuti Ia inceputul demonstratiei.
Functia F fiind de ordinul 2, este continui pe I'. Pentru fixarea ideilor
sd presupunem ci F este crescitor. Atunci functia F, = F 4 ex este
de asemenea crescitoare si indeplineste conditiile a), 4) din teoremi,
pentru orice &> 0. In plus derivata lui F. nu se anuleazi pe I’ si se
poate deci aplica teorema 3 functiei F,. Dar, pentru ¢ — 0, functia F,
tinde uniform citre F pe orice interval finit si Inchis si daci f, este functia
fuve'rsﬁ a Iui F,, aceasta tinde uniform citre / pe acelag interval. Rezulti
imediat ca M, (f,) tinde citre M,(f) pentru ¢ —» 0. La fel se rafioneaza
daci I" este descrescitor, presupunind atunci e < 0. Teorema 3 se poate
deci deduce prin o trecere la limiti din cazul particular demonstrat,

7. De la sirurile (1), (14) putem cere si fie nedescrescitoare satl necres-
catoare, deci sd indeplineasci una din cele 4 alternative pe care le notim

CU Wiy, My, My, my si pe care le punem in evidenti in tabloul aliturat.

siral (1) Teorema 3 este referitoare la alter-
«. | mativa m;. O teoremi analoagi se poate
enunta si demonstra pentru fiecare din

nedeser, f necresc,

f

| 5| e, | 7, e celelalte 3 alternative. o
o In cazul alternativei m, conditiile ay),
£ | necrese, m, | | b) la care este supusi funetia F se inlo-

| cuiesc respectiv cu :

a') neconvexd de ordinul 1,

b') meconcavd respectiv neconvexd de ordinud 2, dupd cum f este descres-
cdaloare sau crescdtoare.

In alternativele mg, my se studiazd semnul derivatelor (16) pentru
¥ < a, unde prespunem acum ci a4y = ay= ...=a, In aceste cazuri
Sf(%), f(x) — B, sint de semne contrare pentru ¥ < a, si se giseste cd
condifiile @), b) la care este supusi funcfia trebuiese inlocuite cu a), b’)
pentru alternativa my, si cu a’), b) pentru alternativa My

8. Se pune problema daci conditiile a), b) din teorema 3 sint si

necesare pentru ca girul (14) si fie nedescrescitor cind sirul (1) este ne-
descrescitor ?
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Pentru ca girul (14) sa fie nedescrescitor este necesar, in particular,
sd avem ‘
flay) + fla,) +£(fixl] iz

2E(a;, ay, az) = 3a; — a; — ay —QF( =

Deducem de aici cd, in conditiile teoremei 3, funcfia F trebuie si veri-
fice inegalitatea

3F(x;) — F(x,) — F(x,) — 9F[

dacd f este descrescitoare, i) .

Dacd f este crescdtor, punind intfi %) = x, = x, x3 = x + 3h s1 apoi
X3 = %, Xy = %5 = % -} 6k, deducem cid functia I trebuie si verifice
inegalitatile

pentru orice x; = %, = x, daci f este crescitoare gi pentru orice x; = ¥, = #,

[, x + &, x +3h; F]=0, (16)
[, x + 3k, x + 4h, x + 62; F] =0, (17)

pentru orice x, & astfel ca b > 0 si %, x + 3hel’ 1'especti\_r X, x-+6hel'.
Acest rezultat se obtine observind cid, pe baza formulei (10), membrul
intii al inegalitatilor (16), (17) se poate inlocui cu

F(x + 3h) — 3F(x 4+ h) 4 2F(x),
2F(x + 6h) — 9F(x + 4h) 4+ 8F(x + 3%) — F(x) respectiv.

In acelasi fel, daci f este descrescitoare, ficind intli v, = x5 $i apoi

%, = &3, deducem ca funcfia F trebuie si verifice inegalitatile
[%, x + 2k, 2+ 3h; F]1=0, (18)
[, x + 2k, x + 3k, %+ 6h; F] =<0, (19)

sub aceleasi restrictii impuse lui x si /.

9. Avem urmditoarea : ‘
Lema 1. Conditia necesard §i suficientd ca funcé'fffr © continud pe I
sd fie convexd, necomcavd, meconvexd rvespectiv comcavd de ordinul 1 pe I,
este ca sd avem, '
(¥, v +h x+3h; 9] >0, =0, =0, respectiv < 0,
pentru ovice x, x +-3he I, h > 0. o : .
Condifia este evident necesard. Ridmine si ardtdm cd ca este si sufi-
cientd, Observind ci convexitatea respectiv concavitatea sint cazuri parti-
culare ale neconcavitdfii respectiv neconvexitdtii (de acelagi or(}m), cd
schimbind semnul functiei ¢ (luind funcfia — ¢ in I‘oc’\: ¢) se schimbi sensul
convexititii sale (convexitatea cu concavitatea $i in general neconcavi-
tatea cu neconvexitatea) si cd dad funcfia ¢ este de ordinul 1 iar
[%,, % %3; ¢] =0, pentru punctele date x; < x; < x;, atunci avem
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’ r AN C =
([lxdl, X'y %'3; @] =0, oricare ar fi punctele distincte ', 2’5 A'5e [y, 4]
educem ca este suficient sd demonstrim ci daci e

(%, 2+ h x4+ 8k, 0] =0, %, x +3hel, h>0, (20)

functia ¢ este neconcavid de ordinul 1.
Dacd «x X X el a f
medie 1< Xy < << Xyye (mZ=1), avem urmitoarea formuli de

m

Eis Basy,, Bisgenn @il = Z Yol Xiv1s Xiggs ‘P]s (2-])

==

coeficienfii y;, + =1, 2, ..., m fiind independenti de functia 9 si

m
ZY'-:‘]J "{;‘>0, 17:112:--

1=1

o 5 T (22)

Avem de altfel,

i (i1 — &) (#iy o — %)) i—1 m
' SR R o s 1
(¥mi1 — ¥ (B 2 — &) , ) '

Dacid, in particular, ludm %, ¥ ~2h e, h > 0 si

SIS AT T N
""i = ¥ + 2,,,1_171 ? 1‘:])2; vaey M _I_ 2)
avem
: 2 g 32"
Mg = o == ‘g A ; C
1 T 2,,,.F1‘1 » Nitg i + 2,”+G, L:J,.’.,.,.,Hl-

i finind seama de (20), (21), (22), deducem
e | f
[:\,, % +—2m—| o x -+ 2h; rp)J = 0.
Bazindu-ne pe continuitatea funcfici ¢, putem trece la limita, ficind
m — oo, si deducem [x, x + A, ¥ + 2h; 0] =0, deci Aj o(x) = 0, pentru

X, ¥ + 2h e I, de unde, pe baza celor a i
_ ! spuse la nr, 4, rezulti neconcavitate:
de ordinul 1 a funcliei ¢. o

Lema 1 este deci demonstrata.

10. Putem acum deduce

i CPONSI';(‘[ N’!‘A‘ 1. ?Gndi}%ﬂfﬂ) ’z‘:’Hf,j)MS{l f?.HZC)IfElth' I din teoremma 3, este nece

sara pentru ca sirul ‘J:) sd fie ’J'I@(ZESCP‘ESC(EL‘D? entru ore [ e 3
¥ / /i 1 str L€

. . 1 p rice Sir (1) nedes

Daci f este crescitor propriet: s A . 0
. prietatea rezultd din inegalit: ) s
lema 1 aplicatd functiei F. galitatea (16) 5i din
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Daci [ este descrescitor, observam ca funciile F (%), F(— x) sint
in acelasi timp neconcave sau neconvexe de ordinul 1 si cid dacad funcfia
F(x) verifici inegalitatea (18), funcfia F(— x) verifici inegalitatea (16).
Bineinteles intervalele de definitie ale functiilor F(x), F(— x) sint convenabil
precizate, Consecinfa 1 rezultd si de data aceasta din lema 1. Se mai poate
proceda, sau reproducind intreg rationamentul de mai sus pentru & <0
in loc de s > 0, sau stabilind direct o lemi analoagd cu lema 1 pentru
diferentele divizate de forma [x, ¥ 4 2k, ¥ +3h; ¢] cu h'> 0. Lisim
pe seama cetitorului stabilirea acestei leme.

Se demonstreazi la fel ci condifiile a), a’) din teoremele corespun-

zitoare relative la alternativele m,, mg, m, sint de asemenea necesare.

11. Vom demonstra, insi numai intr-un caz particular, cd condifia
b) din teorema 3 este de asemenea necesara. Avem

CONSECINTA 2. Condifia b) din teorema 3, impusd funclier IV, presupusd
de trei ovi continu derivabild pe I', este necesard pentru ca sirul (14) sd fie
nedescrescdtor pentru orice sir (1) nedescrescdtor. :

S4 presupunem ci f este crescitoare. Vom ardta ca derivata a treia ',
presupusi existentd gi continud pe I’, este nenegativa pe I’. Si presupunemn
contrarul. Atunci existi un subinterval [«, B] a lui I, cu @ < B si pe care
avem F'" < 0. Functia F este atunci concavi de ordinul 2 pe [a, B] deci
dacid x, ¥ + 6he [«, B], > 0, avem [x, x 4 3h, ¥ + 4h, x +-06h; F] < 0,
ceea ce contrazice inegalitatea (17). Rezultd cd avem F"' = 0 pentru x e 2
Sa deduce ci F este neconcav de ordinul 2 pe I’ si consecinfa 2 este
demonstrata in acest caz.

La fel bazindu-ne pe inegalitatea (19) se demonstreazd consecinfa
2 cind f este descrescator.

Se’ demonstreazi in mod analog cid conditiile b), b') din teoremele
corespunzitoare alternativelor my, mg, My, sint de asemenea necesare
in ipoteza ci F are o derivatd de ordinul 3 continud.

12. Cu aceleasi notatii ca pind acum, si considerdm, in loc de sirul
(11), sirul
g b ins 2 ,
g | 1) T fe) fm))ﬂ&% R (23)

n

Acest sir revine la (11) dacd inlocuim sirul (1) cu (13) si dacd schim-
bim intre ele functiile f si F. Din teorema 2 rezultd deci o proprietate
analoagi referi oare la sirul (23). Avem insd o proprietate ceva mai gene-
rali deoarece sirul (23) este intrucitva mai simplu decit sirul (11), necon-
tinind functia inversi a lui f Este deci de previzut cad nici un caracter
de monotonie a functiei f nu va interveni in mod necesar.

Avem urmadtoarea :

TrorEMA 4. Pentru ca sirul (23) sd fie nedescrescitor respectiv necres-
citor, pentru orice siv (1) ai cdrui termeni apartin lui I, este necesar s
suficient ca funciia f sd fie neconcavd respectiv neconvexd de ordinul 1,
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mt o e R e 10

Demonstratia, ca si in cazul te i i

o afia, ; oremei 2, rezultd imedi a a
cd dlf_ereni,'a dintre doi termeni consecutivi (al n-lea elgl lfﬂi: . ({bservan"g
sirului (23) este egald cu PR el

f(a,:) = %f(An) T (?‘1» — l)f(Au_l) — L__I_ (a” - A’HI)2[A"-1’ A,,, a, ,fJ

N ) an
dacd a, = A,_; si este egald cu 0 daci a, = A

n—1-

13. In loc de sirul (14) si considerim sirul

’i{Wﬂ+Wﬂ+m+ﬂw
_“ﬁ_ﬁf“*——ﬂA”,u:&&.“ (24)

n—1
Chta . . i - . “ . .
jiirveljie i)a I()l;i) p_rltu ‘aceleagll schimbdri prin care sirul (23) revine la (11)
oprieta’e analoagi cu acee i i i
e g a exprimati de teorema 3 si

T . " 1 ya
ngdescﬂs)ﬁigiﬁ ;z éﬁ?;?;; :fi ,szvfulp (23;) s? Jie nedescrescitor pentru orice sir (1)
. ment apaviin lug I, este suficie ) a fi
a) neconcavd de ordinul 1 si , Vool fimspia fisi 5
¢) meconcavd de ovdinul 2.

Demonstl‘a !:la eSt g L e
(S dllal(}a a cu daceea g eore ‘I 5
g t meil 3. a fl de(.l de. tu]

Gl (23 _n%cizn cu (Dgal, @y it ay) diferen;:a._ dintre doi termeni consecutivi
el ea si a (n “u)-IEE!., n > 2) ai sirului (24). Fie @, = @, (x)
fu fia de x care se deduce din O(ay, ay, ..., a,), punind a ' a .

r Wpl; htl — Hpgpe=

=...=ua, = x In fine, pentru demonstratie
. | A : presupunem a; << a,==...< q,
functli‘.ﬁmcé;a J fiind de ordinul 2 are o derivati continui lp? I Rezultd 6?5
i e ;a :s;nt continue si au o derivati continui pe .
i o 1.aca =1, g <xe I, punctele x, 4,, A,y ale lui I sint distincte
5 finem derivatele functiilor ®, sub forma

A k{x—Ak}
D m—g Mk —1) [x 4, f]+

- f,:(% — k= 1)(3' = Ak) (%, 4,, An‘l ;fl:l}!

:g;ﬁltzgrz? Ca aceste derivate sint nenegative pentru x > &,. Teorema 5
01 ca 1 teorema 3 la nr. 6, di .
: . b, din formulele a
Se oo Cld o Jf b corespunzatoare,
s giri;:engggseciei Uailci (Claj daci, 111 plus, f este convex de ordinul 2
ato nu are tofi termenii egali a
e : : 1), L gall, sau daci f este
de ordinul 1 si daci sirul nedescrescitor (1) are cel putin{": ter-

meni numeric distincti, sirul 24 .,
7 i ] €s 2 A g
indice 1, § (24) este crescitor incepind cu un anumit

14. Ca si la nr. 7 avem si aici i
locuind numai sirul (14) cu E;ufl((:214cel% : aiter?‘atlve e U
oy g () S w). corema 5 corespunde alternativei
Ialc e ja‘oaga corespunzatoare alternativei i, conditiile a), ¢)
are este supusa functia f in teorema 5, se inlocuesc respectiv oy :
al) neconvexd de ordinul 1. P .
b') meconvexd de ordinul 2.
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in teoremele analoage corespunzidtoare alternativelor #mg, si m, con-
ditiile a), ¢) ale teoremei 5 se inlocuiesc cu a), ¢') si a’), 0) respectiv.

in fine, ca si la nr. 10, se demonstreazd ci condifia a) din teorema 5
este mnecesard pentru ca girul (24) si fie nedescresciitor pentru orice sir
nedescrescitor (1). Ca si la nr, 11 se demonstreazi ci, pentru acelagi luery,
conditia ¢) este necesard daci funcfia f este de 3 ori continu deriva-
bila pe I.

Proprietati analoage au loc si in cazul alternativelor iy, s, My

15. Proprietitile I, II ale lui L. Ceakalov se deduc din teoremele 2,

3 luind f = In x. In acest caz funcfia f este, pentru x > 0, crescatoare,
concavd de ordinul 1 si convexd de ordinul 2. Funcfia inversi F = e
este crescitoare, convexi de ordinul 1 gi convexd de ordinul 2. Putem
aplica, acestui caz particular, si teoremele 4, 5, observind cd pentru ultima
sintem in alternativa m, Trecind in prealabil de la logaritmi la numere,
obfinem astfel urmitoarele doud proprietéfi:

T

h
11. Sirul ( ) L, m=1, 2, ... este nedescrescdtor.

nt
.. (A N\ =T v ; ;
IV. Sirul (J)“ Con=2,3, ..., este nedescrescdtor peniru orice §ir
G
n
necrescator (1).
Aici intrebuingim notatiilé de la nr. 1 pentru media aritmetica gi media
geometricd, presupunind cd termenii sirului (1) sint toti pozitivi.

Pentru a studia un alt caz particular si ludm [ = 1 , pentru x > 0.
X

: 1 ; b i :
Avem atunci F = . Media cuasi-aritmetici M(f) se reduce la media
E

2 ai primilor # termeni, presupusi tofi

armonica H, = ;

— i —
gy g Oy
pozitivi, ai girului (1).
Functiile f, F sint ambele, descrescitoare, convexe de ordinul 1 si
concave de ordinul 2. Putem aplica teoremele 2,3, 4,5, observind ca
pentru teorema 3 sintem in alternativa m,, iar pentru teorema 5 in alter-

nativa my de acolo. Deducem astfel proprietafile :
V. Sirurile
nd, — H,), n=1,2, ...; n(HL— j J n=1,2,

n "

sint nedescrescdtoare.
VI. Sirurile

2 n2 1 1
B ) D F——uﬂ,n=a&
n—1 7 — A A

sint nedescrescitoare, primul pentru orice siv nedescrescdtor (1) iar al doilea’
pentru ovice siv necrescator (1).
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a In fine, si mai considerim si cazul particular f= %% penttu x> 0

Avem atunci FF = {/x si media M,(f) se reduce la media patratici P,—
n'-lz + a:_": - Fal

a primilor 2 termeni ai sirului (1),

Functia f este crescitoare, convexi de ordinul 1 si, in acelasi timp,
neconcava si neconvexd de ordinul 2, iar functia I este cresciatoare, con-
cava de ordinul 1 gi convexid de ordinul 2.

. Putem aplica teoremele 2, 3; pentru a doua dintre acestea sintem
in alternativa m, Obfinem astfel proprietatile :

VIL. Sirul n(d, — P,), n =1, 2, este mecrescdlor.

. n*
VIIL. Sirul T (4, — P,), n=2,3, .., esle mecrescator pentru
"
orice $.r mecrescitor (1).

Putem de asemenea aplica teoremele 4, 5, ohservind ci pentru a doua
sintem, in acelasi timp, in alternativele m, si my. Obtinem astfel proprie-
tatile :

s 2 )
IX. Sirvl n(P, — 4,), n=1,2, ...

X, Sirul ”21 (P,z, — A,E,), e

, este nedescrescdtor.

2 -, este medescrescdtor pentru orice

sir monoton (1).

In proprietafile VII—X putem presupune ci termenii sirului (1) sint
nenegativi, .

Proprietitile IX, X se pot obtine si direct foarte simpld, observind
cd avem

2 2 2 n— 1
”’(I)u- T [-[u) i (” Ll ])( Facsl o :I,. -T) = (d" o A”'l):’
n

N (Pj-- 4_-:) o fm=1)2 (I_);—: o 2 =

1
n—1 Gy =)

1,2 1

e [ — s —= )
(1 — 1)(n —2) ;;,' (@ —an)(a; — a,) (n>2).

K BOIMPOCY HEKOTOPBIX HEPABEHCTB MEJKIY CPEOHHUMH

KPATKOE COIEP)KAHMWE

[yers A, -apudmernueckoe cpennee NEPBBIX /1 U/ICHOB MOCAEN0BATCMb-
nocrtu (1) u M,(])-kBasu apudmernueckue CPEAHHC OTIpe/ie/eHHbIE (hopMY.TOf
(4), rne I aeasiercs odpatnoit (ynxumeit Gpynxmun J,

I'napupie pesynbraTsl ciaeayiolue:
 Ecau | crpoeo monoronnas, 1o dam 100 urobu NoCae306aTeALHOCTL
(I1) 6owa neybosaroued (nesospactaoweli) dan awboli nociedosarens-
Hocrw (1), neobxodumo w Odocrarouno 4roboel F 6oiig HesoeryTOl (HeGb!-
nykaotl) ¢yrkyued nopsdka 1. '

— e

cr
Iy
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Fcau F crpoco MOHOTOHHAs, TO 041 T020 4T00LE N0CAAOBATEALHOCTE
(14) 6oraa Heybvisarouel Oast woboll Heyoolsaowel I?.O(‘.?EaOBfI’I’E.TbHOCTlf
(1) Aocrarouro urobel [ Oblaa: a) Hesolnyraol nopadra 1 u 6) Heso2HYTOL
wait HEeBLINYKAOL nopsadra 2, 8 3UBUCUMOCTU OT TO20, ABASETCA AU [ B03PAC-
rarotgedi uat yooiearouetl. 5

IloKa3bIBAETCS UTO ycJoBle a) Takue Heobxodumo u 410 ycaosue ©)
Heobx00uUMO 8 TOM cﬂyrfae_, koeda npednoiazaen 4to [ gsaserca Tpuscdl
renpepoleno dugpeperyupyenol. E .

MouoTonnocTs mocsienopartensuocteii (23) u o (24)

e 0Bpasom. ) el 3
Econ [ = lux, To Haxoaum oOnsTb HEKoTopble, Haiiennsie JI. "Yaxa-

noBBM [1] cBoficTBa OTHOCHTENBLHO APHPMETHYECKOTO I TEOMETPHYCCKOTO
CpemHero.

HeenenyeTcsas TaKHM

SUR QUELQUES INEGALITES ENTRE MOYENNES

RESUMIE,

Seient 4, la moyenne aritmétique des # pl'em.i‘er_s termes de la §u1t§
(1) et M,(f) les moyennes quasi-arithméthiques définies par (1), ot F es
I'inverse de la fonction f.

Tes principaux résultats sont: _ _ bl

Si [ est strictement monotone, pour que la suile (11) soit nm".:;ﬁdemmssan;{,

. ) i 2 af 4 + 1l 7 . 2

(non-croissante) pouy toute suite (1), 1l faul et il suffit que T soil non-concave
non-convexe) dordre 1. : Lo S
: Si T est strictement monolone, pour que la suite (14) soul mon—dﬁmmsi?;;;
pour toute swite non-décroissante (1), 1l suﬁ,‘rz qua)F soit : a) )7-1.0;1,—;01 i
Qordre 1 et b) non-concave ou nonconvexe d’ordre 2 suivant que [ oest cr

sante ow décroissante. - - - o ik
On démontre que la condilion a) est aussi nécessaire el que la condilion

b) est nécessaire en supposant que I ait une {Zér-if{g’e troisiéme mm‘-'ﬁiif&e
I,a monotonie des suites (23) et (31)95‘[ etudle‘e de 1aTm‘eﬁne 1?(; ol
Si f=1un x on retrouve des propriétés dues a L.t IFchak

[1] sur la moyenne arithmétique et la moyenne géometrique.
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