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I. Considerim doui functii reale f(x) si g(x), definite si R-integrabile
pe un interval finit si inchis [a, b] (@ < b). Insemnind cu f o valoare medie
a functiei f(x), adicd un astfel de numar incit

inf f(0) = f = sup fl),
rela, bl x€[a, b]

avem prima formulad de medie
b

hf(x) g(®) dx = f \ g(x) d,
S S

a

e
-y
—

care este valabila dacd g(x) nu-gi shimbi semnul (riminind in mod constant
= 0 pe [a, b]), iar f(x) este oarecare.

Se poate ardta cd in ipoteza continuitdfii, invarianfa semnului func-
tiei g(x) este de asemenea necesard pentru valabilitatea formulei (1) pentru

f(x) oarecare.
Intr-adevir, presupunem ci g(x) este continui si c isi schimba semnul

in [a, b]. Fard a restringe generalitatea problemei, putem presupune ci
b
(e axz0 (2)

(intrucit in caz contrar, este suficient de a lua — g(x) in locul funcfiei g(x)_)
si existd atunci un punct x,e (a, b) astfel incit g(x,) < 0. In baza continui-

*) Aceastd lucrare se publicd si in limba francezi in revista , Mathematica”, vol 2 (25),
fase. 1.
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tafii functiei g(x) rezultd ci daci ¢ > 0 este suficient de mic, au loc inega-
lithtile g < %, — e = Yo < %+ e < b sig(x) este negativ pe intervalul
(% — & %, + ¢).

Vom construi acum o functie J*(%) astfel incit si fie :
L®. continud, pozitivi si cel mult egald cu 1 pe (x, — ¢, %, + ).
2°. nuld pe [a, v, — €] si pe [%, + ¢, b].
Funcfia f*(x) es'e R-integrabily pe [a,b] si avem 0<< f* < 1.
Se poate de exemplu considera

PH) = [1, pentru % (x; — &, %o + €) (3)
< 10, pentru x¢[a, b] — (%, — &, %y + €)

Aplicind formula (1) in care Iuim pentru f(x) functia f*(x) si tinind
seama de (2), obfinem

§f5) et ax = ( f@ o3 dn <0, 7 { etmar=0

ceea ce ne aratd cd egalitatea (1) este imposibili.
Putem deci si enuntim urmitoarea proprietate :

L. Pentru ca prima formuld de medie (1) sd aibd loc pentru orice Sfunctie
continud g(x) si pentru orice Junctie R-integrabild J(%), este neeesar si sufi-
cient ca g(x) sdé nu schimbe semmnul in [a, b].

2. Formulei integrale (1) 1i corespunde formula de medie ,ln ter-
meni finifi”

L=

n
E a; b, =a
=1

unde sirurile (4;), (b;) sint reale si

b;, (4)

b

min (@) < & < max (a).

Aici s-a utilizat notatia (¢;) pentru sirul de # termeni 1) gy vvey Gp (B> 1),
Formula de medie (4) este adeviraty pentru toate sirurile (a;) daci

termenii girului () sint de acelasi semn (sint toti =0 sau tofi = 0).
Este de asemenea usor de vizut ci invarianta semnului numerelor

bi este necesari pentru ca formula de medie (4) sd fie adevirati pentru

orice sir (a;). Intr-adevir, si presupunem cd numerele b, nu sint toate

de acelagi semn. Se poate presupune, firi a restringe generalitatea problemei,
H

ci Y5, =0 (intrucit in caz contrar se utilizeazi un rafionament analog
i=1

pentru sirul (— §,)). Existd atunci un indice % astfel jncit b, < 0. Daci

n.

seia @, 41, a; = 0, pentru ¢ == %, se obtine 0 < a<1 si Y a E,- = b, <30,
=

ay b=0 si egalitatea (4) este imposibili.
i=l1
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Putem deci si enuntdm. urmitoarea proprietate :

I'. Pentru ca formula de medie (4) sd fie adevirald pentru orice sir (ai),
este necesar i suficient ca termenis sirulur (L) sd fie de acelasi semmn.

Proprietatea I poate dealtfel si fie dedusd din proprietatea I' prin
trecere la limitd, $inind seami de definitia integralei R. Fird a mai insista
asupra detaliilor, afirmdm cd proprietifile IT’, III’, IV’ rezultd in acelasi
fel respectiv din proprietatile II', IIT', IV

3.C. Bonferroni a demonstrat [1] cd prima formuli de medie
(1) este adevaratd pentru orice functie monotond f(x) dacd g(x) este R-inte-

grabild si dacd integrala sa G(x) = Sg(t) at ramine cuprinsi intre 0 si G(b)

pentru xe [a, b]. Ultima proprietaate exprimd cd avem 0 = G(x) UgG(b}
pentru xe [a, b] respectiv G(b) <G(x) =0 pentru xe [a, b] dupd cum
0 = G(b) respectiv G(b) = 0. _ - o

Se poate incd demonstra cd condifia impusa funcfiei g(«v) este necesara.
Pentru aceasta, considerdm functia

1, pentru xe [a, 2]
0 =

0 pentru xe (A 0],

unde @ =< A== b (daci A = b, atunci ludm f(x) =1 pe [a, b]). Aceastad
functie este monotond (deci a fortiori R-integrabild) si avem 0= f=1.
Formula (1) ne di atunci G() = f G(b) pentru Xe [a, b], ceea ce demon-
streazd proprietatea in cauza. .

Putem deci si enunfam urmaitoarea proprietate

I1. Pentru ca prima formuld de medie (1) sd aibd loc pentru orice [functie
monotond f(x), ‘csm neecesar st suficienl ca integrala G(x) = S g(t) dt a funclied
R-integrabile g(x) sd ramind cuprinsd intre 0 si G(b) pentru x ¢ [a, b].

. o MRmelry TR,
4. C. Bonferroni obfine suficienta condifiei proprietatil Ii (i}ge &) 2
prietatea corespunzitoare, relativd la formula (4), printr-un pro
trecere la limita. ) e
a idera : iale §; =b;, +b+ ...+ b, 1=1,
Dacd se considerd sumele: parfia ; 1+ 0y + iy
2, ..., n asirului (§;), formula de medie (A4) este verificata %i?ﬂgrg)mﬁl é_e
monoton (a;), dacd termenii sirului (s;) sint cupringi (in s
0 si s, 3 R
i a e aca
Demonstrafia lui C. Bonferroni este urmatoarea. Obsen_farinn({ls;n o
numerele s;, 1 =1, 2 n sint cuprinse intre 0 si s,, atunci $‘VI i
1y ’ LR = 7 :
s, —s;, 1 =1,2,..., n sint de asemenea cuptinse intre 0 1 sy, Mo
n 2
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girului (a;) ne arati ci, pe de o parte 7 este cuprins intre @, si a,, pe de
altd parte, utilizind formula de transformare a lui Abel, avem

(E a; by— a, s,,) (Z a b, — a, s,,) =
=1 =1

=1

n—1 n—1 T
s [Z si(a; — a,-ﬂ)] [,-21 (50 — ) (@0 q — a{)J = 0.
Formula de medie (4) rezulti de aici imediat.
Necesitatea conditiei rezulti considerind sirul monoton (a;), unde
=M= ...=a4g=1, 64 =W@i,= ... =@, =0
Putem enunfa drmitoarea proprietate:
IT'. Pentru ca formula de medie (4) sd aibd loc pentru orice sir monolon

(a:), este mecesar si suficient ca termensi sirului (si) format din sumele par-
{rale ale sirului (b)) sd rdming cuprings intre 0 si s,.

5. Consideram acum a doua formuli de medie
] E b

/%) 6() dx = g(a) § £2) @5+ g(8) § o) ax, ®)

a a 'E

unde a=2F = .

Aceastd formuld este valabild pentru orice functie f(x), R-integrabila,
dacd funcfia g(x) este monotoni pe [a, b].

53 presupunem ci g(x) admite o derivats g'(x) continud pe [a, b].
Putem atunci si demonstrim ci monotonia funcfiei g(x) este necesara
pentru ca formula (5) sd aibi loc oricare ar fi f(x). Intr-adevir, daci g'(x)

este o funcfie continui si daci notim I(x) :S f(t) dt, avem

1
b x

{70 8(0) dz = P@) g(t) — { P() /()

a a

si formula (5) devine
§ 700 g'(0) ax = F(8) (' (3) ax,

deci revine la prima formuli de medie (F(E) =.F).

In cazul nostru, proprietatea de monotonie a functiei g(x) pe [a, b]
este echivalents ca faptul ci derivata g'(¥) nu schimbi semnul pe [g, b].
Necesitatea conditiei pe care am avut-o in vedere, rezulti ca la nr. 1.
Trebuie numai si considerim in locul functiei g(x), functia g'(x), iar pentru
F(x), o functie f*(x) convenabil aleasi. Intructt prin constructie F(x) este
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o integrald, pentru a satisface conditiile 1°, 2? de la ar. 1, este suficient
de exemplu de a considera pentru F(x), functia

2 (¥ — %+ 5)2{ Xy — ¥ + %] , pentru xe (x,— &, %,),
3

=
frx) = 2 (7 == Foee E)a(x & il _52_], pentru xe (%, %o+ €),

0, pentru xe [a, b] — (% — & % + £).

Aceasta revine de altfel a considera pentru f(x), functia

2 (% — %)(x — % + €), pentru xe (v — &, %]
-3 .

f(x) = L (x — %) (x — %y — €), pentru % e (%5, %5 + €),
E3
0, pentru xe [a, ] — (% — & % + =).

Putem si enunfim urmitoarea proprietate : - e
II1. Pentru ca formula de medie (5) sd fie adevdrata pent:y ;1(’;6)8 _};{‘?’}Z;fg-
g(x) avind o derivald continud pe [a, b] 51 pentru orice f@mc};e Jo
Qrabz’ld pe [a, b], este necesar s suficient ca g(x) sd fie monotond p , bl
6. Formul i (5) 1i corespunde de asemenea o formuld de medie ,,in
termeni finifi*

i ab; = r b, + (E &y — ;') b, , (6)

i=1 i

o . . . . . . ™ C
unde # este o valoare medie a primelor # — 1 termeni ai girului (), und

tw=a +a,+ ... +a 1=1,2,...,n § deci
min =~ (@, +ay+ ... ta)=r = max (@ + ay + ... ai)
1,42 n—1 i=1,2,..,n—1

Formula de medie (6) este adevirata peuntﬂru orice §1r "(a")ﬁsgfsg rjlrélﬁl,
() este monoton. Demonstrafia este simpld intrucit daca o
" n n—1
Z a’ibi = bn Eai = E J‘,‘(b,‘ = bi+1):
i=1 i=1 i=l1
ea revine la prima formuld de medie. . . p
Necesitatlea proprietitii de monotonic a 51ru1u1y (b:) 1&§1ltr;1u’§i{(lf?11u11a
(6) sa ramind adevdratd pentru orice sir (a;), r‘.ezultatnm; fl 0 iy
a4, =—1sia,=0,pentruk 1,1 + il S‘UCC?&;IVPGII‘I =1, 2, ...,
Putem deci si enunfdm urmaiatoarea propnetflte. o b
III'. Peniru ca formula de medie (6) sd Jie adem;'ata penlru orice i
(a;), este necesar §i suficient ca girul (b;) sd fie monoton,
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7.C. Bonferroni in lucrarea sa citati [1] a demonstrat de
asemenea cd formula de medie (5) este adevirati pentru orice functie f(x)

a cdrei integrald F(x) = S J(¢) dt este monotond, dacd g(x) rimine cuprinsi

(in sens larg) intre g(a)ugi g(b) pentru xe [a, b].

Presupunind g(x) continui, condifia enungati este de asemenea nece-
sard. Intr-adevir, presupunem ci g(x) este continui si ludm pentru f(x)
functia (3), unde x, este un punct din (a, b) iar e un numir pozitiv sufi-
cient de mic. Presupunind ci formula de medie (5) este verificats, are
loc egalitatea

e ( g(b), pentru &< %, —e,
1 - a =
= g(x)dx =1 (E—#+elel '); (xo-+e—Es(b) pentru Ee (v, — e, %, + ¢,
e, €
fidt lg(a), pentru £ = x, + £,
Se vede deci ci pentru e pozitiv si suficient de mic, integrala
rgt8
1 o(x) dx -
e g(x) dx (7)

ramine cuprinsi intre g(a) si g(b). Daci insi ¢ — 0, media integrald (7)
tinde cdtre valoarea g(x,), care rimine deci de asemenea cuprinsia intre
g(a) si g(b). |

Putem deci enunfa urmitoarea proprietate :

IV. Pentru ca formula de medie (5) si fie adevirati pentru orice funcfic

x
f(%), avind integrala | f({)dt monotond cste necesar st suficient ca funclia

g(x) presupusd continud sd fie cuprinsd intve g(a) si g(b) pentru xe [a, b].

8. $i aici C. Bonferroni obtine suficienfa condifiei proprietafii IV
printr-un proces de trecere la limiti.

Formula de medie (6) este verificati pentru orice sir (a;) ai cirui ter-
meni sint de acelagi semn, dacd termenii sirului (b,) rdamin cuprinsi intre
by si b,. Demonstratia este urmitoarea. Daci a sint de acelasi semn si
dacd b; sint cuprinsi intre b, si b,, avem

n—1

DECEDERCEAY; ]| 5 =) + 0 - bes | =

i=1

- [);1' alh, — ) J [ \;2 a(b; — b,) ]g 0.

Formula de medie rezulti de aici imediat,
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Necesitatea conditiei rezultid luind a; =1 si = 0 Pe{tf_u k1.
Avem atunci 0 <7 < 1 si formula (6) ne di b, =7b; + (1 — 7)b,, ceeace
arati ci b; este cuprins intre b; si b,. -

Putem deci si enuntdm urmitoarea proprietate : =

IV'. Pentru ca formula de medie (6) sd ﬁ.'f; czdrl:v.cimtd oricare M.;. fi "%Wj
(a;) avind termenti de acelasi semn, este necesar §1 suficientca by, 1 =1,2,...,n
sd ramind cupringi intre by st b, :

MPUMEUYAHUST OTHOCHUTEJIbHO TIEPBOM M BTOPOW ®OPMV/JI
O CPEINHEM MHTEIPAJILHOIO MCHHUCJIEHHWS

KPATKOE COILEPKAHWE

[ycrs f(¥) ¥ .g(x) ABe NEHCTBHTENLHBIX, ONPEIENCHHBIX H R-H[—él‘tgl‘pi‘l-
pyeMblx (YHKIHM Ha KOHEYHOM H 3aKPLITOM HHTEpBaje [a, b] (a ) u
[yCTh f cpenmmee snauenue (GyHKUHH f(») wa [a, b]. B macrogmem Tpyne

: enust:
IOKA3bIBAIOTCS CASAYIOLINE YTBEPIKIL )

1. Oan 1020, urober gopmyaa o cpedrem (1) boiaa gepHa oast fm}?g;z
Henpepoletoll pyrkyuw g(x) w das A00L R-unrezpupyemoti qby_mcquu[ ] t.’].
HeoBXoAUMO 1 Q0CTaTouHO 41066l g(¥) He MeHsia csoe20 3Hanaaﬂa Méﬁo{}.

9. Jlas 1020 4T00bLL hopmyra o cpedrem (1) Ovira sepHa O G(x)L
MOHOTOHHOU (hynkyun f(x), Heodxopumo « JoCTATOUHO 106061 UHTE2paA G(X) =

a

: M
= { gty &t R-unreepupyemoii pynryun g(x), 0CTABAACA SAKAIOUCHHDI

Me:;cds 0u G(@) 0an x € [a, b]. 7 3
3{ Has To2o uroGul opmyra o c,ue@fiem (5) boira sepra 60%(!1{4}”55;“
pynryun g(x) ¢ HenpepoleHoii NPoUssodHOLL Ha [a, b] i das ato ouﬁbr- (J;)
epupyemoli na [a, b| pyrkyuu f(x), HeodXoMUMO U docrarouHo 4T0b6lL g
6oiaa MoHoTOHHA Ha [a, D). :
4. Jlan Toco, urobobl opayia o cpeoren

i Heo6xo-
pynkyuu f(x), unrezpanr KoTopOL § f()dt sasasercs MOHOTOHHBIM,

(6) Golra sepra 0as Ar0GOL

a =
auMo u doctarouro 4robel (yrKyui g(x), npeﬁnmomenng}]i HenpepuisHoll,
ocTasanace sakaouennol meucdy g(a) w g(b) 0an Xe [a, L Sommass

Uurerpanpupiv dopmynam (1) u (5) morapHo COOTBeggnegosaTe.anocw
0 cpemHeM ,B KOHEYHEIX Tepmunax; (4) H (6), r,rleu ToC. AR T
(@) w (b:) pelicTBHTENBHB, a @ MPEACTaBMISET COﬁOHl({:—Il?jeﬂHCBOFICTBa "
afi=1, 2, ..., n). B Tpyae AoKasbBarOTCA aHAIOTHY '

TAKHX IIoC/ieJOB aTeJIbHOCTEH,
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REMARQUES SUR LA PREMIERE ET SUR LA SECONDE FORMULE
DE LA MOVENNE DU CALCUL INTEGRAIL

RESUME

Soient f(x) et g(x) deux fonctions réelles, définies et R-intégrables
sur U'intervalle fini et fermé [a, D] (& < b) et soit f une valeur moyenne
des valeurs de la fonction f(x) dans [a, b]. Dans le présent travail on
démontre les résultats suivants

L. Pour que la formule de la moyenne (1) soiv yraie pour toute Jonction
continue g(x) et pour toute Jonction R-intégrable /(%), il est néeessaire e
suffisant que g(x) ne change pas de signe dans [a, &].

I1. Pour que la formule de la moyenne (1) soit vraie pour toute fonction

x

monotone f(x), il est nécessaire el suffisant que I'intégrale G(x) = (g@t)ar

de la fonction R-intégrable g(x) reste comprise entre 0 of G(b) pour xe [a, b].
III.  Pour. que la formule de la moyenne (5) soit vraie pour toute Jonction
g(x) ayant une dérivée continue dans (@, b], et pour toute Sfonction f(x)
R-wntégrable dans [a, b], il est néeessaire ¢l suffisant que g(x) soit mono-
tone dans [a, b].
IV. Pour que la formule de la moyenne (5) soil vraie pour toute Jonction

H(x), dont I'integrale § f()dt est monotone, il est néeessaire cl sufficant

que la fonction g(x), supposée continue, reste comprise entre gla) et g(b)
pour xe[a, b].

Aux formules intégrales (1) et (5) correspondent respectivement les
formules de la moyenne ,,en termes finis” (4) et (6), ot les suites (a;),

(b;) sont réelles, et g représente une moyenne des valeurs a; (1=1,2,...,n).
Dans le travail sont démontrées des propriétés analogues pour de telles
suites,
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