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. Tie Ey un spafiu euclidian cu N dimensiuni de coordonate y',:. ., y"
i 17, un spagiu riemannian, scufundat in el, definit de - écuafifle’ -
oyt =l ., 2Y) (=1, sy ol av it (1]

n(n-ir1)

Notim cu G,(x) grupul de migcari cu numdr maxim de parainetri..al
spaiului V. : :

Deci avem p < Marl),

9 : E
egalitatea avind loc cind spafiul este cu curburd constanta. el
. TFie G,(x) un subgrup al lui G (¥) definit de ecuatiile
:_x’:' :fi(xll Seeay x""als =8 oly ar) ¢ (Z = 1!, £ s »,-'”')a - e % (2}

unde 4!, ..., @’ sint parametri esenjial.

Functia F(#}, ." ., x") este funcfie invarianti intég'ralwz{‘gfu'pul'p_ui”(jz) ddca

SF(:\:I, SRR Y oD SF(x’l, SRS £ -

oy A :
pentru orice mulfime de puncte o, din spafiul V .+ pentru ‘care -injaegrala
are sens. ok R AL N i SRR
° R. Deltheil a demonstrat [2]Y cid funclisle: invariante: ihlegral
dle grupului (2) sint soluiile Sistémului de eeuafiv cu idertvateparfiate it

VAN :\ilfl‘.";_l X5

v 2[5 Fe] =0 (k= 1)y (3)

e AR R

b
i S SRR o D ;
unde X, [ =& (%) —f sint transformdrile infinitezimale ale grupului.
Sl seyin, Gt PR M T SR Sl S A LTl i SO ey
3 B 8 - SR ST 0 R MO A T R T

%) Aceastd lucrare se publicd i in limba germani in revista Réviie ‘qt! Mathiémhitigues
Pures et Appliquées, t. V, nr. 1 (1960). o e ks
1) pag. 28.
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Am numit grupuri-misurabile grupurile Lie de transformdri care admit
un nvariant integral unic, abstractie Jdcind de o constanti multiplicative,
determinind conditisle necesare si suficiente ca un grup Lie sd fie mdsurabil,

Considerim acum in spatiul V, o familie (Fqy de varietiti @, cu
f dimensiuni, definiti de ecuafiile

IWﬂ”wwﬂyquzou:L””n—m, (4)
unde o', | o0 sint parametri esentiali.

Fie T o transformare din Go(#) care lasi invarianti global familia (7,
de varietdfi. Mulfimea acestor transformiri formeazj un grup Lie ¢, care
este un subgrup al luj Go(x). _

Mulfimea transformirilor S, care lasi invarianti fiecare varietate a

familiei (F,, formeaz4 un: grup g care este subgrup invariant al lui 4. Putem
deci ataga grupului 4 grupul factor

G = glg

care are proprietatea de a lisa invariants global familia de varietafi (F,,
fird a contine transformiri (afard de cea identicd) care si lase invarianta
fiecare varietate @) a familiei F,. ‘

Numim grupul G grupul maxim de wnvariantd al families (Faq» tar sub-
srupurile lui, cu aceeasi proprictate, grupuri de invariantd ale familiei.

Fie G (%) un astfel de grup de invarianti al familiei (4, definit de
ecuatiile (2).

Deci avem :

PW@@“wﬂmmﬂu”Jﬂ:mewwﬁa“ﬁm
tunde

B":g"(al,...,w‘,a‘,...,a’) (=1, ..., ¢\ (8)
Deci grupului G,(x) de invarian{d al familiei (#,1 se atageazd in spa-
tiul X al parametrilor familiei (%, familia de transformsri (5).
Intr-o lucrare anterioard -[3]% am demonstrat teoremas:

Familia de transformgri (5)formeazd grup izomorf cu grupul G,(x) de
invariand al familiei de varieldti (F,.

Am numit grupul (5) grupul atasat griupulur G.(x) de invariantd al

familier (7, si l-am notat cu H, ().

Presupunind c3 grupul H,(«) este misurabil si notind cu F (ed, ..., o)

funcfia lui invariant§ integral, am numit masura mulfimii A de varietiti
@, fatd de grupul G,(x) : ;

tor(ch)= | Flod, ..., af) dot ., . dad,
ota

unde oAy este multimea de puncte care corespunde, in spapiul X, maltimii
oA de varietiti ),

%) pag. 911.
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il i 1 151 etdfr care
De asemenea am numil familie mdsurabild, famalzad de varietd}
admite o mdsurd unicd fajd de toale grupurile de mtvar:::fa.w]a) :
Referitor la aceastd notiu;ze' am d.ern?ixsls‘lz:_;ﬁz r;;t; e el s
/] Wi MAXLIN fa
Dacd grupul atasat grupulu i ' Ay
varieldfi este wmdsurabil, atunci familia estg :)n-asumb
De asemenea am demonstrat teorema [l ] : % 1 AL
Fiind date doud grupuri izomorfe G'r(xi)”ﬂl Ij{éf(:giz'c?o;czbarietdti i
cientd ) sd fie grupul de invariania a iliet j
suficientd ca G,(x) sd fie gr
este ca

PN SR PN AL Y (6)
£ (x) %— e

; N i irile infiniterimale ale grupurilor G,(x)
unde £ (x) §1 n,(e) sint transformdrile 1 1f e s
si H,(a). In acest caz H,(«) este grupul atasat grupu
? Lt 7 g ‘
ee Id : jzz:;i? lti%;‘are ne vom ocupa de masura familiilor dt:,i cu;l:fb(in;ggst:ﬂ
spatiun iz'liemannian V,, dind formele canonice ale familiilor de
ile dintr-un astfel de spafiu. . Wi
rabﬂ;‘ign:lerci, in spafiul euclidian E, de coordonate %', 4%, 4®, un spaf
riemannian V,, definit de ecuafiile 7 7
y° = o(x!, x?) (@=1,2,3). .

i iscari sint spa-
Se stie ci singurele spatii V, care admit un grup d;:inﬁicag] ;;nsuplra-

tiile cu curburd constantid, care admit ca g_ruluarfle r];mgc iy o
fetele de rotatie care admit ca grup de migcidri un Gy L o st
Ne vom ocupa intii de spatiile V, cu c_urbura (:_t:)1 e

Fie deci G,(x), grupul complet de misciri al spafiulut V,,

£ ASad
atiile . ‘
ecuaf K= f (a1, 22, al, a®, a% =1, 2). .
e cadiic
Considerim de asemenea o familie (7, de curbe, de ecuafi
F(at, o2, a, ..., 0 =0,

. 1 etri esenfiali. i
G (p f;fam 1 1axtim de invariantd al familiei (51 cu
upul 1 :
Vom nota cu G,(¥) grupul m D
: i de familia (7.
e atfa $a1':1_1u1(?(:;,(s-§.) fffgnitﬁ misurd trebuie ca grupul Hr(:) mui
e B . i i it 3 ra pentru cz
sﬁﬁgﬂg al Tui sd ﬁé masurabil. Decl o condultﬁervngscteesi ; q1< -
far i i 4 admiti o masura i
ili , 53 admitd _ %
familia (F, de curbe din spatiul V, ampd o Sii iy Ve
i iliilor de curbe, care admit m , aven g
oncdor famlfl iliile d urbe cu trei parametri din spatflu _1“2
onsiderind familiile de ¢ tri o e
@ rbgi?atlst‘iistanté pozitivd, avem g =7 = 3. DAe(;:l ci-llggél;felzeau( L s
. i id the, care pot admite méasurd, sint cele o
trei parametri de Cu1 de misciri G4(x) al lui V,. Acest grup este deci g 1'Iti1
| e g i nai sus, condifia
% n}varila;:ntizgarigntﬁ si, in baza teoremei enuntate mai s
maxim si, in baza

%) pag. 478.
-!) pag. 198.
%) pag. 508,
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necesard ‘§i stficientd ca familia de curbe (F3 sid fie misurabili” este ca
grupul Hy(«), atasat grupului Gy(x) fati de familia. (7,, sd fie misurabil,

Considerind familiile (7, cu doi parametri de curbe, avem ¢=2r<3.
Dedi giupul de invariantd al familiei trebuie si aibi doi sau trei parametri.
Dar, grupul complet de miscdri al unui spatiu V, cu curbura constanti
pozitivd nu are niciun subgrup cu doi parametri [9]%), deci grupul de inva-
riantd’ ‘al- familiei- trebuie si fie grupul Gy(x) de misciri al spatiului. in
acest cazgrupul G4(x) este grupul maxim de inyarian{d al familiei, Deci,
pentru ca familia de curbe si fie misurabili trebuje cq grupul . Hy(«),
atasat grupului Gy(x) fatd de familia (Fa2 si fie misurabil. '

Avem deci : e :

Conditia necesard si suficientd ca o familie cu doi saw cu trei parametri
‘de curbe dintr-un spatiu-Vy 61 curbura constantd pozitivd sd fie mdsurabild
esté ca -grupul complet de miscari al spatiului sd fie grup de invariantd al
familiei, iar grupul atasat acestui grup, Jatd de familie si fie mdsurabil.
s i Vom: determina acum formele canonice ale familiilor cu doi si cu trei
parametri de curbe mi#surabile intr-un spafiu V, cu curbura constanti
pozitivd. Vom presupune ci spatiul are curbura 5 — 1. In acest caz grupul
Gy(#)} de migeri al spagiului are transformirile infinitezimale [T

d
le = — ——il ]
Xyf= — sin #! cotg a2 o +-.cos xlif;, (8)
BRI 2 : : aal o 008 o
X, f=cos x! cotg #? of 4 §in 191
W 3 . : ) axt - ox2
Fie acum o familie cu trei parametri de curbe, de ecuafie
F(xL, 42 ol, o2, od) = 0, (9)

unde o!, o?, «® sint parametri esentiali.

Grupul Hy(a) atasat grupului (8) fatd de famil'a (9) este deci- un grup
in trei variabile cu trei parametri, izomorf cu.grupul (8). Pentru ca familia
de curte (9) si fie masurabili este necesar $i suficient ca grupul Hy(a) sd
fie misurabil, deci simplu tranzitiv [4]8). Tntr-o lucrare anterioard: [8]9)
am demonstrat ci grupurile in trei variabile simplu tranzitive, izomorfe
cu grupul (8), au transformirile infinitezimale - '

YVif= — ﬂ‘-‘ -
i (90'.1 - s
7 : " : 1 1 i
e —sincaf_lc:o‘cgocaiji—ancx “?~—f+cos ala—fi (10)
el : : do!  sin o go? ol
S ; . :
Yafzcoscr.lcotgoc”a—f +2S*& ﬁ‘—f——i— sin aza—f. b s
‘ 1 dul  sin o® gal. - 0ad .
%) pag. 346. s ‘
") pag. 176.
8) Pag. 8.
?) Pag. 222.

s g e etri esentiali;
unde ol si o« sint parametri esenfi

5
GEOMETRIE INTEGRALA INTR-UN SPATIU RIEMANNIAN V,, 38
fnlocuind expresiile (8) si (10) in' ecuatiile (6) obfinem sistemul

(@) oFma _,
3 at ol
o F(x,x)
F(x, o oF(x, o) o s o cote gl o
— sin #! cotg #? Qﬁ—) + cos x17 - sin a g e
singt o) o 0Fme) g
sing® " gat” - do o
. ; oL (x, o
F(x, o OF(%, @) roile s 7
cos #! cotg x? af;% - sin A;l——a;z—‘ -+ cos ol cotg o —sin o
s BE R g B B 4,
wovasinced - gof do
cu solutia
= - y _ﬁ) LW
| F — F(\/l — A% cos p, ot“’. — arcsin VSinz L )\2 cost 1) |

unde

[ A = sin 42 sin (#* — o),
! cos x®
\l i = o — arccos —

Vi %

Grupul maxim de invariantd al acestei fam_ilii_este_gr}clyuill t(s);_ﬂm:l'
grupul aﬁ;a:}at acestuia, este grupul (10). Functia invartanta integ

acestui grup este

g
F(al, o?, a¥) = sin o®.

Avem deci: . . o
1. Familiile cu trei parametri mdsurabile dsaurbe ‘di!.;lib'[:l—f»f-ll!;
spatfigs\E(T}l:Ei\:cA curbura constantd pozitivd, [Jo! ﬁd ad:;;f’,”ﬁ;ﬁr(; éfﬁ;ﬁa&) gﬂ
variabile, la forma. (11); avind ca grup maxim ae v ]
miscdri ale spapiului, iar ca masura
@ (cf) = §sin &® do! do® da?.
O{a
Vom considera acum o familie cu doi parametri

CF(a, 22, o, a2) = 0,

ila, trebuie sa ita ca grup
Pentru ca aceasti familie si fie masurabild, tlebt}le sa E}Ell::lal’fz;a utli gru})
maxim de invarian{d grupul (8). Grupul Hj(e) este in acest ca
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cu doud variabile, izomorf cu graupul

nitezimale [8]19 (8). El are deci transformirile infi-

Vi e == Ei,
dact
Y,/ = —sin«! cotg aﬂﬁi -+ cos a1ili
dol o2 (12)
Y 5 O ;
Vyf= cosu! cotg a %{: -+ sin aia_f \

Qo Qo
I 1 e i =5 .
nlocuind expresiile (8) si (12) in ecuafiile (6) obtinem

doF(x, Fx
9bee)  oFlral _

ox! ool
— F(x, o
sin #1 cotg x2 9L K @) oF (x, «) ; (%
g o - cos ,tlT — sin ol cotg azm 4
’ g ot
{ + cos! b (%, a) =0
do? '
cos 1l cotg y2 28K ®) | aF(x, « .
g B sin _zlﬁl_ﬁ_J 3 el oaty aEBF(,x.,1fi) i
e
- sin alm =10,
ou’

care are solufia

o . . ;
F =[cos (x! — o) sin #® sin «® 4 cos ¥ cos o2
Rezultid ci familia de curbe este
A : )
Flcos (x* — ol) sin #? sin o? + cos 42 cos a?] =0
Rezolvind aceasti ecuatie deducem

cos (¥'—al) sin 4% sin o? 4 cos 4? cos of — & (£ = const.) (13)

AVA A
ind in vedere reprezentarea parametrici a sferei

) 1 a1 2 2 — of 1 2 8 e 2
= COs % p = i =
J sin x 3 y Sl %+ sin x ) y Ccos x (li)
]

rezultd cd familia de curbe (13)

S feipie este identicd, pentru k=0, cu familia de

C 1 o4 2, : 1
0S o' sin o j.'] ...I.- sin ol sin o . y2 + cos of . ys -

—

19 pag. 214
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ale sferei (14), iar pentru k£ 0 cu familia de cercuri mici

cos & sin of - yb + sin of sin a?. ¥ 4 cos of - ¥ — k=10

ale aceleiasi sfere (14).
inlocuind expresiile (12) in ecuatiile (3) gdsim cd funcfia invarianta
integral a grupului (12) este %

Flal, o®) = sin o*.

Avem deci

TrorEMA 2. Familitle cu doi parametri de curbe mdsurabile dintr-un
spatin V, cu curbura constantd pozitivi pot fi aduse la forma canonicd (13),
frind familii cu do parametri de cercuri si au ca grup maxim de invarianid
arupul (8) de miscdri al spatiului §i ca mdsurd

u(ch) = | sin o doct dec?.
A

Vom considera acum familiile (#;, cu un parametru, de curbe. in acest
caz avem ¢ =1 r <3, deci grupul de invarianfd al familiei are unul
sau trei parametri. Dacd grupul de invarianii are trei parametri el este
grupul de miscari Gy(x) al spafiului si este grupul maxim de invarianfd
al familiei (%, Grupul Hy(«) atagat grupului G4(7) fatd de familia (7, este
un grup cu o singuri variabild si deci nu poate fi izomorf cu grupul Gy(x)
'1]1), Rezultd cd familia (7, nu poate admite ca grup maxim de invarianfd
grupul Gy(x).

Daci grupul maxim de invarianfa al familiei (%, este un grup cu un
parametru G,(x), atunci grupul H,(«) atasat grupului G,(x) fajd de familia
(¥, este simplu tranzitiv si deci masurabil, Rezulta ci in acest caz familia
(#, de curbe este misurabild.

Avem deci :

Condifia necesard §i suficient
dintr-un spatiu V, cu curbura constantd pozitiv
grupul sduw maxim de invariantd sd@ fie un su
grupului complet de misodri al spativlut.

Fie deci

i ca o familie cu un parametru de curbe
d sd fie mdsurabild este ca
bgrup cu un parametru al

F(at, 2% a) =9

o astfel de familie de curbe. !
ie ca grupul ei maxim de

Pentru ca familia si fie mésurabild trebu

invarian{i si fie un subgrup G,(x) cu un parametru al grupului (8) de mis-
ciri al spafiului, iar grupul lui atasat faga de familie sa fie un grup intr-o
variabili cu un parametru, deci o translatie [1]'

o = a + a.

1) Pag. 374.
12y pag. 374.
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Fcuafia (6) devine
T
+9"
axt CE A
unde E£i(x) (4 =1,2) sint coeficientii
grupului G,(x). . Al o
Sistemul diferenfial atagat acestei

CpdE g oF

transformirilor infiuitezimale_ ale

ecuatii este
o' o%*

&) B |
- -Dar acesta. este tocmai sistemul diferential al grupului G(x). .
Deci, daci. ecuatiile finite ale grupului G, (%) sint

¥ = f (51, 42, a) (b=1,2)
atunci familia (7, are ecuafia ‘

Fif'w o), fix 0] =0,
i_n lucrarea citat__é (B1), am numil varieldfi G, — echivalente cu varie-
yatea @, varietitile care se obfin din varietaten @,," aplicindu- transformd-
rile grupului G,. ' faly 3 o

*' Deci, in cazul nostru, familia (#1 este familia varietifilor G, — echi-
‘Valente cu o curbi arbitrars din spatiul 7, i
Misura familiei F, este

pct) = S do.
ot

. Rezulti : i : = :
TEOREMA 3. Familiile cu un Pparametru - de curbe mdsurabile, diitriun
Spafin Vy cu curbura constants pozitivd, sint familisle Gy — echivalente cu
0. curbd arbitrard din spatiul 'V, grupul Gy frind un subgrup ou un pava-
metrw al grupului complet de miscdri al spatiului, Grupul G, este grupul
maxim de thvarianti al familiei de curbe iar masypg Sfamiliei este: =

: : . PET

; net cur] mitd mAsurs, Esté.li‘eci_e'sa:_qa'_‘q <.3.
" Considerim deci familiile de curbe cu. trei parametri - din spagiul. V,
cu curbura constanti negativi., In acest caz, pentru.ca familia de curbe
sd admitd misuri, trebuje cg grupul ei de invarianti si fie un grup cu

13) pag. 933.
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5 T t cﬁz
s oo s spafiului. In aces =
trei parametri, deci grupul de miscri Gy(x) al 'l?ietéi, condifia necesars

. LT iei si
ste grupul maxim de invarianja al fmrunher gili T
G.s(x) €s tgv ca familia de curbe (7, sa Ufle,_:ma.su (iet el
2 'Suﬂclle?é1 (x) fatd de familie, si fie masurabil, deci sa
dtagat lutl Gg i
Avem deci St
1) vd st suficienld ca
Condifia necesard §i ; s
e fwb?ﬂib;f;:&iif;tsd fie grup de invarianjd q? Jfamilier,
e st vt vilte sd file stmplu tranziirv.
e ji?:ln].sbzmsat acestui grup fati de familie salf-u: stmp
tar grupi § . i4
gVom determina acum ecuafia acesto-r fami 1rbe e
Tie deci-o familie cu trei parametrl de curbe, . :

b
e 5 'F(xl,' 22, ol ol ‘m3) == {); : e (1 )

x rnbs
o familie cu trei pmﬂamem: .Eie Sr;;wfa
td negativd sd fie mdsurabild ¢

e i iali. ; 14
1 42 o8 sint parametri esen} 2iile infiaitandsiata [17TH4)
e lo:i ; isc}éri al spafiului are transformdrile infinitezimale [1]
Grupu e 1111

. il S R i
b dfny Weoems L e g ols —,
, ity oagaBh (16)
Xyt = [(al)E— (%2 gj:l + 2x14° ax? '

) 4 i U T deci un grip
" Grupul Hy(«) atasat grapului (16) fafa de 'famﬂ;a(l%?) 'Ie’g;letnf ca familia
~ Grupu bilse cu trei parametri, izomorf cu grl{P‘fl_ sim'plu tranzitiv, deci
lnrtrelv‘;?élilnésurabilé trebuie ca grupul {1; a(e) sd fie
gia)ais‘)baé transformirile infinitezimale [8]')

l a? _‘BL. J
o2, l_@I_ = (Oﬂz)zarf — 2e? a—f]: Yzf = %i;’ Y3f.-=-¢r A2 (17)

oo
dol [ it 8o '

lf I

e | a0 B o
o d e ‘iﬁf e (otz)g—a—};; —20‘2%;3_] =0 :
LN . ; ,

aal do?

1 afq- x2£+£:.0

.—}‘)xl o2 oo

L oF

ol BF o wdl .
. +2x1x25§+8 T B

L(il)z- l__;(xa)z] =

care’ are solufia s % Sl Rl

o : R b IO 22

: AR p? 4 ot ————1,
F:F(——)\_‘r”. A p? 41

¢ I;l ag. 5171.
15% gag_ 226.
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unde am notat

3 e L2 +uffﬁ’ P oA

x2e
Deci familia de curbe este

F(I\'LLL+ 1 1 amn )

’

A e ‘u_"" % I

== ()

1111d§ 1)\ §i @ au valorile date de relatiile (18).
Grupul maxim de invarianfd al acestei familij

grupul atasat ac i X or
& togeal $ LéstuJa fafd de familie este grupul (17)

este grupul (16) iar

cu functia invarjanti
Fla), a2, 43) =

Rezulta ( "R

EOREI\;A 4 F yer) ¥ : ? 7 }‘ab 66 de ctrbe dir Er-1441
I ¥ . a}ﬂ/ﬂlﬁité’v CH t el pa ] i ;i /
S 1

A rdl| = 0,

A [J.2 =l

unde A 5i w au valorile dat 1.
_ . e de velapiile (18), avind grup maxi } ]
gripul (16) de misciri al sﬁa,ﬁiulszf, z'a(r cZz, ﬂfé‘zgr‘fimp e

wlct) = S doddoddyd.
HAa

Considerind acum familijle i par i
< 7 < 3. Deci, pentru ca fam(ﬂ;}; c:ﬁdgldgﬁ:gmet“n dg e lemy
. . w - . . i '
ei d]z Anvarianfa si aibd doi sau trei paféme:;’ium’ brbre = chEg
ianchi dtat d ori :
i), den;qhilcgr?r:f# [1]%) ca orice subgrup cu doi parametri al grupului
xLoh prinzch' = spafiului V, cu curbura constanti negativi, poate fi
y imbari de parametri, si fie definit de operatorﬂ E

Go(#): _of 10 ‘
(%) X f= = p o0 xla__:l e xz%_ i
g x

Gz(x)DEEg)grjli?ql detinvarian];é al familiei are doi parametri, el este grupul
i " acDes ¢z grupul (16) poate si fie grup de invariaipﬁpal
o e -, Dacd grupul (16)- nu este grup de invarianti al familiei
S ot ge i:?v ar?iaxu? de Invarianfd este G,(x), (19). Dacid grupul (‘11%1)
familiol antd, atunci el este grupul maxim de invarianti -'al‘
Pr i ] yul (19
T Céezlrlgullllllrgﬁca grupul (19]) este grupul maxim de invarian{i al familie
: p ) nu este grup de nvarianta al ei, grupul atasat grupultn:

%) pag. 513
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(19) fajd de familia (7, de curbe este un grup H,(«) in doud variabile si
doi parametri, izomorf cu grupul (19). Deci, pentru ca familia (£, sa fie
misurabild, trebuie ca grupul H,(«) si fie simplu tranzitiv.

Daci grupul (16) este grupul maxim de invarianti al familiei, grupul
atasat lui fagd de familia (7, este un grup Hy(a) in doud variabile gi trei
parametri, izomorf cu grupul (16). Deci, pentru ca familia si fie masurabild
trebuie ca grupul Hy(e) si fie misurabil.

Ne vom ocupa intii de cazul in care grupul (16) este grupul maxim
de invariantd al familiei.

Fie deci
F(x, 2% ot, of) = 0 (20)

ecuajia familiei (7, de curbe. i i

Pentru ca grupul H,(e), atasat grupului (16) fafa de aceasta familie,
si fie masurabil este necesar ca el si fie tranzitiv. In lucrarea citatd [8]')
am demonstrat ci un grup in doud variabile si trei paraetri, tranzitiv,
izomorf cu grupul (16), are transformdrile infinitezimale.

of . of of
Vfmarr, Y == gl
J oot of ! do®
. af of ¢
}', = f‘lB— ﬂ:gg = ! 'Zoclatzﬂ-* v \ (21)
af = [(o)® — (%)% s o

Acest grup este misurabil, deci familia (7, de curbe este misurabila.
fnlocuind valorile (16) si (21) in ecuatia (6) obfinem sistemul

[ 8F  9F _q

ax' | 9ol
A1 ai + ¥ £ + ol il‘ _ji_ mﬂi‘}% =0
ot ox? gn! - 9o
J oF off g OF oF
A (42)27 Z 49wt T 4 [(ad)2— (2B)2] —- 4oty S =0,
e (] 2 st 2 [P ) o et
care are solufia
: ]
F [.(.1,1):} .\,_' (‘r'l)ﬂ L ‘;(l:ﬂ-: = {ul)a lﬂa):l -0
arx=
Rezolvind aceastd ecuafic gisim
(21 —al)? 4 (%) (a?) —hka2x? =0 (k = const.). (22)

din spafiul ¥V, cu curbura

Deci, familiile (#, misurabile de curbe,
pul complet de

constantid negativi, care admit ca grup de invarian{d gru
migcari al spatiului, au ecuatia (22).

17) pag. 218, ;
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- Grupul atagat r‘u‘ ului (16) fatd de famil; - P
are fUnq:ia invariaﬁtél?integlgal‘) A Af,arnﬂla (22) este,grupu_l (217):, care

5 :

F(olo?) = =,
e : _ ; ()2 -
‘dem‘mﬁsura familiei este £t ;
p(ct) SW. Doy g (g
oA

0 faxci)lriréilz;%siu%un_e acum cd grupul (19) este grupul maxim de invarianfa
e o’ faergi](i:: ggu%)_ul (lfi) nubr;lste grup de invarianfi al ei. In acest

1z, pentru , _ 1e masurabild trebuie ca grupul H, (), in dous
,u;vii?pal];llfr 15:1 C;:l doi pgranlgtrl,_‘atagat.. grupului (16) i%ttépde f;n(l?l)i,emscé.loﬁi
simplu tranzitiv, Deci el trebuie si aibi transformirile infi,nit_ezimaie‘ [EL]38)

: Lo 5
Vot OF L gl k
1 P of = o ol o+ ek ;& . (24
Inlocuind extresiile (19) si (24) in ecuatiile (6) obtinem sistemul
F 5
L
oxt dot
]
"t B I3 i 7
' xl—l- ~,—- x2a_l+ O(lﬁ]i +,127(7_-[7 — i)
ax o ol Qo2 2
cu solutia
1 1 2 ;
Joy i N 2 O :
(nﬁ , Z)=0 | (25)

Pentru ca familia (25) si nu admits ert .
: i . r admitd grupul (16) ca i ianti
trebuie ca functia (25) si satisfacd i11ega1ita1‘:c)ea o1iliee grupyde invadanle

V) F
[(#)2 — (2] & 4 ame 80 4 e oF or
) Jaxl + 2x1x . + [(eh)® — (22)2] - 12 20'1&255 = 0. (26)

In acest caz famili : ; o
z amilia (25) ‘admite ca gru : . PN ¢
(19) si ca misurg ‘ grup maxim de invariantd grupul

dotda? . 4
(2?2

wet) = |

La

0 :‘fi..REZliitéj' ‘. 5 T :,-“‘ ke i ot

spatz'zrhI(;REBIA o.bFamzlwle ci doi parametri. de curbe mdsirabile dintr-un
P Yy cu curbura conslantd negativd au ecuatia (22), cu’ grf,::pq,;,i maxim

%) pag. 510.
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de invaviantd (16) si mdsura (23) sau au ecuafia (25), (26), ou grupul maxinm
de- invariantd (19) §i mdsura (23).. :
Vom considera acum familiile cu un parametru de curbe din spafiul
V, cu curbura constantd megativi. BY A e e
In acest caz avem :
g=1<Lr<3,

deci, pentru ca familia (7, sd admitd m3surd, trebuie ca grupul ei de inva-
riantd si aibad unul, doi sau trei parametri. e

intr-o lucrare anterioara [7]'% am demonstrat teorema

Condiia necesard §i suficientd, ca o familie cu un parametru. de varietdf
sd fie mdsurabild, este ca grupul atasal grupulut maxim de tnvarianid al
familici,” fajd de familie sd fie o translajie intr-o variabild.

Deci, in cazul nostru, pentru ca familia (7, si fie misurabild, trebuie
ca grupul atagat grupului maxim de invarianfd al familiei s& fie translafia

o = a,+ 4.

De aici rezultd ci grupul maxim de invarianfa al familiei trebuie si
fie un grup cu un parametru, subgrup al grupului (16) de migedri al spa-
tiului. 7

in acelasi mod in care am obfinut teorema 3, obfinem

TrOREMA 6. Familiile cu un parametru de curbe mdsurabile dintr-un
spativ V, cu curbura constantd negalivd sint famaliile Gy-echivalente cu o
curbd arbitrard din spagiul Vs, grupul Gy fiind un subgrup cu un parametru
al grupului complet de misciri al spafiului. Grupul G, este grupul maxim
de invarinatd al familiei de cwrbe, iar mdsura_familier este

u(ch) = § do.
_ .. cla
~“Ne vom ocupa acum de suprafefele de rotatie..
~“* Pie deci o suprafati de rotafie cu metrica -
' ds? = (dxY)? -+ [o(+)dx2]2. ' )
Bianchi a ariitat [1]2) ci aceastd suprafatd de rotafie admite ca grup
de migciri grupul G(x)

1

%' = &% 4+ a.

"{'xu:xl LSS )

Deci, o conditie necesari pentru ca o familie de curbe de pe suprafafa

-de rotatie (27) si admitd misurd este ca grupul (28) <i fie grupul ei de in-

si pentru ca ea si fie -misurabild trebuie ca grupul atagat grupulii (28)

variantd. In acest caz grupul (28) este grupul maxim de invariantd al familiei

18) pag. 124.
20) pag. 506,

12 — Studif si cercetdrl de matematlcil
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fatd de familia de curbe si fie misurabil. Avind in vederg ca acest grup
este intr-o variabild si cu un parametru, el trebuie si fie translatia

= a4 a. | O (@9)
Avind in vedere expresiile (28) si (29), ecuatia (6) se scrie
oF L oF _,

ox da

cu solufia

Rezulta

TEOREMA 7. Singurele familit mdsurabile de curbe de pe suprafata de
rotatie (27) sint fam?hzle cu un parametyi

F{xt % — @) =0
care admit ca grup maxim de invariantd grupul (28) si ca mdsurd

w(ch) = | du.
e

I/I'HTEI“PA.HbHASI FEOMETPHS B PMMAHOBOM TI1POCTPAHCTBE

KPATKOE COIEP}AHHE

]’IC)&O,U,ﬂ H3 paHee ,IJOCTHFH)’I‘I)I}\ Pe3yJibTaTOB OTHOCHTEJILHO H3IMEPHMbIX
rpynn Jlu, Mepb cemeitcts MHOTOGpasuii u cemefCTB H3aMepHMBIX MHOTO-
Gpasuif, aBTop ompesefeT ceMeficTBA KPHBIBX, H3MEPHMBIX B DHMaHOBOM
npoctpascTse V.

LA GEOMETRIE INTEGRALE DANS UN ESPACE RIEMANNIEN V,,

RESUME

4 En partant de résultats obtenus antérieurement relatifs aux groupes
de Lie mesurables, a la mesure des familles de variétés et aux familles
de variéiés mesurables, 'auteur détermine les familles de courbes mesu-
rables d'un espace riemannien V,.

(g
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