DESPRE RESTUL UNOR FORMULE DE TIP RUNGE-KUTTA
PENTRU INTEGRAREA NUMERICA A ECUATIILOR
DIFERENTIALE

DE

OLEG ARAMA
(Cluj)

Luerare prezenlala  la Consfdluirea  lehnico-sliinlifica asupra maginilor electronice de caleul,
din 13 — 15 ianuarie 1960. Bucuresli

§ 1. Formularea problemei

Fie ecuatia diferentiald
Yy == y), (1)
cu conditia
Y(@9) = Yo (2)

Vom presupune pentru inceput ci sint indeplinite toate conditiile
pentru ca ecuatia (1) si admits o integrald y(w) care sd satisfacd conditia
(2) i care si fie analiticd intr-un interval suficient de mare, continind
punctele x, §i @, + h.

In Incrarea [10], prof. D. V. Tonescu a elaborat un procedeu
recurent pentru construirea unor funetii M“”(h), care dezvoltate dupa
puterile lui 2 au primii p + 1 termeni (oricare ar fi numirul natural p)
identici respectiv cu primii p 4 1 termeni ai dezvoltdrii functiei y (=, + h)
dupd puterile lui h. Acest procedeu se bazeazd pe urmitoarea proprietate
stabilitd in luerarea [10].




10 OLEG ARAMA
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Fie o tormuld de cvadraturd de forma
fagt R "
\ o(s)ds =h Y o o(zy + 2" h) + R (h; @), (3)
Jzy i=1
aleasdi astfel incit gradul ei de exactitate g, s& satisfacd inegalitatea
Pp=0")-
Fie apoi M (k) o functie analiticd, carve dezvoltati dupd puterile
lui 7 si aibd primii p - 1 termeni idenfici respectiv eu primii p + 1
termeni ai dezvoltidrii functiei y(w, + h) dupd puterile lui h.
Tn aceste conditii, functia M "(h) construitd cu ajutorul formulei
de evadraturd (3), precum urmeazi

r"‘"

M Oh) = gy + b Y o f Loy + 3", MR W], (4)
i=1
dezvoltati dupi puterile lui h, are primii p + 2 termeni identici respectiv
cu primii p + 2 termeni din dezvoltarea dupd puterile lui b a functiei
Y (2o + h).
Folosind aceastd proprietate, in lucrarea [10] se construiesc giruri
de functii de forma

MR =y, + B f(%o, Yo)s

MOy =y, + b Y o flzg + A R, MU(N" B)],

i=1

(nl | o1 =1 5 { =~ (=1 =1y, s (r—1
M (h) = yo + h Z & flog + ni h, M (A )1, d

i=1 (D)

Jl" (¥ (12 - ) ) o
MR =g B Y, i F [my + 2Pk, MP(AR)],
At 0 3

i-1

J]j[("Tl\ 7 —= y ’i“ h = D’.E”}f [J-/I[} %7 7\5‘“)171; ﬂ[m}( 7\('_14) h)],
J0 1

i=1

care aproximeazi din ce in ce mai bine functia y(z, + h), aproximarea
fiind inteleass in sensul coincidentei unui numdr cit mai mare de termeni
din dezvoltirile respective in serii dupd puterile lui h.

in formulele (5), oricare ar fi numirul natural p, coeficientii «*',
AP care intervin in expresia fune-

n

) () s i ) ()
1 A qu precum gi A¥, AP,

1) Prin gradul de exactitate al unei formule (3), se intelege un numar intreg nenegativ
¢p, maxim posibil, astfel incit restul formulei considerale sa se anuleze pentru orice polinom
de grad < g, si si fie diferit de zero pentru cel putin un polinomn de grad gy + 1.

=L
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tiei M7V (h), reprezintd respectiv coeficientii unor formule de cvadra-
turd de forma (3), ale ciror grade de exactitate g, satisfac respectiv ine-
galitatile g, = p.

In aceastd not, in ipoteze mai generale decit cele formulate anterior,
se di o delimitare pentru erorile

") = M0 (R) — (@ + ), 2=0,1,...,8), (6

care se comit in cazul cind se iau in locul valorii exacte v (x, + h), valorile
aproximative M@+V(h), obtinute din aproape in aproape cu ajutorul for-
mulelor (5).
Procedenl de caleul care ne conduce la considerarea functiei M "(h)
il vom nota cu {M"""}. Plecind de la un astfel de procedeu (p fiind un
numir fixat), se poate concepe cu ajutorul lui o metod#d de integrare nu-
merici de tip Euler-Picone, [19], precum urmeazi : Se imparte intervalul
de integrare [x,, x] in » parti, prin puncte de diviziune z, << x; < @, <<
. v ; +1 : A :
< ...<w®, = §i se poartd procedeul {M”""} din nod in nod, consi-
derindu-se de fiecare rind, ca date initiale, datele obtinute in etapa prece-
denti. Referitor la o astfel de metodd de tip Buler-Picone, numirul <”" " (7)
reprezintd eroarea comisd la primul pas. Folosind delimitarea datd in
prezenta notd pentru eroarea ¢” " (h), B. Schechter a stabilit in
lucrarea [22] delimitiri pentrn erorile ce se comit la pagii urmétori.

§ 2. Citeva consideratii privind formulele de evadraturd (3)

Inainte de a intra in subiectul expunerii, vom reaminti citeva rezul-
tate cunoscute, privitoare la formulele de cvadraturd (3).
Prin felul cum a fost aleassd formula de cvadraturd (3), rezultd cid au
loc relatiile
T 1
() (p)\k AL _ .
o ()= -y sl Al b o b (7)
;_Z'l’(') ]‘;+1 3 L Ty
s w v - .. . { .
unde g, = p. De aici rezultd ci dacd se presupun coeficientii 2" ' dati,
. - . . w . { . A . v B . .
atunci ceilalti coeficienti «;” se vor exprima in functie de coeficientii A" i
nu vor depinde de z, $i k. .
Pentru fixarea ideilor, adoptidm la inceput urméitoarele ipoteze sim-
plificatoare cu privire la formulele de cvadratura (3), care intervin in con-
a4 i (n+1
struetia functiei M7 (h) :
Ipoteze. 1°. Oricare ar fi numirul p =1, 2,
«{? ai formulelor de cvadraturd (3) sint pozitivi.
92°, Numerele 2 care intervin in aceleagi formule de cvadraturd
(3 3
satisfac inegalititile 0 = 2" = 1.
(Aceste douil ipoteze vor fi inldturate in cele ce urmeaza).

., M, toti coeficientii
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Presupunind numerele x, gi h fixate, restul R"(¢) al formulei de
cvadraturd (3) apare o functionald liniard, definitd pe spatiul functiilor
continue in intervalul [z,, 2, + k]

Pentru a nu complica expunerea, vom presupune in cele ce urmeazs
el R"(¢)=~0 pentru orice functie ¢ (x) convex de ordinul g, (adici pentru
orice functie ale cirei diferente divizate pe g, + 2 noduri din intervalul
[%o, @y + k] sint pozitive). In lucrarea [17] prof. T. Popovicin
a ardtat ci o astfel de functionald liniard are forma clasicd, adics forma

RW)( ‘P) == K“” [-731, Loy « v uy wﬂp+2; (P]’ (8)

unde K" este o constantd independents de funectia o, iar @, @y, ..., Ty ia
sint g, -+ 2 puncte din intervalul [(a';o, @y + ] (aceste puncte, in general,
depind de functia ¢). Constanta K", dupd cum rezultd tot din lucrarea
[147, este datd de formula

+1

E” = R™(3”) = R”[(z — a))" ]

Efectuind caleulele, gisim

Ilrm = h%:ﬂ —1—+ — Eﬂ o )\tm ot t'p)]ﬂn:j 9
- L gp+'-)r i_-lot’.(i) = ’ (9)

) 9
unde prin T" s-a notat coeficientul lui 2" din expresia de mai sus. Daci
se presupune cd functia ¢ () admite in intervalul [z,, x, + &] derivate pins
la ordinul g, 4+ 1 inclusiv, ultima fiind continu# in interavlul [y @y = 2],
atunci diferenta divizatd care figureazi in formula (8) se poate pune
sub forma

It a7 o
[.’1’-‘1, Loy v v vy ‘T!;I,+2; QP] == 3 ﬂ(fi(l.)’ (10)
(g:ﬂ "i_ 1) ! daz”
‘ unde £ este un punct din intervalul [,, @, + h]. In aceste ipoteze, din
formulele (8), (9) si (10) rezultd pentru restul R" (@) expresia

Yfiﬁ) hﬁ'p‘Hﬁ . dﬂp'Fer (E)
7,+1

(9, +1)! dax”

In cele ce urmeazi, vom transerie expresia (11) a restului sub forma

R"(¢) =

(11)

R(h; @) = 1" (15 9), (12)

7
care este justificatd de inegalitatea g, = p. Aici s-a notat
(n) 70p P ﬂp+1
P“"(h; o) = Y h ) d ﬂ(i(f). (13)
(9, +1)! da”
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§ 3. Consideratii asupra metodei de integrare (5)

In cele ce urmeazi vom tine seamii de urmitoarele ipoteze :
Ipoteze. 1°. Functia f(w, y) care intervine in membrul drept al ecua-
fiei (1) este continud intr-un domeniu (D) definit de inegalitétile

H=x=%+a Y—b=y=y +0b (a>0,Db>0)

Fie M = max | f(x, ¥) |, a* =min {a, "]%} §i fie (D*) domeniul definit de
(D)

inegalititile
By =0 =x + a*, Yo —V=y=yo + b

2°. In domeniul (D*) functia f («, y) admite derivate partiale con-
tinue de ordinul v =1 4+ max {g;, g5, ..., §,}-

In aceste ipcteze aun loc urmatoarele proprietéti :

Proprietdti. I. In intervalul [@,, #, + a], ecuatia diferentiald (1)
admite o integrald y(z) gi una singuri, satisticind conditia (2). In acelasi
interval [z,, #, + a*], integrala y(x) satisface inegalititile

Yo —b=ylw)=y, + b

31 admite derivate continue pind la ordinul v 4 1 inclusiv. (Aceste proprie-
titi se stabilesc cu ocazia demonstririi teoremei lui E. Picard privind
existenta solutiilor ecuatiilor diferentiale).

II. Oricare ar fi numérul h satisficind inegalititile 0 = h = a*,
valorile functiilor M (k), M™(R), ..., M™ " (h) se vor situa in inter-
valul [y, — b, y, + b].

Intr-adevir, pentru functia M (h) deducem din (5) relatia

| M) — yo| = | F(mo, Yo) | = h M = b,

valabild oricare ar fi he [0, a*].
Presupunem acuma proprietatea adeviratd pentru functia M™ (),
unde p este unul din numerele 2, 3, ..., n, adied

| M(m(h) —an =), hel0, a*] (14)

gl 84 demonstrim ci ea este valabild gi pentru functia M7V (%).
Intr-adevir, tinind sema de relatia (4), precum §i de prima relafie
din (7), se observd ci functia M”""(h) se prezintd ca o medie a valorilor
functiei f[®, + h, M (h)], considerate pentrn valorile 2" h, (i = 1,
2, ..., 1,) ale variabilei h, valori care sint situate in intervalul [0, a]
datoritid inegalititii 0 = h = a* pe care o satisface num#rul ales % si da-
toritd, ipotezei ci numerele A" satisfac inegalititile 0 = 2" < 1. Dar
intrueit prin ipoteza functia f(z, y) este continud in domeniul (D*), rezulti,
finind seamé i de (14), cii functia f [2, + h, M (h)] de variabila h este
continud in intervalul € [0, a*]. Putem atunci aplica o formuld de medie,
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care sd reducd numérul termenilor ce figureazd in combinatia liniard din
(4), la un singur termen. Astfel obfinem

Tp o1 -
M) =y, + B ( ;1 agm) flzo + A" 0, MP(2"h)] =

= Yo + bf[@g + 27k, M (2"R)],

unde A" e [0, 1]. Aici s-a tinut seami de prima relatie din (7) gi de age-

menea de faptul ci toti coeflclentn o™ sint pozitivi. Din egahtamle prece-
dente deducem delimitarea

| M2 (h) — yo| = k| f @ + A7), M"Q"W)]|I=h M =0

§i astfel proprietatea este demonstrati.

Observafie. Din pr oprletatew stabilitd mai sus rezultd ed in ipotezele
adoptate, dac# he [0, a*], atunci oricare ar fi p =1, 2, ..., n, toate
numerele

M2V (ny,
MO h), (=1, 2,..., 1)

MWW TVR), =1, 2,

M TRPAEAE IR, (=1, B, eyt

A o Vet RS L TG A A )

care intervin ca valori ale argnmentului y al functiei f(x, ¥) in schema de
caleul (5), sint situate in intervalul [y, — b, ¥, -+ b]. De aici rezulti o
dacd h € [0, a*], atunci domeniul (D*) contine toate punctele (m, )
pentru care se calculeazd valorile functiei f(x,y) in vederea obtinerii

numdrnlui M (h).
¢ . . 1
§ 4. Delimitarea erorilor =**" ()

= Ao LAz e 1) o . B
Vom da intii o delimitare pentru &' (h). Dupa cum se indied in (5),
avem

ﬂl’th(h-) e ,”0 + h i(ml)? :yﬂ)?
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astfel ci
" : 1S
() = BLV(h)—y (@4+R) = Yo+ B f(@0r Yo) —y( @y +1) = — == F (E),

unde F(x) = f[@, y(x)], iar £ reprezinti un numir situat in intervalul
')
9

(@, @y - h). Notind p(h; F) = , obtinem formula
e(h) = — w2p"(h; F). (16)
(p+

In continunare s delimitdm eroarea = (h), unde p este un numir
natural satisficind inegalitatea p = n — 1. Seriind

@yt i
3/(930+7-'):?fg+§ F(s) ds

« g

g1 tinind seamd de formula (4) obtinem

T o+l
.!H 1: Z (u)f[mu + 7\5;:)}% ﬂi“')()\f-”h)] o S 1"‘(8) ds
gi deci
£ 'p ro+ 1t
“”w—{E“Wm me%+ﬂm%\ M)M+

{ h E ad [F(my 4 280, MPOPH) — flaog+ 300, y (€, + xf-“n));;}.
af

Lmind valorile absolnte in ambii membrii §i notind L = sup z
Y

(D*) l

, obtinem

delimitarea

J””Mrwﬁwy,Hszw“IMWW%fM%+ﬁmuuﬂ

unde R”(h;F) reprezintd restul formulei de cvadraturd (3) in cazul
functiei @(s) = F(s) si acest rest, conform formulei (12), se va serie :
RY(h; F) =W"2o"(h; F).

Apol, tinind seamd de formula (6), diferenta ce figureazi sub sgemnul
sumé# se poate serie

M (N B) — y (@ + 2" B) = ™ (2 n)
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- o . - g - & . (p)

i aceastd diferentd reprezintid eroarea ce se comite in punctul ;(L(, +rh,
. - - v db}

cind integrarea aproximativi se face cu procedeul precedent {M"'} cu un

pas de lungime A" h. Astfel formula (17) se transcrie

& r’) P
| ® Mm) [ =02 o0 B) | B L Y, |ad®] | 2 (AR) [ (18)
i=1

Introducem urmitoarele notafii

"p n
AP =B 1o, AP =311,
i=1 A=

(19)
-r,p
AP =Y M) (k=0,1,2,...5p=1,2,...)
=1
31 de asemenea notatiile
Py (k) = | PV(h; F)|
e M™h) = max | p?-V(APh; F)|
s==1 s rp
Py k)= max |ePTRNINVR; )| (20)
=12, .. 5 7,
3=, 2 .5 rpil

ey (k) = max | PPN UM L AR )|

$yds v !

p fiind unul din numerele 1, 2, ..., n.
s M L o4 (v) v = <
Aici o, o, ..., ory 8L My Aa'y .uey Ay, (v=1,2, ..., p) re

prezintd coeficientii formulelor de cvadraturd de forma (3), utilizate suc-

cesiv la, construirea functiei M”*Y(h). Cu aceste notatii, prin aplicarea
din aproape in aproape a inegalitdtii (18), obtinem delimitarea

| (h) | = 172 [0 (B) + L6y ™V (h) APy + LPpy ™ (k) AN A" +
+ L6y M(h) AP ATV AT+ L+ B (M) AL ATV L A45'], (21)
valabili pentru p =1, 2, ..., n. Verificarea acestei inegalititi se face
prin inductie. Astfel pentru p = 1, obtinem din (18) delimitarea :
12 ) | =8 ePh; F)| + L Y | oV || €2 (AR) |
i=1
i tinind seam# de (16), obtinem

| e(R) =1 |0V (h; F)| + KLY, ||| 3" max | eO("h; F)| =
i=1

i=1, 2, ..., 1

= K [e"(h) + LP"(h) A].
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Aceasta ne aratd cd inegalitatea (21) este adevirats pentru p = 1.
Vom presupune acum ci proprietatea in cauzi este adeviratd pentru
numarul p — 1, adied are loe relatia

[ ()| S 8" [P (h) + Legs® (h) AP ™+ L0257 (h) AP AL 4
e A+ BB (R) ATV AR L A (22)

§i vom verifica cu ajutorul relatiei (18) cii proprietatea este adevirats sl
pentru numirul p, adicé are loc relatia (21). Intr-adevir, inlocuind in (22)
pe h cu A" h, se obtine o delimitare pentru expresia (A" h) ce figureazi
in (18). Tinind seami de aceastd delimitare, se dedunce din (18) relatia :

i 5 C k "p =l 0 4 F1 =0 n
WIS s B)| RIS B R R +
n . »
+nL Ej BP T o™ R e gl B gy g0
i‘p ]
+ 1L .-Zl B ™ IR PR AP A A

l“u
S R Y BT P A PRLE R (A B) AP VAP SR AP, (18Y)
i=1

Se observd insd din (20) ed au loc relatiile :
| 0% (hs F) | =0 (h),
e (N ) = By,

'F‘:Jp_—lm()\gm By < 51::;72)(]&), (# =1y 2 oo ., B

Bl (A" h) =B (B).
Tinind seami de aceste inegalitiiti si de notatiile (19), rezulta din (18’) ine-

galitatea (21). In concluzie, conform principiului inductiei, inegalitatea
(21) este valabili pentru numerele p =1, 2, ..., n.

§ 5. Cazul g, =p, [p=1, 2,..., n]
In cele prezentate anterior, s-a presupus c¢d oricare ar fi

p=1,2,...,n, arelocrelatia g, = p. Vom presupune acuma ci pentru astfel
de valori ale Iui p, are loc egalitatea g, =p. Inacest caz, din (9) se deduce

T(m . - - _]I__2 13, Zﬂl a.ﬁ’”()\i‘”)”“,

2 — ¢, 406
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iar din (13) se deduce
a2} Pl
o7y F) — ( v . . d . TEIEL’ Eexy, ©g+h].
p+1)! r

Notind cu

4" F(x) ] 3
————— | = sup

—5
da’

T E [gs a'l

—

) e 0 : ( . . 5w
gi tinind seamd de ipoteza 0 = A" = 1, rezultd pentru numerele 2"(h),
~lo—1 ~(0 - : sp o
e "(h)y ..., PS(h) din (20), delimitirile

= p+113 = = i AR

=R ) ] P! (24)

o 0= == N,

0 = p'(h) = 11 0 = pr-1(p) = 1 s

b0 | =

valabile pentru orice ke [0, a*]. In baza acestor inegalititi, rezults din
(21) delimitarea :

. (p) (p—1) ;
l S(i?-l 1)(;&) I g h}'ﬂf- j_i_. -]\‘T},+1 _l_ |_Y__#_J_ LN!, ALQI +
(p 4 1)1 p!
-2 2 i D — -3 ) P— -2
AT g A AT g A i st aEeE
(p—1)! (o2t F
SRR i) 17 Ny AT FAE A!;’J. (25)

§ 6. Cazul eind nu toti coeficientii 1"’ satisfae inegalitatea 0 = 2"

Teoria expusé anterior rimine valabild si in acest caz, dacd se modi-
ficd ipotezele privitoare la functia f (=, v), precum urmeazd.

1°. Functia f (x, y) este continud in domeniul (D,) definit de inega-
litatile 2y —a = =2y a, Yo — b=y =y, + b.

Fie M; = max |f(%, y)| si fie aj = min | a, %J . Considerdam do-

(D) oy 1
meniul (D)) definit de inegalit#tile
Ty — O = 0= @, + a5, Yo — DS Y=Y b

2°. In domeniul (Dj) functia f (z, y) admite derivate partiale con-

tinue, de ordinul v =1 + max {g;, o, ..., g,}.

Va mai trebui sd impunem conditii restrictive numérului & pentru a
ne agigura cd toate valorile variabilei x care intervin in schema de caleul
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(b) sint situate in intervalul [z, — a;, @, + a;], pus in eviden{d anterior.
(Toate aceste valori se pot constata din tablonl (15)). In acest SCOP con-
gideram numérul

0, =max {1, [ &7 |, | A" L | AP, i (26)

7

§i presupunem ca A este un numér oarecare satisficind relatia

s e (27)

" : ’
In aceste ipoteze, rimin valabile delimitirile (21) si (25) (in care se inlo-
cuiegte p = n), cu conditia ca sd inlocuim A cu | k|, iar marginea superioars
care intervine in formula (23) s# se considere relativ la domeniul (:D3) -

§ 7. Cazul ecind nu tofi coeficientii ! sint pozitivi

In acest caz s-ar putea ca unele dintre numerele

(70" o MRy e RO T R, DY B,
M2\ hy,

care intervin in expresia Iui M"Y (h) din (5), si& nu fie situate in
intervalul [y, — b, y, + b], atunci cind & satisface inegalitatea (27) 1)
Pentru a remedia acest neajuns, prelungim functia f(z, y) relativ la
variabila y, precum urmeaz :

Considerdm numirul v =1 + max {g,, ¢5, - ... ¢g,} care a intervenit
in ipotezele formulate in § 6 asupra functiei f(w, ). Considerim urméi-
toarele doud functii de prelungire

! 7 el i = L o i
P, gy = (@, gy—b) + L0 =¥ O B B
' 1! ady
Lo w=b—y) 9@y —b)
' v! oy’ ’
: A | (y — b — y,) Of (=, Yo +b) "
f(@, y) = f(2, Yo + b) - e b
SR = T 0, DY
' I v ! dy’ :
definite respectiv in domeniile
(D;) Ly — 0] = & =2, + a3, Y=Yy —b
D) w—ai=c=ata, y=y,+b

1) In acest paragraf mentiinem aceleasi ipoteze cu privire la functia f(x, y) ca in § 6. Sem-
* it

nificatia numerelor a; si 0, este indicata in § 6.
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Se verificA cu usurintd c¢d au loc urmaiatoarele identitifi in
variabila @ :

4

i R i 4
Y=Y+ b am1ay,

13 6Hff
seves DOy

v=1g—b aml ay:’

da' dy’

7
Y=v+b

unde ¢ gi j sint numere intregi nenegative, satifacind conditia ¢ 4 j = v.
Considerim acuma functia # (x, y) definitd dupid cum urmeaza

J f (@, y) dack y =y, + b,
F(m! ?f) = f (.'E, ?]) dacﬁ; |’y === ?Ii] I é b,
l f(.’b‘, ?j‘) daca Y <:1 Yo — b.

Ea este continuad impreund cu derivatele ei partiale pinad la ordinul v in
domeniul infinit :

By — O = & = &y + a1, — oo < Y < + co.

34 ‘considerdm in acest domeniu ecuatia diferentiald

d¥e

- —F@ 7), (1)

cu conditia
Y(@y) = ¥o- (2%)

F‘ie ¥ (x) integrala ecuatiei diferentiale (1’), satisficind conditia (2').
Tinind seami de definitia functiei F (2, y) precum si de faptul ed integrala
y(x) a ecuatiei diferentiale (1) cu conditia (2) satisface inegalititile

Yo — b=y (2) =y, + b oricare ar fi » e [z, — a}, @, + a}l,

se deduce cu ugurintd cd in intervalul [, — af, x, + a}] are loc inden-
titatea Y (2) = y(=x).

. Pentru infegrarea aproximativi a ecuatiei diferentiale (1) cu con-
ditia (2) vom aplica procedeul de calcul (5) ecuatiei (1') cu conditia (27).
Delnm_tare.a. erorii de aproximatie va fi datd de formula (21) sau (25), cu
conditia ca numerele e'(h)y Nipry (8=0,1,...,p), i L, care intervin
respectiv in aceste formule, sa fie considerate relativ la un domeniu (A),
suficient de mare din planul 20y, continind toate punctele (%, 7) pentru
care se calculeazd valoarea functiei f(z, ¥), in vederea obtinerii numirului

n4-1 = . . i 2
MV (h) din (5). Domeniul (A) trebuie de asemenea si contind toate punc-
tele curbei integrale y = y(x), puncte corespunzitoare valorilor 7 ale
variabilei x, care intervin in schema de caleul (5).
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§ 8, Variante ale metodei de integrare numerica (5)

Fie M"™(h) o functie de aproximatie, obtinutéi printr-un procedeu
oarecare (nu neaparat procedeul (b)), astfel incit dezvoltati dupi puterile
lui h 84 aibé primii p - 1 termeni identici respectiv cu primii p - 1 ter-
meni ai dezvoltdrii functiei y (z, + h) dupd puterile lui h?).

Fie in continuare o formuld de cvadratura

apth ¥
g p(s)ds =h Y o, ¢(zy + NI) + R(h; o), (28)
Jp i=1
aleasd astfel incit gradul el de exactitate g, sd satisfacd inegalitatea g, = p.
Plecind de la functia M™'(h) datd, construim cu ajutorul formulei (28)
functia MV (k) precum urmeazi

MY () =9y + 1 Y o, f[@, + A hy MT (2 B)]. (29)
i=1
Dupé cum s-a aritat de citre prof. D. V, Tonescu in lucrarea
[10], functia M"""(h) dezvoltatdi dupd puterile lui h are primii p + 2
termeni identici respectiv cu primii p + 2 termeni ai dezvoltirii funetiei
y(@y + h) dupid puterile Ini h. Cunoscind o delimitare a erorii de aproxi-
matie
£"h) = M"(h) — y(xy + h),
ne propunem si delimitdm eroarea
e?V(Rh) = MPTNR) — y(wy + 1) (30)
In acest scop vom adopta urmitoarele ipoteze :
1°. Coeficientii «; ai formulei de cvadraturd (28) sint pozitivi iar
coeficientii A, satisfac inegalititile 0 = A, = 1.
2°. Functia f(x, y) satisface conditia 1°, § 3 §i in plus admite in do-
meniul (D*), definit de asemenea in § 3, derivate parfiale continue de
ordinul g, 4 1.
3°. Pentru orice h [0, a*] au loc inegalitatile
Yo — b= M) =y, + b.

In aceste ipoteze, oricare ar fi k € [0, a*], are loc relatia (18), care
cu notatiile adoptate in acest paragraf se transcrie

| = R (b F) |+ BT Y e ] (0] (31}

1) De exemplu, pentru p =4, o astfel ‘de functie M('”(h} intervine in meloda lui
Runge-Kutta de integrare numerici a ecuatliilor diferentiale. Recent, A. Huta in Iucra-
rea [9] a construit o functie M O py, simpla ca expresie, care dezvoltatd dupi puterile
lui h are primii 7 termeni identici respectiv cu primii 7 termeni din dezvoltarea integralei
y (v, + h) dupa puterile lui h. ! ;
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Aici R (h; ¢) reprezintsi restul formulei de cvadraturs (28). Referitor la
acest termen-rest, in ipotezele adoptate in § 2 cu privire la formula de
cvadraturd (28), au loc relatiile (8) — (11).

Observafie. Rezultatele obtinute in aceasts lucrare se extind la sisteme
§i 1a ecuatii diferentiale de ordin superior. Prezentarea acestor extensiuni
va forma’obiectul unor viitoare Incriri.

§ 9. Exemplul 1

Vom exemplifica cele expuse in paragrafele 1 — 4, considerind n = 5
si alegind pentru formulele de cvadraturi (3), formulele de cvadraturi
a lui Gauss, indicate in tabela 1. Pentru calculul valorilor coeficientilor
ce intervin in aceste formule precum §1 pentru expresia restului lor, ne-am
folosit de unele indicatii date in acest scop in lucrarea [11]. Tot in tabela 1
se dau expresiile functiilor de aproximatie M“Y(h), (p =11, -2, 37 4 58
stabilite din aproape in aproape conform formulei (4).

In tabela 2 se indicii valorile numerelor Ay, (p =1, 2, 3, 4, b)
calculate cu ajutorul formulelor (19).

In tabela 3 se indici expresiile funetiilor p(h), (p = 1, 2, 3, 4, 5),
considerindu-se pentru resturile formulelor de cvadraturi, expresiile adop-
tate in tabela 1 si tinindu-se seama totodats de formulele (12) si (16).

Folosind rezultatele obfinute in tabelele 1, 2 gi 3 se delimiteazi

eroarea c°(h) = M''(h) — y(m, + h) cu ajutorul formulei (21) in care
s-a inlocuit in prealabil p cu # = 5. Se obfine astfel relatia

Ny +

«_(B) (6} 7
fe (A) | =| M™(h) —y(zy+h)|=h (—-——1
fe(h)| =| (h) (2o = 016 000

1349 19
P =9 Gpn g 9 mn
21 504 000 000 ® " 3456000 °

(] =
B0 g 138 e, 133 LﬁNl], 1)
110592 000 000 2764 800 921 600
in care
‘u /
L = sup 9 lar ¥, = sup M .
(D*) ay S [@y, a*) d:L""

La stabilirea inegalitdtii (21’) s-a presupus ci funectia f(w, y) admite
derivate partiale de ordinul 6 in domeniul (D*).

Tabela 1

MY () = yo + B {2y, Uy

By h ]
SH ?cP(S) ds = .’?cp(.‘vﬂ dL :) + RV (h; ¢)

. )
RV (h; @) = — " (&), &y € (% %+ 1)
24

h h
My = g, + hf[-rn e =) MM [5”

&

L)

w. 1 h s = =2
SLD =0 @ (s) dS:-;_I((PlID = (1 _TV_BZ]?l _:@{.‘(ﬂ" (] T

5
R®n; ) = LS o™ (&), Ese(xy ¥+ h)

ar

5 0 2
ﬂ’[fa)(h) =Y+ -%I- [[‘(Iﬂ = (1 == V—'%)E‘ M® [[1 =

p=
g =

g+ I 1 h1 | .
S ICP(S)L!SZEI((P['TO+(1_ﬁ);]7—¢[‘]0+

s

hs ;
R (n; @) = T CPM)(E:;). Ey€ (%, T+ 1)

I 1\ h 1(3)
e el -

1) A 3 LAk
+f(.1'.o+ (1 + ﬁ)?‘ M® H1 + 1,3)‘]2

W+l '§' I n - R
5 s — 1’; (59[@, 4 (1 = V?] E] . 8<p(..L9 +

iy

+5¢ [10 * [‘ * V%) *:i"” A

RY(h; @) = ¢ (£,), Ei€ (2, %9+ h)

2016 000
Y 3\ n
2 h 31 h |y = /i £ ]
M (@) = 4o + 75 [51“(% o+ (1 = V‘r,‘)j M H] l 5)2]]

3)h 4) ;
+ sr(xﬁ- % MW (%]] . 5f(;r"+ (HVF)E’ M [(1T




Tabela 1 (continuare)

R (h; ) =

wo+ N —
o s h[, 3 3| h h
5 et — ﬁ(‘*” +1- V?H * *"*’( +3

2
3| 4
-+ 59 [1‘" + (1 +- V—S—,T;J)T‘R“‘” (h: @)

D&, Ese(xy 1+ )

2016 000

BER

) ol ) 2

T,
i
P, ((=1,2,..., 1) ML U=1,2 ) [AD)) = Y| a)] | a0+
i—1
1 (1) 1 1
D‘.i ) =1 11 ‘-15_‘1) = —
4
9 1 )
ot%‘) =T /(I":_]_(I,__l_)
3 5 -
9 2 I's A:‘f’ a
> 1 >

el = — A i, 14 s :
E 2 2 Is
: 5

¥ = — A - L[1— 1)

2 2 V3 (B _7
. 1 : . A
:!.(,3) — }\_E,'j) — i 1.4 717 36
2 3 2 V3
B tf: Y} |

o = Ay L L o
T Dy 2 (1 V) ’

e ok | A 1 A® _ N
1 9 - ) e 6
4y _ 3 /?

At (4) :

3 18 Ag = (I -+ l o=
g *) e _ 1 (17 F
18 1 2 5
talfi A hale L A _ 57
9 it 2 400
T 1 B
thgiem=— IS (I i R
18 H bl

Tabela 3

|
P PP (h; F) ]

B, (h)

1 . 1
0| P05 F) = —F (&), & (@, 3+ 1) | 0 =N

=

5 1 o 1
1 [ pWh; F) = — F(E), Eye(ay, 7, -+ B) el = — N,
24 24

sRw = ! [l
9 h = T 4320) 2
e (h; F) = e FA(E,), Eye(ay, 2g+h)

e

B
i 1
L PR3 | A
x[z( Tl’:a” !

i

= = ~ N2y
3 840 000

1
3| p®h; F) = ——F"Ey), Eie(ay, 2+

=(3) - N
4320 Py (1) = Jraog Mo
1 1 3
h 8) -5 il = — | — + 2=
! B R —— T FO (&) P = 5516000 |2 |1 | 5| MNe <
L 4 0
< — £, hN,

CaS s 7+ By " 161 280 000

6

pPn; F) = — FO 1

9 2016 000

B € (2, ¥+ M)

o)m) =

§ 10. Exemplul 2

Vom exemplifica cele expuse in § 8, considerind
M (h), functia

MR = yo +— (kg + 2k, + 2y +

1
6
nnde .

h
b =y o) by o = (20 g0 +

: k k
b =1 (30 50 902 Bk = (o +

-

&
2016 000

ca functie de plecare

ky), (32)
h] h,
2
(33)

hy Yo + k) .

Aceastd functie I"(h) intervine in metoda de integrare numericd a lui
Runge-Kutta si are proprietatea ci dezvoltatd dupi puterile lui A, are primii
cinei termeni identici respectiv cu primii cinei termeni ai dezvoltirii, tot

AL e L e Mgy
1) Aici ca i mai jos s-au folosit inegalitatiile — < — |
V3 50

?<31
5 T 40
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dupd puterile lui kb a integralei y(x, A h) (in ipoteza ci functia f(w, y)
admite derivate partiale de ordinul cinei intr-o vecinitate a pnnctulul
(%o, o))

Fie

Y(h) = MM(h) — y(my + h)

eroarea ce se comite cind in locul valorii exacte y(z, 4 h), se ia valoarea

aproximativd M “(h) datd de formulele (32 ) 81 (33). O delimitare a acestei
erori a fost daté de L. Bieberbach in [4].

In cele ce urmeaza, considerim formula cu cvadraturd a lui Gauss

el I g ] !
" s = oo 34T el 2

+5¢hm(l+va£4)+Rw;w,

h?

il ) e

¢® (E), Ee(my, 2y + h)

avind gradul de exactitate ¢ = 5. Cu ajutorul acestei formule de cvadra-
turd construim dupd procedeul (29), funetia

h 3\ A 4 g ;
ST o B T T

-w4%+—-M%gD+

R o Y | R

Aceastd functie dezvoltatsd dupd puterile lui % va avea primii gase
termeni identici respectlv cu primii gase termeni ai dezvoltirii integralei
i (2y + h) dupéd puterile lui A (in 1p0teza ca funectia f (x, ¥) admite deri-
vate partiale de ordinul gase intr-o vecinitate a punctuhu (@y Yp)). Si
notam

£(h) = MO(h) — y(z, + D).

Ne propunem si dim o delimitare a acestei erori.

Observam de la inceput cé in ipotezele formulate in cadrul paragra-
fului 3, eun prwwe la ecuatia diferentiald (1), — dacd h satisface inegali-
tatile O < h < a*, atunci au sens toate expresiile (32), (33), (34), intrueit

‘r
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toate punctele (x, y) in care se calculeazi valoarea tunctlel f(x,y) in ve-

derea obtinerii numalulm M® (h), sint situate in domeniul (J)*)
Pentru delimitarea erorii <® '(h) folosim formula (31). Obtinem :

=3l o)+
{32

i ‘7)( J< 6+18

h? hL(
=2 016 000

-+ b5

OB OCTATOYHOM YJEHE HEHKOTOPLIX ®OPMYJ THIIA
PYHTE-RYTTA [OJHA YHUCJIEHHOI'O UHTEMPUPOBAHUA
OJUOOEPEHIIUAJIBHBIX VPABHEHUN

PE3IOME

Pacemartpusaerca guddepennnancroe ypasuenne (1). Iycrs y(x) —
ero unrerpad (2). B macroaueit pafore gaerca onenKa 0CTATOYHOTO YTeHA
(6), MmeToja YHCIEHHOTO MHTETPHPOBAHNA (D), mpenmaoxenHoro npod. JI. B.

+1
Wonecry B paGore [10]. Auporcumanuonnse $ymwmun M” "V (h),(p=0,1,
..y, M), BXOJANIMEe B CXeMy BBIYUCIeHHHE (D), CTPOATCA OpH IOMOINN
{
pexyppenTHOro cmocoba (4), rae wmena o uw N (=1, 2, ..., r,) ABIA-
0TcA KodpdunuenTaMu KBajgparTypHex (opmysa supga (3), obaapaomimx,
COOTBETCTBEHHO, CTEIEHBI TOYHOCTH ¢, =P, (p =1, 2, ..., n).

B npenmosrosmennax 1° 2°us § 2 oTHOCHTENBHO UCIIONB3YEMBIX KBaf-

parypuex gopmys u B mpepmoioxennax 19 2°uz § 3 o pyurnuu f (2, y),
" +1)
B Hacrosueii pabore morasmBaercs, urto Bee Qymrmam MU TU(R),

(p =0, 1, ..., n) onpegenens npu he [0, a*] n gro AAA TAKUX B3HA-
0 %
yeHnit h umeer mecto omenka (21), rge L = sup a—f , amesa Af, ompe-
D* y
aeneHs coorHowennamu (19), a p®(h), g (h), ..., ! (h) ompene-

aeHel coorHomeHuamu (20) u (12). Eeam wBagpartypusie ¢opmynsr (3)
BHIOPAHBl TAKUM 00pasoM, YTO HMeeT MeCcTO PaBeHCTBO g, = p, (p =1,
2, ...y m), To cupaBenauBa ouenka (2b), rpe umcaa N,,, onpegeanoTes
coorHoumenuem (23).

B §§ 6 m 7 mceaegyercea cayuaii, Korja HeKOTOpEe N3 KodpPUIHEHTOB
A” 1 o) nenomeayemsix KBagp aTypHHX ($OopMya, 0TPUIATEeILHEL.

B saxmodgenun paGors npuBOgATCHA [BA HpUMepA.
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SUR LE RESTE DE CERTAINES FORMULES DE RUNGE-KUTTA
POUR L’INTEGRATION NUMERIQUE DES BEQUATIONS
DIFFERENTIELLES

RESUME

On considére ’équation différentielle (1). Soit y(x) une de ses inté-
grales satisfaisant & la condition (2). Dans le présent travail, ’auteur donne
une délimitation du reste (6) de la méthode d’intégration numérique (5)

proposée parle prof. D, V. Tonescu dans son travail [10]. Les fonctions d’ap-’
proximation M "(h), (p =0, 1, ..., n) intervenant dansle schémsa de
c?.lclll (D) sont construites par le procédé réeurrent (4), ot les nombres
?.i"’ et A" (i=1, 2,...,7,) représentent les coefficients de certaines
formules de quadrature de la forme (3), dont le degré d’exactitude respectif
et oo =, (p = 1; 25 +:.,; B)

Dans les hypotheses 1° et 2° du paragraphe 2 concernant les formules
de quadratures utilisées aussi dans les hypothéses 19 et 20 du paragraphe 3

sur la fonetion f(z, y), Pauteur montre que toutes les fonctions M Wiy,
(p =0, 1, ..., n)sont définies pour he [0, a*] et qu’a de tels nombres &
correspond la délimitation (21) ot L = sup |22 |. Les AP

o _ (0% | 9y
sont définis par les relations (19), et o (h), p2=V(h), ..., p (h) sont défi-

£ s : p »
nies par les mlafs;\tms (20) et (12). Si les formules de quadrature (3) sont
(ﬁk}qlsl_es de maniére que 'on ait égalité ¢, =p, (p =1, 2, ..., n), la
;l‘ehm(l_i;gtlon (25) aura lieu la, ol les nombres N, sont définis par la rela-
tion (23). :

Les‘ 11&1‘&gra-phes 6 et 7 sont consacrés & I’étude dm cas ou certaing
des coefficients 2;"” et «” dans les formules de quadrature utilisées sont
negatifs.

Pour finir, Pautenr donne deux exemples.

nombres

BIBLIOGRAFIE

1. ALBRECHT J.. Beifrdge zum Runge-Kulla Verfahren, ZAMM, 35, 100—110 (1955).
. BAXB.f\Hgﬁalli. C.; ‘K OYerEe OWWORL NPU ULCAESHHOM UNINEZPUPOSAHUL dugpdbepert-
ABHBLL ACHEHUTL  IRCIMPANO.1s B Mentodosr

g ) Ha_yrf]éCCP, o 683]—6806‘.?1“;50;]}.{”“ amemodom  Adamea. Jlowmaper

3. BEPE3UH W C., JKUIKOB H., 1., Memods aumucaenui. T, 11 MockBa, 1959.

4. BIEBERBACH L., On the Remainder of the Runge-Kulla Formula =£u (he ]'I;GOI'U of Ordinary

Differential Equations. Z.A.M.P., 2, 233—248 (1951). '

(]gﬁ” Beilrdge zur numerischen Inlegration, II1 . Mh. f.Math., 58, 258265

)

6. TOPEVHOB A, II., BVIAR B. M., O exodusocmu
npoyeccos  das ypasnenutt Y = f(x, y) u
Becraur MI'V, 5, 2332 (1958),

L]

5. BUcovIics

HEKOIMOPHLE  KONCUHO- PATHOCHIHBLL
yiw) =[x, y(x), y —r)).

DESPRE RESTUL UNOR FORMULE DE TIP RUNGE-KUTTA 29

. lIYPA-BYPA M. P., Oyexru owubor wucaerHozo

COLTATZ L., Numerische Behandlung von Differentialgleichungen. Berlin-Gottingen-

Heidelberg, 1951, Cap. I (trad. lb. rusi).
COTIU A., Formule peniru integrarea numericd a ecuafiilor diferenfiale de ordinul intii, deduse
e ajutorul diferenfelor. Lucrari stiintifice, Instit. politehnic Cluj, 49—59 (1959).
HUTA A., Coniribution & la formule de sixziéme ordre dans la méthode de Runge-Kutta-
Nystrém, Acta Facultatis Rerum Naturalium Univ. Comenianae, Matematica, Il,
fase. 1—2, 21 —24 (1957).

. TONESCU D. V., O generalizare a unei proprieldli care intervine in mefoda (ui Runge si Kutla

pentru integrarea numericdt a ecuafiilor diferenfiale. Bul. stiint. Acad. R.P.R.
Sectia de stiinte matematice si fizice VIIL, 1, 67 —100 (1956).
~— Cuadraturi numerice, Ed. tehnicd, Bucuresti, 1957, p. 280—283.
Formule de cuadraturd cu noduri exterioare. Studii si cercetiri de matematica
(Cluj) IX, 45—134, (1958).

. RPeLIOB A. H., Jersyuu o npubausscennunz ewyucaenusy, THTTIL, Mockpa-Jlemun-

rpaz, 1950, 58—106.

. MARETIAIBE HI. E., Hosuie memodn unmeepuposanus dugiepeHyuaibtsir ypasHeHwi

I'MTTJI, Mocksa, 1951.

. MILNE W. E., Numerical Seolution of Differential Equations, New York, London, 1953.
. HuroabCcKul C. M., Keadpamypruie diopsmyant, Foc. Uag., @ua.-mar. muT., Mocknsa, 1958.
. PorovICIU T., Asupra restului in unele formule de aproximafie ale analizei. Lucrarile se-

siunii generale stiintifice, Acad. R.P.R., 2—12 iunie 1950.
— Asupra unei generalizdri a formulei de infegrare numericd a lui Gauss.
si cercetari stiintifice (lasi), 6, 29—57 (1955).

Studii

. PICONE M., Maggiorazione dell’errore d’approssimazione nel metodo di inlegrazione di Cauchy-

Lipschilz dei sistemi di equazioni differenziale ordinarie. Rend. R. Acc. Naz.
dei Lincei (6) 15, 859—864 (1932).

. SANSONE G., Equazioni differenziali nel campo reale, parle seconda, Bologna, 1949,
. SCHECHTER E., Asupra erorii in procedeul de infegrare numericd a lui Runge-Kutfa. Studii

si cercetiri de matematica (Cluj), VIII, 115—126 (1957).
Asupra delimitdrii erorilor in unele procedee de inlegrare numericd a ecuafiilor
diferenfiale. Studii si cercetari de matematica (Cluj), IX, 343 —350 (1958).

23. STANCU D. D., Generalizarea unor formule de inlerpolare peniru funcfii de mai mulle va-

riabile si unele considerafii asupra formulei de inlegrare numeried a lui Gauss, Bul.
stiint. Acad. R.P.R., Sectia de stiinte matematice si fizice, 9, 2, 287 —313 (1957).
— Generalizarea formulei de cuadraturd a lui Gauss-Christoffel. Studii si cercetdri
stiintifice (lasi), Ser. mat., 1, 1—18 (1957).
UHMEZPUPOBAHUA  ©ObIKHOBEHHBLE

dudhepenyuanvrnie ypaswernut IIMM, 16, som. 5, (1952).

. WARCA, J., On a Class of Iterative Procedures for solving Normal Systems of Ordinary Dif-

ferential Equations. Journ. of. Math. and Physies, XXXI, 4, 223243 (1953).

Primit la 1.X.1959.




