CEA MAI BUNA TRANSFORMARE PROIECTIVA
A SCARILOR LA NOMOGRAME Gl PUNCTE ALINIATE

DE
IRANCISC RADO

Comunicare prezentatd in sedinta din 24 septembrie 1956 a Filialei Cluj a Academici R.P.R.

1. Fie
v=f(z) (1)

ecuafia scarii rectilinii a rezultatului Ia o monogrami cu puncte aliniate.
Sd presupunem cf intervalului de variatie (z,, z) al variabilei z i corespunde
intervalul (0,1) al axei x. Notind cu % eroarea geometricd a punctului de
intersectie al sciirii rezultatului si al dreptei rezolvente (care poate fi eva-
luatd la o nomogrami corect construiti intre 0,5 si 1 mm), pentru eroarea
absolutd a rezultatului avem :

h

|Az| &=

’
'@
§i pentru eroarea relativi a rezultatului

Az /]
P’ | zf'(2)

Maximul expresiilor de mai sus, cind 7y L2 2y, masoard eroarea absoluts,
respectiv cea relativi a nomogramei. Tinind seamd ci planul nomogramei
poate fi supus unei transformiri proiective, se pune problema determin#rii
acelei transformiiri proiective, dupi aplicarea cidreia eroarea absoluti sau
cea relativd devin minime, fird a depisi dimensiunile admise pentru desen.
Considerdm proiectivitdtile axei x, care pistreaza punctele x=0 si x=1
(pentru a nu lungi scara),
(1) v

et (2)

ux-1

punind i condifia ca interiorul segmentului [0,1] al axei x sd se transforme

in interiorul segmentului [0,1] al axei %', gdsim pentru
g J g 1 u

=~

e (3)
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Ecuatia scérii transformate este

,‘,r__ (l"‘_l—l)'f(z) "‘f (2.')
af = = (2),
b f(z) 41
Vom determina parametrul p in asa fel ca eroarea scirii transformate sa
fie cea mai micd posibild. Pentru aceasta trebuie si rezolvim problema :
Sd se determine p. in asa fel ca min | 1,(2) |, respectiv min |zf(2)|, si fie
cel mai mare posibil. == nsi=z
M. V. Pentkovski arezolvat aceastd problemi pe cale analitici
in cazul cind /| (2) nu admite minim relativ in intervalul [z, 7], oricare ar
fi w, i in cazul cind j;l (z) ntu admite maxim relativ, oricare ar fi ¢ (cazuri
foarte frecvente in aplicatii), stabilind totodatd conditii necesare si sufi-
ciente pentru ca aceste cazuti sa aibd loc [1]. A dat de asemenea o metodi
nomograficd pentru cazul general [2]. :
In aceastd notd se di urmitorul rezultat : si notim cu z, valoarea z
pentru care f,(2)=1/2 si
g() = min | f (z) |
Z=2=2s #
mg(w)= min |f (z) |.
m=e=z "
Problema de munim pusd pentru eroarea absolutd admite o singurd solutie
st anume cu valoarea p penfru care ms(w)=mgq(p). Problema pusid pentru
eroarea relativd are o solutie analoagd. Se regisesc rezultatele lui M. V.
Fentkovski in cazurile amintite. Se di o metodi simpli pentru apro-
ximarea parametrului celei mai bune transformiri proiective.

2. Punem in evidentd citeva proprietdfi ale proiectivitdtilor (2).
Proiectivitatile (2) formeaza un grup.

=

Tinind seamd de (3), schimbdm notarea parametrului
w=p*—1;

pentru B (real) nu avem mnevoie de condifie suplimentard.
Calculul direct aratd cd produsul proiectivititilor

,r prx
g (s (2

B

(B2—1)x+1

gt B RE
[(BR)*—1]x+1
deci parametrul produsului a doud transformiti (2') este egal cu produsul

parametrilor transformirilor considerate.
Derivata

4

este

dx' {33

dx ~ [(PE—1Vx+1]°
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1 - :
variazd monoton de la f2 la R cind x descrie segmentul [0,1]. Pentru
i x' - ;
511’ avem — = 1. Imaginea punctului « este 1 — «. Dacid
B2 > 1, vecindtitile suficient de mici ale punctelor situate intre 0 si o se
dilatd, cele ale punctelor situate intre « si 1 se constractd (in acest caz

S—o—

1 Ohial .1 g sl o g
0 < o< 3 : dacd B% < 1, atunciy <a<<1, vecinititile suficient de mici ale

punctelor situate intre 0
sl « se contracta si cele ale

1
. ] %
punctelor intre o si 1 se =¥ —t

z
£
L] 5
dilatd. Punctul neutru « are
vecindtidfi care pistreazd \ l

lungimile lor. Contraima-

-~

: tuald 1 " n ’ " .
ginea punctului & este s . % e ’
RN care coincide cu ol
punctul neutru al transfor-
marii iterate (fig. 1).
Proiectivitatea (2) este
determinatd, dacid se cu-
noaste punctul neutru «.
Fiind dat &, constructia gra-
ficd a proiectivitdtii se
face luind triunghiul isoscel

ABB' (AB=AB'=1), mi- £

surind pe laturi AE = B'E’

—uo si proiectind din punctul b S

S de intersectie al dreptelor S

BB' si EE’ segmentul AB o N

pe AB' (fig 2.). N 5
B’ N

3. 84 congiderdm scara

rectilinie de ecuatia (1). Fig. 2
Daca f'(z) se anuleazi
intre z, si z;, Az devine infinit $i nomograma nu se poate utiliza. Trebuie
deci sa presupunem ca f'(z)#0, pentru z,<{z<#. Pentru a fixa ideile s3
presupunem

!

f'(z) >0, Z) L a5, (4)
S4 notdm cu

=)
inversa functiei x=f(z) (continui si monotond in [z, z]) si

ms= min f'(z) mg = min f'(z)
/ .

Zuézéw(z ) k4 2 )ézgz‘

Din (4) rezultd ms> 0, ma > 0.
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Aplicind proiectivitatea (2’), scara (1) se transformi in
pe o I "

Calculén_l derivata acestei functii in raport cu 2 $i 0 exprimim si in functie
de x, prin intermediul functiei monotone 2=Y(x) ' !

a gt (32 2
70 = 11 = (E—Driip ()] . (6)

Din (6) rezultd ci x'=/(2) este si ea o functie monotona ; notdm inversa ei cu
: z = Wp(x')
si
ms(B) = min 75(2)

Znézgwﬂ( —;- )

mq(B) = min f(z).
wp( 5 ) ==z,
Evident, mg(1)=m, si g (1) =my.
Lema 1. Dacd B> 1, atunci ms(B) > my s7 ma(B) > my.
Din (6) rezulti imediat :

‘ o R
ms(B) = mu} > ()] (7)
O=x=——
=Bt 2
dxr> 1, deci

Am vizut i, daci 2> 1§ 0 < x < o, atunci

mg(p) > min1 fI¥(%)] > min f/[¥(x)] = min f' (&) = ;.
0=k o 0z aze=v (4)
Pentru a arita cealalti inegalitate, si notim cu x; punctul in
care1 min f'[¥(x)] este atins. Avem

—_— ===
P = |

f' ¥ (%) ]=mq

. 1
s1 deoarece 5 < M <1, cu atit mai mult « < % <1, deci
( dx' <1
w dx X=X ‘
Rezultd
dx"J

dx _f'f‘l‘(a:),] < L.ng,

X=X

ma(B) = min %f [‘P(x)]g(
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54 inlocuim in lema 1 functia f(z) cu fg(2). Atunci in loc de wi si myg
avem #i(B'), respectiv mq(B’), si in loc de mig(B), mq(B) avem mg(BB"), ma(BR’).
1

Alegind B = - > 1, rezulti lema 2.

Cu alte cuvinte: dacd p’ creste de la 0 la co, #1,(B) creste monoton si
mq(B) descreste monoton.
Din (7) se vede

dx')

() >

i f- o min fla)= 1T‘ﬂ—|—%)l - min f'(2),

YT w==r a=z=a

deci mg(B)—>co cind B—>co. Se vede in mod analog: mg(B)—co, cind B—0.
Rezultd cd existd o singurd valoare B=p,, pentru care my(By)=mq(B,).
Tinind seami de faptul ci

min f;i(z)zrnin [ms(B), ma(PB)],
==z

se vede cd min fi(2) pentru B—, este cel mai mare posibil.

==L
TEOREMA. — Existd o singurd valoare a lui B pentru care min f(z)
20=2=2

este maxim. Ea se determind vezolvind ecuatia ms(B)=mq(B). Aplicind omo-
grafia (2') cu aceastd valoare B, gdsim scara cu eroarea absolutd cea mai micd.

Parametrul B, al transformdrii proiective, care conduce la cea mai
micd eroare absolutd, se poate determina aproximativ in felul urmitor :
fie £, o primd aproximatie pentru B,, luatd la intimplare, si B, abscisa punc-

1 i p tie p 0 3 g 2
tului de intersectie al dreptelor care trec prin punctele de coordonate (1,mm5),
(1 75(B1)), respectiv (1, my), (By,ma(B,)); s este o noud aproximatie pentru Bo-

Deoarece gﬁn fg(z) este cuprins intre mq(B,) si ms(B,), diferenfa
=22

[#a(Bs) — mg(B,) | aratid precizia cu care valoarea B, 0 aproximeaza pe B,.
In caz de nevoie procedeul poate fi continuat.

Exemplu. FEcuatia unei sciri rectilinii este F(z) =2* si limitele de
vatiatie pentru z sint : z,=1, z,=4. Si se transforme scara, printr-o proiec-
tivitate, in asa fel ca eroarea absolutd si fie cea mai micd posibild.

Printr-o transformare liniari trecem de la functia F(z) la

22—1.
fe) ===

f(#) verificd ipoteza mnoastrd de a transforma intervalul (z,z) al axei z pe
intervalul (0,1) al axei x. Rezolvind ecuatia ¥=Ff(z) in raport cu z, obtinem :

g=PlA)=\155T1 si W(1/2)=V34/2. Pentru m, si mg, minimele lui f(2)

in intervalele [{), %J si [% 1] ale axei x, gisim
T 2 _ - V34 :
s — i File) = T 0,13 Mg = ;_Inuf (2= 5~ 0,39.

=z=4

&t

_ V31
==




| '
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Ludm pentru prima aproximatia lui Bo: Br=2; atunci

i iRl il
a (B2—1)x+1~ 3x+1’
Bi 4 2 8 ViBa+1

PO = rE e @ B/G+1F 15 15 (3x 1)

= i\/(et — 820 (3% - 1.
15

In intervalul 0<Cx'<<1 aceastd functie are un maxim pentru x'=1/12.
P‘entru %'=0, f'y(z)=8/15 ; pentru x'=1/2, ',(2) =5/12~0,42 : pentru x'=1,
f2 (2)=2/15~013. Deci minimele in intervalele 0.<#'<1/2 si 1/2L %' <1
siut atinse de f, (2) in capetele de la dreapta ale acestor intervale. Rezults :
ms(2)~0,42 si mg(2)~0,13. Valoarea B, este abscisa punctului de intersectie
al dreptelor: y — 0,13 = 0,29 (¥—1) si y—0,39= —0,26 (x—1); B,=1,47.
Precizia acestei aproximiri se méisoari cu Ms(1,47) —mg(1,47) =0,28 — 0,25 —
=0,03. Luind in loc de B, aproximatia gasitd $,=1,47, eroarea absoluti
va fi mai mare decit cea mai mici posibild cu cel mult

0,03
0.25

In cazul acestui exemplu se poate calcula in mod direct valoarea precisi
a lui ;. Se giseste: B, =12~ 1,41 §i min f'(2)=2,27.

. . - W=Er=z, )
4. Pentru a obtine cea mai mici eroare relatind, notim -

100 .

=120

ms(B) = min zf; ()
sy (1)

ma (B) = min 2/} (2)
' (3) =

si se vede usor cd atit lemele cit si teorema rfmin valabile, daci inlocuim

Mg, Mg, minf'(z) si eroarea absoluti cu ms, mq, min z/'(z), respectiv eroarea
relativi,

Academia R.P.R. — Filiala Cluj,
Institutul de caloul
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e |

HAWUNYUIIEE [IPOEKTHUBHOE MPEOBPA30OBAHHUE I1IKAJT ¥ HOMOTPAMM
M3 BLIPABHEHHBIX TOYEK

(Rparroe colepxanmne)

ITyerb x¥=/f(z) ypaBHeHue NpSIMOJHHEHHON MIKAJbI pe3yJbTara y HOMO-)
rpaMMbl M3 BoipaBHeHHEIX ToueK. [lpeanonaraercs, uto HHTepBagI)}é (29524
Ii3MeHeHisl NepeMenHoll z cooteercTByer mHTepBan (0,1) ocu x. OGosHauas
Yepes /. reoMeTPHYECKYIO MOTPELIHOCTh TOUKH NepeceyeHus [IKAJEL Pesyiib-
Tara ¢ paspamarouieil NpsiMol, Moaydyaem mJis aﬁ(:OJIIOTHOlfI- HOTPEIIHOCTH,
COOTBETCTBEHHO /51 OTHOCHTE/IBHON MOTPEITHOCTH Pe3y/bTaTa:

h Az h
A.? | — e
adladrr ¢ | = @]

, A ) _
MakcumanbpHOe 3HAYeHHe ITHX BBIpaXKeHH, Korga 2z, = 2 = 2z, U3Mepsier
a0CONIOTHYI0, COOTBETCTBEHHYIO OTHOCHTEJBHYIO, MOTPEINHOCTh HOMOTPAMMEL.
ITpoexruBnoctn ocu «, coxpausioniue orpesok (0,1), mumyres

o Apt1) %

= ‘-, —1.
= pa il B>

YpasHeHHe npeo6pasoBaAHHON MIKAJbI €CTh:

! (p+1)j(z—) = fu(2) .

T op/l)+1

BBuay noayderus IIKajbl ¢ HAUMEHbIIEH BO3MOMKHOM JIOTPEIIHOCTBIO, h%m?d
# i TCT
IlenTkoBcKHil ompelenser u  Tak, 4yro 6bl min | 1) | coorBercT

Z=2=2
min | zf (z) | 6611 HAUGOABIINM BOZMOKHBIM, Ollee perienHe GBII0 ABIHO
n
== 2
ITenTkoBcKHM HOMorpaduueckuM myTem [ 2], M, B uYacTHBIX CJyyasx, aHa
JuTHYeCKHM nyteM [1]. ] .
B sroil 3ameTke ycraHaBIMBAETCH CJELYIONHH pe3yabTaT: 003HAUMM

uepes 2, 3HaueHHe z JJIs KOTOPOro f,(z) =

s (1) = o z!gfu(Z) l o mg(p) —gﬂ;ﬂ 12| -
Hpoﬁ.nema MHHHMYMMa, I[OCTaBJIEHHAS [OJA abCcoNMOTHOH IMOrpem-HoCcTH, n0-
IycKaeTr eJHHCTBEHHOe pemredHde a HMEHHO [OJid 3HaueHusd }.Lu JJIA KOTOPO;‘E
ms () = ma(p) - IlocraBneHHas 3ajaya JAJig OTHOCHTEJBHOH IOTPEIIHOC :
HMeeT aHaJOrnyHoe pemenﬂe. HHETCH MeTon anas HpHﬁJIH}KEHHOFO BbIYHCJIE
HHsl NapaMeTpa HaWuJy4dlUIero l'IpOEKTPIBHOI‘O' HpeoﬁpaSOBaHHH.
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LA MEILLEURE TRANSFORMATION PROJECTIVE DES BGCHELLES
DE NOMOGRAMMES A POINTS ALIGNES

(Résumé)

Soit x=f(z) I'’équation de I'échelle recliligne du résultat dans le cas
d’'un nomogramme 4 points alignés. On suppose qu’a I'intervalle de varia-
lion (20, z1) de la variable z correspond lintervalle (0,1) de I'axe wx.
Notant par 4 I'erreur géométrique du point d'intersection de I’échelle du
résultat avec la droile résolvante, on a pour I'eurreur absolu ou relative
du résultat
Az

ok h
[7(z)| | 2'(2) |
Le maximum de ces expressions, quand zo <z<{ 2z, mesure erreur
absolue; ou relative du nomogramme. Les projectivités de I'axe x qui
gardent le segment [0,1] s’écrivent:

|Az|

et

A

(1) x
X = ixi—f—T o >—1,
L’équation de I’échelle transformée est 'l
o (1) fz)

En vue d'obtenir une échelle avec la moindre erreur possible, M. V.
Pentkovski détermine u de maniére i ce que

min | [,)| ou min |zf (2) |

Z=2=2 2=2=2) i
soit le plus grand possible. Il a donné la solution générale par voie nomo-
graphique [2], et dans des cas particuliers, par voie analytique [1].

Dans la présente note, on donne le résultat suivant: on note par z,
]‘ :
la valeur z pour laquelle £,(z) =5 et
() = min |£,(2) | et Ma(p) = min | £ (2) | .
W=EZ=2)

B=2=2

Le probleme du minimum posé pour l'erreur absolue admet une seule
solution, 4 savoir -avec la valeur W, pour laquelle mus(pn) = mq(u) . Le
probléme posé pour 'erreur relative a une solution analogue.
On indique une méthode pour P'approximation du parameétre de la
meilleure transformation projective. \




