ASUPRA PRECIZIEI CALCULULUI NUMERIC
IN INTERPOLAREA PRIN POLINOAME
DE DOUA VARIABILE
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Lucrare prezentald la Colocvinl de leoria ecuafiilor cu derivale parfiale din 21— 26 sepl. 195%

. 1. Sa conside_rzi{n (m 4+ 1) (n -+ 1) puncte (z;, y;), i =1, 2y . ymd,
J=12,...,n+1 in plan, formind o retea dreptunghiulari de noduri.
Pentru fixarea notatiillor vom presupune ci B < By<< ... < Dpirs
1< Yo << - < Ypug- P?I'Pl}ltfﬂ'eai P (ry, 79y « ooy Tur1 81y 82, - 1) @
retelel de noduri este definitd de o permutare »,, 7,, .. sy Tpaa @ indicilor
1,2,...,m +1, de o permutare s,, $,,...,8,,; a indicilor 1,2, ...
.-y % + 1 gi de renumerotarea coordonatelor nodurilor retelei astfel ca si
ayem &, =&,, ¢=1,2,...,m+1,y;, = Ys;0 J = Ao 2y ooy =1 e

Sé introducem notatiile
Dy, [f]—[,” g T ,';]‘] (1)
_yp,, f")'u,;.l IR | yy_+-j

pentru diferentele divizate pe punctele (a::,+.z, y;,+,rs), o =5 05 90, i,
B=0,1,...,5 relative la functia f (=, y).
D.d. (= diferenta divizatd sau diferentele divizate)

Dol v=55 % M+1—4 =iy, Asenn ol — 3

=0, Ly ey Wy =00 Ty s (2)
constituie tabloul d.d. corespunzitor permutirii
B (F15 %5y <05 Wmi s Bis Bay v rapin)

a retelei de noduri.
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Sistemul de (m + 1) (n + 1) d.d.
¥ I, 1=0,1,...,m, §=0,1,..., n (3)

Tormeazd un sistem inldnjuit de d.d.

Daca tiecare termen al unui sistem inlintuit de d.d. apartine unui
aceluiagi tablou de d.d., vom zice ¢d sistemul inldntuit considerat apar-
tine acestui tablou de d.d. In particular, sistemul inlintuit (3) apartine
tabloului (2). Bineinteles, insi, sistemul inldntuit (3) apartine in acelasi
timp si altor tablouri de d.d.

In particular tabloul (2) corespunzitor permutirii initiale P (1,2, ...

aom 415 1,2, ...,n 4 1) a retelei de noduri, se va numi tabloul
normal de d.d. ¢i orice sistem inlintuit de d.d. apartinind acestui tablou
se va numi un sistem inlintuit normal de d.d. Tn cazul permutirii ini-
tiale avem

. : i By, ot om e Lo
=1, 8§ =4, Dy, [f] = 2 ? ? 3 f]
Yoy Yuity ooy Yuo

pentru toate valorile posibile ale lui 4, j, v, p.

2. Permutdirii P (ry, 7y, ..., 7.y Sy, 83y « ..y 8,41) @ retelei de noduri,
corespunde polinomul de interpolare de doui variabile, care sub forma
ei generald este [2],

L{wmy) =X X (v —a) (@—a,)...

i=04d=0

(e — &) (¥ — 9,) %
; ' (4)

KUY — ) - (¥ — 9,) DEY [

unde 0 =wn,=n, 1 =10, 1,...,m iar pentru 7 = 0 respectiv j = 0

produsul (x — x) (e —wx) ... (x — x)respectiv (?’"5'/-“1) W —,.). -
s i )

X(y — y,;) este inlocuit cu 1.

Pe un punct de interpolare dat (z, i), determinarea unei valori
aproximative pentrn f(x, ) cu ajutornl polinomului (4), necesita cal-
culul valorii numerice a acestui polinom. Acest calcul se face prin exe-
cutarea, exact sau aproximativ, a unei anumite succesiuni de operatii
elementare : adundri, sedderi, inmulfiri gi impérfiri. Deoarece operatiile
se executd in general aproximativ, va rezulta o eroare de calcul care
depinde de precizia cu care s-au executat caleulele precum §i, bine-
inteles, de ordinea efectudrii acestor caleule, adici de programul pe
baza caruia ele au fost executate. Nu vom lua in considerare erorile de
care sint eventual afectate datele problemei, deci coordonatele nodurilor
si valorile functiei f(z, y) pe aceste noduri.

3 CALCULUL NUMERIC IN INTERPOLARE 161

3. Pentru a caleula valoarea numericd a polinomului (4), poate fi
utila si o modificare a expresiei lui, punind

- i 7

X, =1, X, = A ,Yo=1, ¥, = T
B =lkoky .. Byl ... L,DL[f],4=0,1,...,m §=0, 1,...,n,
unde ky(=1), kyy, koy .oy by, L(=1), 14, Iy, ..., 1, sint nigte numere

date, diferite de 0. Avem atunci

Limyy=Y N X, X, ... 5, Y, ¥ ..., Y, B .,

i=0 =0

care se calculeazd, de obicei, efectuind suma
m 4
Y X X, ... X, 4, (5)
i=0

in prealabil fiind calculate sumele

A= T F o T 4=0,1; it (6)
0

=
Fiecare dintre sumele (5), (6) este de forma
g0y +066,0;, + ... +¢56 ... Cq. (7)

84 presupunem ecd adunirile si scdderile nu comportd erori ((gle
se efectueazéi exact sau, in orice caz, cu nigte erori care se neglijeaza).
Atunei dacd se calculeazd suma (7) pe baza schemei

CD(GO ""“Cl (Cl+ +Gag1(0‘x—1+ca Coc) ))1 (8)

aga cum se procedeazd de obicei, eroarea provine numai din efectuarea
celor « -+ 1 inmultiri succesive e¢u ¢u, Ca-1, ..., ¢y Tespectiv. Este ugor
de vizut cd dacd aceste inmultiri se efectueazd cu o eroare absolut%,
cel mult egald cu e, rezultatul aproximativ obfinut va avea o eroare

o—1

absolutd = e (1L + Y |¢p¢; ... ¢ ), (= ¢ dacd o = 0). In cazurile pe care
i=0

le vom considera efectiv, inmulfirea prin ¢, nu comporta erori (V({Hll
avea totdeauna ¢, = 1). In acest caz eroarea absolutd a rezultatului

=

este<c ¥ |[¢oe; ... 6|, (0 dacd o =0).
i=0

S4 aplicim aceastd schemid de caleul sumelor (5), (6). Suma (6)
este de forma (7), unde punem

O::H'-, By:YV, Cv:Ei.v,

11 — c. 406
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Daci deci efectudm calculele pe baza schemei (8), inmultirile fiind exe-

cufate c¢u o eroare absolutd = =, rezultatul obtinut 4, este cu o eroare
n,.--1
T

absolutd = S'Zu Yo ¥, ... ¥, |, (=0, dacd n, = 0). Rezultd ci apro-
=

ximarea sumei (5),

i

Y KX, oo Xy Ay (9)
i=0
i n.—1
are o eroare absoluti <<= Y, | X, X, .... X ( Y | Yo ¥y ..o ¥, |).
i=0 i=0

Suma (9) este de asemenea de forma

= Gy = X G L V=105 s s . 00
Daca deci si aici efectudm calculele pe baza schemei (8), inmultirile
fiind executate cu o eroare absolutd = ¢, valoarea aproximativi obfinuta

pentru (9) va avea o eroare absolutd cel mult egald cu

m—1

e N | X, X, ... X, | (=0, dacd m = 0).
i=0

In definitiv deci, ficind calculele pe baza schemei indicate, obti-

nem pentru L (x, y) o valoare aproximativi en o eroare absolutd =
unde

m

" n,—1 m—1
‘
A 7 7 T /) 4 7 T =
M :_E“\A.]Al ""”(-Zn' 2 C A 1,.\] N [ s, . g

i= 1= i=0

4. Ne putem pune problema de a gasi, penfru punctul de interpolare
dat (m, 4), acea permutare P vy Vo on Tmea i Sys 855 cuis Shea) 9 T
telei de nodunri pentru care numérnl M dat de formula (10) este cel mai
mic: posibil. Dacd aceastd conditie este indeplinitd vom considera ci
polinomul (4) este cel mai avantajos pentrn calculele numerice (ficute
pe baza schemei indicate).

Atit sumele

1!1-,—1
B — PR OER. el i =101, m (11)
i=0
cit si suma (10) sint de forma
Sy + 8 8 + 8 8 S+ .00+ Sy, $u o Sy, Ny (12)

.y 82 sint numere pozitive, iar sy , $u,... , s, este o per-

.y 8 de numere pozitive.

¥ Cf
unde S,, &, ..
mutare a unui gir &, s, ..

M,
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Sirnl (11) este de forma (12), unde

a=mn —1, & =|y—ul, v,=3, S,-:m:
Je—=1A5 Zo i o W—ls Sp—1;
iar suma (10) este de forma (12), unde
ny—1
= M, 8= | w—am |, vy =0 8= ]—Roh (1 + ig 1 P SR [),.
. 1 '"'m"_'l
=00, e — N = ﬂm ( ,-;;, 0 P PR I), e

Avem acum urmatoarea

LEMA. Swuma (12) igi atinge cea mai micd wvaloare a sa dacd
$trul sy, , Su,, ..., 8y, este nedescrescdtor (cu alte cuvinte pentru o permu-
tare nedescrescitoare a girului 8y, Sy, <. ., Su).

Demonstrajia este imediatd. Se vede ugor cad minimul este atins
numai pentru permutirile nedescrescitoare ale sirului s, S5, ..., 8,.

Din lema precedentd rezultda atuneci urmatoarea

']A‘EOAREMA J_Daca wermatarea P (ryy Ty <o oy T8y %oy
astfel incit sirurile

oy 8,11) €8te

{'T - "U-rl|1 ‘mg 'I"T_zl',' ---J!'I"*mrml; ly*:llglhl;f/*.'l.\-? s ---:H/*ys,,_lj

sd fie nedeseresedioare, numdrul M igi alinge cea mai micd valoare a sa.
3. Rezultd din cele ce preced ca dacd sirurile

|EU—$,.1],I-T'—J1?,:|, e e Tﬂ’f—-l’-,-,,,%_lJi “f_."/slla

(13)
|4 — Yo, Ly omnsd =Yy |

sint nedescresciatoare, polinomul (4) este cel mai avantajos pentru cal-
culul unei valori aproximative a lui f (@, ¥). In acest caz, pe baza unui
rezultat anterior [1], permutarea 1y, 7, ..., 7w+ trebuie si fie consecu-
tivd permutarii 1, 2, ..., m -+ 1 iar permutarea §;, Sy, ..., Si+1 conse-
cutivi permutarii 1, 2, ..., n + 1. Aceasta inseamnid ¢i pentru orice t,
(t=1,2,...,m -+ 1, respectivi=1, 2, ..., n + 1), siravile »;, vy, ..., 7,
§i 8y, 8y, ..., 8 sint formate din'cite ¢ numere naturale consecutive (intr-o
anumita ordine). \

Yind girurile (13) sint nedescrescitoare, si in acest caz polinomul
(4) este avantajos pentru calcule in sensul ardtat mai sus, sistemul inlin-
tnit de d.d. corespunzidtor este un sistem inldnfuit normal. Bste deci
suficient sd folosim tabloul normal de d.d., pentru a putea construi toate
polinoamele (4) avantajoase, dupid diferitele pozitii. ale punetnlui de
interpolare.
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Putem, ca §i in cazul nnei singure vaviabile [1], s# studiem diferite
cazuri particulare. Dacd punctul de interpolare este in vecindtatea unuia
din nodurile extreme (@, ¥a), (24, Yus1h (Zuiry 1) (a"m-i-la Yur1)y gisiﬂl ca
cele mai avantajoase polinoamele ordonate dupa diferentele ascendente
i descendente in raport cu m, y, deci acelea pentru care sistemul inlin-
tuit (3) corespunde permutdrilor P(1,2,...,m +1; 1, 2, ...,n + 1),
P(1,2, ...,m+1; nddy 0y ...51) PmA1, w200l 1,2 ... sm-H10
P(m+1, my...,15n+1, n,...,1). Dacid punctele =z g y; sint
respectiv echidistante, deci daci =, =z + (i —1)h, i =1, 2, ...

ym+1, =y + G-k, j=1,2,..., n+1,(h k" >0) gidaci
punctul de interpolare este in vecindtatea centrului retelei de noduri,
gasim ca cele mai avantajoase polinoame (4), acelea ordonate dupi
diferentele centrale in raport cu a si y.

In incheiere observim ci, in loc de tabloul normal de d.d., putem
folosi tabloul format cu numerele kyky, ... k& Iyl ... L D0 [f], d.d.
fiind referitoare la permutarea initiali a retelei de noduri. Dacd ludm
k; =ik, l; = jh', pentru orice 7, j =1, numerele considerate se reduc
la diferentele A% f(a,y) ale funectiei f(a, y). Tabloul normal de d.d.
se poate atunci inlocui cu tabloul diferentelor, a cirui formare este deo-
sebit de simpld deoarece nu necesitd decit scideri succesive.

In sfirsit, consideratiile precedente se pot extinde la cazul a mai
mult de dond variabile independente.

O TOYHOCTHU YUCJIOBOI'O PACUYETA TIPU
WHTEPIIOJIMPOBAHUU MHOTOYJIEHAMU
OT JIBVX INEPEMEHHBIX

PE3IOME

Beigucienne suavenus HHTEPHOJANMOHHOTO MHOTOYIeHA (4) npu
BaJlaHHBIX ¥, Y NPOBOMHTCSA yTeM BeluHcaeHuii cymmsl (5), Tue wueqaa
A, mauwt coornowennenm (6). 3necs umena X,, ¥;, B, ; nansr B paGore
u cpAsadbl ¢ Qyuwumeit f(x, y) uepes pasgenennnie pasnoctm (3), co-
OTBETCTBYIOLIMe Hepecranoske (r, , ¥,) yamoe wunaTepmoasmuu, CyMMbl

? 7

(5), (6) nmetor Bug (7). Buanmeienne Takoit cyMMBl OpPOBOAUTCH HPH 10-
Moy ¢xeMbl (8), rie TOJBKO YMHOMEHWA HA Cuy Cxo1y ..., CONPA-
ACHEl ¢ OmMDKaMU, MEHBUINMY 4Hcaa ¢ 00 abeoTorHci Beanuune. Torja
HauGoiee BLITOJHBIE AJSI BLIYHCIeHUil Muorousenw (4) —aro Te, pus
KOTOPBHIX. mocjaegopatensrocru (13) aBmaworea Hey OnrBaomumu. TeRum
00pasoM, MBI HPUXO/UM K TeOPETHIECKOMY 000OCHOBAHUIO MTPAK THYECK OL0
NCHOMB30OBAHUA HANOONee UBBECTHHIX MHTEPHOJANNOHHEIX (POPMYJd, Kak
wanpumep, (opwyam Heiorona, Crupmmara, Becceas u 1.1,
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SUR LA PRECISION DU CALCUL NUMERIQUE DANS
I’INTERPOLATION PAR POLYNOMES A DEUX VARIABLES

RESUME

Le calcul de la valeur du polynéme d’interpolation (4), dans le

cag de @,y donnés, se fait en calculant la somme (5) oit les nombres A,

sont donnés par la relation (6). Les nombres X,, ¥,, E, ; sont donnés

dans le texte et sont liés 4 la fonection f(a, y) par l'intermédiaire des

différences divisées (3) correspondant & une permutation (x, , y,) des
b f

neuds d’interpolation. Les sommes (5), (6) sont de la forme (7). Le calcul
d’une telle somme se fait au moyen du schéma (8) ou seules les multi-
plications par e;, cx-1, ...,¢, sont affectées d’erreurs inférieures en
valeur absolue au nombre =. Dans ce cas les polyndmes (4) les plus
avantageux pour les calculs sont ceux pour lesquels les suites (13) sont
non décroissantes. On arrvive ainsi & justifier théoriquement I’emploi
dans la pratique des formules d’interpolation bien connues, telles que
celles de Newton, Stirling, Bessel, etc.
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