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DESPRE PROBLEMA PROGRAM

DE

K. RADO
(Cluj)

Luterare prezenlata la Consfaluirea lehnico-stiinlificd asu,
din 13 — 15 ianuarie 1960, Bi

urmatoarea problema, numité ,,progra,mam
matematica se enunta astfel [1], [2], [3].

A. Sd se determine valovile reale 2y, Ty, ...y &,

nt

Se observa. imediat ci daca. in loc de
zarea formei liniare (3), atunci prin sehlmba.rea ,
formei liniare, aceastd problema revine la problema a A
conditiile (1) flgm'ea.za gi inegalititi de sens o 'us
mate la forma (1) prin inmultire cu —1. Alituri
figura si egalitdtile de forma

5 an =
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cdcli acestea se pot scrie

Z ;< d,
i

Z (—a)m;, < — d.

Dacd pentru unele necunoscute z, nu se impune conditia (2), atunei

inlocuim @, = #, — @, ¥, > 0, x, > 0 si iardsi revenim la problema A.
Sa citdm doud din problemele economice cele mai cunoscute care
condue la problema A.

Problema sortimentelor complete. Tntr-o fabrici unde se produc [
feluri de piese existéd & magini. Magina a p-a poate produce in nnitatea
de timp a,y buciti din piesa v, (@, > 0), p =1,2, ..., k; v=1, 2 g
Piesele produse fiind necesare la asamblarea unei unititi mai mari, ele

~ trebuie confectionate in sortimente complete, un sortiment continind

815 835 ..., 8 bucdti din piesele respective. Cum frebuie repartizati fabri-
carea diferitelor piese la masinile existente, in asa fel ca si se ajungi la
un numir maxim de sorfimente complete ?

Aceastd problem# figureaza printre primele probleme de Progra-
mare liniard, formulatd si rezolvatd de L. V. Kantorovieci inci
in anul 1939 [2].

Notdm cu @, timpul in care magina p lucreazi la piesa v. Atunei
din piesa v putem acoperi

il k
By =— ¥ Buyiluv (ve=1,2, ..., 1.

Sy w=1

sortimente complete. Conditia de a fabrica sortimente complete, devine

P=F,= .. =1,
Mai avem
1
E'Bung (e=1,2 ..., k),
v=1

unde 7T este perioaca de timp consideratd. Trebuie si determinidm necu-
noscutele ,, astfel ca sd verifice acest sistem de ecuatii liniare, si avem
Zuy 2> 0 gl funetia liniard 7, si fie maxim#. Prin urmare aceasti pro-
blem# revine la problema A.

Problema transporturilor. Un anumit produs care se giseste in %
depozite, in cantititile s,, (@ =1, ..., k), trebuie transportas in I locuri
de distributie cu capacititile d,, (v =1, ..., I). Fie ¢,, costul transpor-
tului pe unitatea de greutate de la depozitul p la locul de distributie .
Ce cantitdti trebuie sd transportidm de la fiecare depozit la fiecare loc
de distributie astfel incit costul total al transportului s# fie minim ? Se pre-
supune s, = ¥ d,.
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Notind cu x,, cantitatea transportata de la depozitul p la loeul
distributiei v, avem pentru cele kI necunoscute urmitoarele conditii :

4
‘);,lmu.,:s”, (=5 )
k
Y %, =d,, (v=1,...,1
=1
g = 05 b =150 59 2% §=S110NNVN

!

F= Y F oy = minim,
y=1p=1

deci am ajuns la un caz particular al problemei A.

In cadrul Institutului de caleul din Cluj al Academiei R.P.R.,
am rezolvat o problemi de amestee pusi de industria sticlei. La fabricarea
sticlei se utilizeaza m materii prime, fiecare continind anumiti componenti,
in total p. Se cunoagte ¢4 1 kg din materia prim# j confine dupi calei-
nare d,; kg din componentul ¢ Ce cantititi trebuie lnate din materiile
prime astfel ca si rezulte o sticld de compozitie datd? Se admite o abatere
de la aceastd compozifie cu o, %, la fiecare component #, (¢ =1, 2, ..., p).

Cantitatile de materii prime »,, @,, ..., x,, care dupé calcinare dan
100 kg de sticld avind f;, f,, ..., f, kg din componenti, trebuie si satis-
faed sistemul liniar

h
Y dyz; = f;,

=1

(=1,2...0) (1)

si inegalititile
x; >0, (9. =152 5. i) (5)

Notind e, = Z d;; < 1, din sistemul (4) rezultd

i=1
wh

_21 e;x; = 100. (6)
=

Chiar in cazul compatibilitatii sistemului (4) se poate intimpla si nu existe
solufii nenegative. Dar noi putem inloeni sistemul de ecuatii (4) prin
inegalitéatile

fij= P < 21 d-nj“‘vj <lhi+e (7)

s ecuatia (6). In multe cazuri practice toemai prin aceastd slabire a con-
ditiilor devine problema posibili.

Conditiile problemei pot fi scrise acum sub forma (1) gi (2). Pro-
blema avind in general o infinitate de solutii, este natural si edutim pe
cea mai economicd. Notind cu ¢, ¢,, ..., ¢, unititile de valoare ale mate-
riilor prime, punem problema minimizirii formei liniare (3) si astfel am
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ajuns la problema A. In multe cazuri prin golutia minimizantd se reali-
zeazd o0 economie considerabild fatd de o solutie luatd la intimplare (in
particular c¢ind din acelasi fel de materie prim# existd mai multe calitati
cu miei variatii in compozitie gi la unititi de valoare diferite). Tn alte ca-
zuri insd, toate solutiile sint apropiate ; daci putem prevedea acest lucru,
atunci se poate pune ¢, =1, (j = 1, ..., m).

In acest din urmi caz, algoritmul de rezolvare al programarii
liniare serveste numai ca o metodd practics de a gisi o solutie oarecare
a unui sistem de inegalititi, sau de a decide dacii sistemul respectiv este
sau nu compatibil. Chiar in acest scop meritd s incadrim problema de
amestec in cadrul programaérii liniare, nemaivorbind de eventualele eco-
nomii realizabile.

Trebuie atrasd atentia asupra importantei problemei de amestec,
care poate sd apard in orice ramurd a industrici chimice si in metalurgie

Pentru rezolvarea problemei propuse de industria sticlei, ,,metoda
simplex duald’ [3] s-a dovedit a fi cea mai practici. Problema are parti-
cularitatea cd toti coeficientii ¢, in forms liniard [3] sint nenegativi.
Expunem mai jos metoda simplex duali ecn o noni justificare, directd,
bazatd tocmai pe aceastd particularitate. Cazul general ( ¢; oarecare) revine
la acest caz particular.

In cazul rezolvat de noi am avut m — 7 , . = 13. Caleculele necesare
s-au efectuat cu o magind de caleul de birou. La problemele de progra-
mare liniard cu mai multe necunoscnte este nevoie de magini rapide auto-
mate de calcul. Algoritmul descris mai jos se poate transforma ugor intr-un
program de magind. Considerdm ¢ avem aici o aplicatie importantd a
maginii automate de calcul. Enuntim alitnri de problema A urmitoarea
problema ,,dunalid’’ :

B. Sd se determine valovile y,, y,, ..., y,, care satisfac conditiile

E "’-i;‘.UJ “g (.j! (j —— ]521 UL "'”)v (1’)
i=1
Y =0, (0= 1,25 .05 0t} (223

in asa fel ca forma liniard
"
g ot
G = '21 by, (37)
‘=

sd ia valoarea maximd.
Amintim urmétoarea teoremi a dualitdtii : dacd problema A ave o
solutie finitd, atunci si problema B are o solutie finitd i invers, iar

min 7 = max @G.

Daca una din cele doud probleme are o solutie infinitd, atunci sistemul de
inegalitdti al celeilalte este incompatibil.

5 DESPRE PROBLEMA PROGRAMARIL LINIARE 171

2. 8a trecem la rezolvarea problemei A cu metoda amintitd si s
presupunem

¢; =0, (1 =1,2,...,m).

Vom numi seluliec admisibild orice sistem de valori @, @y, ..., =, .
care satisface inegalititile :

i =0,
Ty >0
I‘JJ' >/ O

Uy @ + @@y + . W@+ T, b >0, L (8)

oy @ + Apg By + ... + a9, 2, + ... + ag,, + by >0,

.

v n |
Oy X1 + Ogo g + ... + @, &, + + @ @ + b =0,

+ a,®, + b, >0,

@i T + Aoy + ... +a,. 2.+ ...

(am schimbat semnele termenilor liberi b,). Trebuie sd gdsim solufia
admisibild pentru care

0D
P =eim; + 6% F ovo Fro@m & .. T G, (3")

ia valoarea minimé. S notdm cu A matricea cun -+ m -+ 1 linii gi m -+ 1
coloane, formatd din toti coeficientii «i termenii liberi ai formei liniare (3")
si ai sistemului (8). :

Pentru orice solutie admisibild avem # > 0, deci min ¥ > 0. Deo-
sebim trei cazuri:

ali by = 0, by =0 s e bl 0 atnel &, = @y = o = &, = 0 este
o solutie admisibild pentru care # = 0, deci x;, =0, (j =1, ..., m),
este o solutie minimizantd si min #F = 0.

b) Exista cel putin un b, negativ; atunci notim cu b, unul (oare-
care) din aceste numere negative. Dacd dinfre coeficientii a,, nici unnl
nu este pozitiv, sistemul (8) este incompatibil.

¢) b, <0 si a,; >0 pentrn anumiti j. TFie _ah_unul din ei (» va fi
determinat mai tirzin). Facem schimbarea de variabild :

Yi = &4, (J == 1)y | (9)
Y, = O @y + Gy + . . - G, T, 1+ by, I
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sau iar forma liniard (3) ; :
I
= i e a [
Z; — Yy I ; k1 ! T2
i y:l! (J—,l— ")3 P = (C] — ?Pi‘)yl +(02—:0r)y2 + o uinie +
Ter kr
T —_ﬁ.l.f/ i@v S __My +_Ly s C a b (I])
S Jg1 o2 L i r—1 gy q’ £ ke 7 EY
@, ., Oy, [ (9°) + 2y, = oo (c,,, i : ﬁ,] W — b L.
. Tor . Rt kr
Ay, . s by, - ; o ; < « 3 g,
=ML g Lion g =k ' Sistemul de inegalitdti (10) are o forméi analoagd cu (7), numai ¢d rolul
., ap., [ inegalitdtilor de rang 1,2, ..., —1, #, » + 1, ..., m este preluat de

cele de rang 1,2, ..., v — 1, m + k, » + 1, ..., m. Matricea A’ a siste-
mului transformat se obtine din matricea 4 prin nrmétorul procedeu de

prin care sistemul (8) devine urmitorul sistem de inegalitdti (10): b :
eliminare : impértim elementele coloaneia»-a cu a,,, la elemente]e celor-

Lhs >0, lalte coloane j adundm elementele coloanei » amplificate cu— <my, 1),
a,\
Ifa ,>’ ()7 5 s o b;,-
iar la coloana m -+ 1 se aduna coloana ¢ amplificati cu — —& .
Qo
e a 1 = b Schimbind intre ele inegalitdtile din liniile » sim -+ &, sistemul (10)
e e T + =y, — =y k... = 10, se scrie
Oy ey ey ey Q. y; =0, =i )
m (T‘O J
Yoy +b>0, (4 =1,2, .., B).
Y >0, s 8 i ’
: . @ a Funectia liniard (11) se scrie
A
l [“’.u - “1rJ Y1+ ((’12 a‘lr) Yo FrumnF =24 55 o m .
. g a :
p kr Ay kr = Z C’jyf + M. (11;)
N i=1
| -+ — T Y, by — b ay, = 0
d By Ay | Y + 01— — 4, 2 0, - Pentru a avea o analogie completd cu sistemul initial, cdutim si
' Wy Dir determindm pe r in aga fel ca sd avem ¢; > 0. Pentru aceasta obgervim
1 a, (8 a S e _G_,. ; . NI M ak; :
't laﬂ_a 1“2,] ¥y L ﬂzz*?az,-] laelatr, +f¢ T TR X mai intii cd ¢ - este nenegativ, iar ¢, = ¢, y (j 1), este de
| k k (/ B
1 ! ' ’ asemenea in mod sigur nenegativ, dacd a, < 0. “Deoi trebnie s ne
o b ingrijim numai de ¢, pentru care a,; > 0; dar el are semnul lui
[l Vim b k > 0 ! ki
I3 T | Gon — = @y, | Y+ by —— a3, >0,
Ter akr c:; c.,-
| e SR e R S T Ay gy
" Y. >0, Prin urmare pentru a avea coeficienti negativi in (11') formim rapoartele
. C.
By =—
a a a fu
k1 { T2 ; e
(ﬂwl <A ff,.r) Y+ (ﬂ-“z—a—“w)f 2 e ‘i—a—% i pentru acei a,; care sint pozitivi gi cintdm dintre ele pe cel mai mic;
2 tr ke indicele respectiv se ia ca r, adicd
1 B b, by 0 6, = min 0, , — 0, = ~= > 0. (12)
T G, — —— B | Y+ 0 — - a,, 2 0, £ ey fed Ly a
gy ; g, - iz
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Daecé min 0,; este atins la mai multi j, lnim deocamdati pentru » pe
ap;>0

oricare din ei, riminind s& precizim mai tirziu alegerea lui » in acest caz.
Repetind rationamentul aplicat sistemului initial i formei liniare

initiale, deducem

minF> M' = — b,- ¢ = (— b)-6,>0,
a’kr

i acest lueru este adevarat oricare ar fi fost alegerea lui % (din acei pentru

care b, < 0). Tardgi putem avea trei cazuri:

a) 8> 0, (¢=1, ..., n); atunel y, =y, = ... =49, =0 furni-
zeazd o solutie minimizantd §i min F = M’ = — b,0,.

b) Existd cel putin un k' pentru care b, <<0 §i in acelagi timp
a,,<0,(j =1,...,m). Sistemul de inegalitdti este incompatibil.

¢) Existd cel putin un &' $i un +" astfel ca b, <0 §i a;,, > 0.

In cazurile a) si b) problema este rezolvaté. In cazul ¢) se aplici
gistemului (10) gi functiei liniare (11) acelagi procedeu pe care l-am aplicat
lai (8) si (3).

La fiecare etapd introducem variabile noi pe care le vom numi
variabile actuale. Primii membrii ai inegalitatilor si functiei liniare de
minimizat sint egali la orice etapad en membrii intii din (8) respectiv (3),
numai cd sint exprimati in functie de alte variabile. Pentru fixarea ideilor
vom presupune cd tot timpul si pistreazi ordinea initiald a inegalitatilor
(schimbarea de ordine cu ocazia trecerii de la (10) la (11) s-a considerat
numail pentru un moment gi de fapt nu se efectueazi).

Vom demonstra cd dupd un numar finit de etape procedeul se ter-
mind, ajungindu-se cu necesitate la un caz a) sau b). Notdm marginile
inferioare gisite la diferite etape pentru min F cu 0, M, M", ..., MY, ...
Avem

!

O W e e MY &0

SA presupunem mai intii ¢ acest gir este crescator

W)

O M <M< M

La etapa v-a sistemul de inegalititi se reduce in anumite m linii la
cite o variabild actunald in membrul intii. Notdm 3} sistemul de ecuatii
format din aceste m linil prin schimbarea semnului 2> in = (coeficientii
acestni sistem formeazi o matrice unitard). Luind liniilé de acelasi rang
din (8) se formeaza in mod analog un sistem de ecuatii 8, cu necunoscutele
Xy, Ly, ...y @, Din 8 deducem prin schimbirile de variabile succesive
sistemul Y, , deci si solutiile lor se dedue una din alta pe aceastd cale;
in particular obtinem ca S, este compatibil i determinat. Prin inlocuirea
solutiei sistemului S, in (3) obtinem pentru /7 toemai valoarea pe care
ne-o di inlocuirea solutiei (0, 0, ..., 0) a sistemului }; in transformata
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de la aceastd etapd a formei liniare #, adicd tocmai M™ . Daci am putea

m + n
m )
etape ar trebui sd revenim la un sistem §, intilnit mai inainte; cum sis-
temul §, determind univoc pe M,, vedem ci M, ar trebui si coincid
pentru doi indici diferiti, ceea ce este in contradictie cu ipoteza ci girul M
este crescitor. Rezultd cd procedeul nostru de caleul se terming dupa

m -+ n

cel mult etape.
m

Si trecem acum la cazul general (M , poate stagna la anumite etape).
Atunci se poate intimpla ¢i procedenl descris nu are sfirgit, ceea ce este
In legiturd cu alegerea arbitrard a Ini » (cind min B, este atins de mai

. - . . . . W ak:‘.:)u

multi indici j). Fixém acum pentru acest caz un mod de a alege univoc
pe 7. In acest scop considerim forma liniard

O =08+ e, +exy + ... + (13)
unde >0 se alege atit de mic incit puterile mai mari ale lui = si fie
neglijabile faté de puteri mai miei. Aplicim procedeul nostru de caleul
sistemului de inegalitéti (8) si formei liniare (13). Sirul M., M, = MY, ...
al marginilor inferioare ale lui min @, calculate la etapele succesive,
trebuie sid fie iardgi necresciator. Dar o stagnare in acest gir atrage dupi
sine ea F si wy §i a,, ..., sl x, stagneazd, ceea ce e absurd cdei in (9)

continua indefinit procedeul nostru de caleul, atunei dupi cel mult (

m?

(deci §i in formulele analoge de la urmitoarele etape) existd totdeauna

un termen liber b, < 0. Rezultd ci numerele M.” formeazi un sir cresci-
tor g1 atunei, in baza celor demonstrate mai sus, procedofll nostrn
are sfirsit. :

_ Solutia minimizantd poate fi cititd direct pe sistemul de inegali-
tati de la ultima etapid. Ba este formatd din valorile 0 pentru fiecare
variabilda actnald. Valorile corespunzitoare pentru Ly Xyy o ooy &, 8€ obtin
inlocuind in loe de variabile actuale 0 in primii membrii ai primelor m
inegalitati de la ultima etapd. Deci solutia x,, 2, ..., z, se gdgeste in
matricea ultimului sistem in ultima coloand de la linia a doua pih:“L Ia
linia a (m + 1)-a.

Procedeul de calenl este aplicabil cu orice alegere a Iui £ astfel
b, < 0. Se pune insd problema alegerii Ini % la etapele succesive in
aga fel ca procedeul si se termine in cit mai putine etape. Deoarece nu
se poate prevedea in mod simplu ce se va intimpla la etapele urmatoare,
se cautda de a alege pe k in aga fel ca si se obtind o crestere maximsi
pentru M la cite o etapd. Situindu-ne la etapa intiia, trebuie deci si
determindm pe %k in aga fel ca (—b,) 0, si fie minim. Avind in vedere
‘@ este greoi calculul lui 6, pentru fiecare k eu b, < 0, in [1] si [3] se
preferd de a alege cel mai mare b, si a lua indicele acestula, iar expe-
rienta aratd ca atunci sint necesare m pind la 2 m etape.

Cu ocazia rezolvirii problemei de amestec in cadrul Institutului
de calcul din Cluj, am observat ci meritd si se caleuleze cu o aproxi-
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matie foarte brutd pe 0, si a lna dintre aproximatiile brute ale lui (— b,)- 6,
pe cea mai mare,

Pentru a rezolva problema A in cazul general (fird vestrictia ¢, > 0),
vOMm presupune ci

¢; <0, (j=1,2,...,8),
¢; >0, (j=8F1,58F2, ... mh

La conditiile (1) i (2) atasm si conditiile
z; < M, (=l 2 e B (14)

problema A s-a transformat intr-o altéd problem# Ay, . Solutia problemei A,
pentrun M tinzind catre infinit, coincide evident cu solutia problemei A.
(Dacd pentru M — oo, valoarea Iui F tinde ciitre — oo, atunci problema A
are o solufie infinitd, iar dacd problema A, nu are solutie pentru i
oricit de mare, atunci nici problema A nu are solutie). Deci putem inlocui
problema A cu problema Aj,.

Prin schimbarea de variabild

u, = M — x;, (F=1,9.., .,58] (15)
U; = @ (=28 + 1y 5.5 m)
problema A, devine
s m s
L —a+ X ag >0 — M ¥ ay, [ =12 v 1)
—u,.>—M’, (j:l,z,...,s) (1(‘5)
’M,-},O, (j=1,2,...,m) \
Y —e¢u + Y ¢u; — minim,
i=1 j=s+1

care este o probleméd de tip A eu tofi coeficientii formei liniare de mini-
mizat nenegativi. Sistemului (16) ii putem aplica algoritmul nostru.

O BAJIIAYE JIMHEWNHOI'O IHPOTPAMMUPOBAHIUA

PE3IOME

B pabore npuBomuTCa NpAMOE [0KABATENLCTBO AJA ABOICTBEHHOTO
CUMILIEKC-METO/Ia PelleHusa 3a/adu JHHEHHOTO NporpamMMupoBaHNA.

JluneiiHOe MporpaMMHUpPOBaHHE NPHMEHAETCA K pellPHI0 3ajadll 0
cMecH, BCTpedaweica npu IpousBoicTBE CTEKTA.

ilnl DESPRE PROBLEMA PROGRAMARIT LINTARE

_m

SUR LE PROBLEME DU PROGRAMME LINEAIRE

RESUME

L’auteur donne, dans le présent travail, une démonstration directe
de la méthode simplex duale pour résoudre le probléme du programme

linéaire.
Il applique le programme linéaire a la solution d'un probléme de

mélange, intervenant dans la fabrication du verre.
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