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Se cerceteazd problema de stabilitate a unei solutii particulare a ecua-
tiilor diferentiale ale migedrii de rotatie in jurul verticalei axei girosco-
pului greu simetrie, sub influenta fortelor perturbatoare periodice.

In lucrare se considerd miscarea giroscopului greu simetric cu pune-
tul de sprijin oscilant. Fortele perturbatoare periodice apar in acest caz
datoritid oscilatiilor punctului de sprijin al axei giroscopului.

Influenta fortelor perturbatoare periodice asupra migearii girosco-
pului greu snnetlm, prezintd un mare interes, da,tDrlta, aplicatiilor tehnice
numeroase ale aparatelor giroscopice.

Giroscopul simetric greu se folosegte fie in calitate de aparat arati-
tor or misuritor, fie ca aparat regulator etc. El este un dispozitiv desti-
nat pentru aritarea, de exemplu, a verticalei adevirate sau a directiei
nordului, or pentru péastrarea unei directii date, de exemplu pentrn pas-
trarea cursului dat al unui avion sau vapor ; pentru a arita variatia vitezei
de curs sau a vitezei unghiulare a vaporului sau avionului gi, in sfirgit,
pentru comanda (dirijarea) unuia gau mai multor motoare, ajutitoare,
destinate asiguririi stabilitdtii avionului sau cursului vaporului.

Giroscopul este deci pamtea cea mai :importan‘ua a dispozitivelor de
rispundere care se folosesc in aviatie si marind, si de aceea e necesar
un calecul exact al migedrii sale. in consecintd nu este perrms a
neglija influenta forfelor perturbatoare, care pot si apard in timpul
luerului sau.
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§ 1. Deducelia ecuatiilor diferentiale ale migedrii in jurul verticalei
a giroseopului greu simetrie, eu punct de sprijin oscilant

B4 congiderdm un giroseop simetric gren (fig. 1), care se sprijing
in punctul 0.
A -~ s - . -+ _>
_ Fie forta greutatii givoscopului p = mg aplicatd in punectul & la
distanta OG de la punctul de sprijin 0.
54 presupunem cd punctul de sprijin O impreund cu triedrul £, «, T
oscileazd dupid legea :

U= |L COS wl, (1.1)

unde amplitudinea @ o con-
siderdm pozitivi i sufi-
cient de micd ; o — pulsa-
{ia oscilatiilor, « — depla-
sarea Ini O fatd de 0.

=
Daca W, este accele-
ratia absoluté, atunci dupa

/______QA.\‘ legea lni Newton in siste-
¥ x  mul de reper alIui Galileu

0'wyz, avem :

Fig. 1 S e
mW, = p. (1::2)

Avind in vedere insd ca:

- - -+ -
W,=W,+ W, + W,

in sistemul mobil O&xn ¢, ecnatia (1.2) se poate transcrie in felul urmétor :

=

-+ -+ —
mW, =p —mW, —mW,. (1.3)

Deoarece sistemul nostru are numai o oscilatie dupa legea (1.1), atunci
forta de inertie a Ini Koriolis

-3
— mW, =0
iar forta de inertie de antrenare (de transport)

-5

-+ -
I = —mW, =4 pmoe?cos ot i, (1.4)

-
unde ¢ e versorul axei 0z
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Atunei ecuatia (1.3) capdtd forma :

mﬁ’ :;7 + s E (1.5)

Daci in vectorul rezultant al fortelor exterioare includem i forta
de inertie, putem in continuare sa considerim axele &, 7, { nemiscate
impreund cu punctul O gi, in consecintd, sd deducem ecunatiile diferen-
tiale ale migcarii giroscopului cu ajutorul ecuatiilor obignuite ale lui Euler
in aceste axe.

Tie N, I, %' sistemul mobil de axe, unde N — linia nodurilor,
7' — axa de simetrie a giroscopului iar K o oarecare axi perpendiculard
pe planul NZ’, care se afld in
planul £Z".

Pozitia giroscopului nostru,
in orice moment, se determind in
sistemul £, »,  cu ajutorul un-
ghiurilor lui Euler : 0, g, ¢ (fig. 2),
unde :

6 — unghiul de nutatie intre
axele 7' si G

4 — unghiul de precesie (azi-
mutul planulni  ZZ° in jurul
axei ),

o — azimutul giroscopului in
jurul axei proprii Z’

(a', 4"y, 2 — axe mobile).

Unghiurile 0, ¢, ¢ le consi-
deriim pozitive, cind sint socotite - Fig, 2
de la axele ¢, & N dupd misca-
rea acelor de ceasornic pentru un observator, care priveste respectiv din
directiile pozitive ale axelor N," { si Z'.

Eeuatiile diferentiale pentru unghiurile Iui Euler se obtin din ecua-
tiile generalizate ale lui Euler. [3].

dr i
ﬁ + 7y — 1T = My
dzg = %
—E oty — P17y = My (1.6)
di
dr,
—Z 4y — Gy = My,
dt

unde py, q;, 1, sint proiectiile vitezei unghinlare ale triedrului axelor mobile
N, K, Z'; pe aceleasi axe, ty, 7, 7, sint proiectiile momentului cinetic
al givoscopului pe axele N, K, Z'; My, My, M, sint proiectiile momen-
tulni tuturor fortelor exterioarve si al fortelor de inertie (1.4) pe ace-
leagi axe.
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Proiectind vitezele unghiulare ¢, 8 §i o (indreptate respectiv pe

axele €, N, Z') pe agtele N, K, Z', obtinem
B = b: Dy Oa
¢ = U sin0 ¢, = Y sin0, 3 (1.7)
r—= ¢ + 4 cos 0, 7, = b cosO,

(P, g, r sint proiectiile vitezei unghiulare a giroscopului pe N, I, Z').
De %101,'1*;{_3%111 momentele cinetice ale giroscopului fati de axele
N, K, Z' primim expresiile : '

e
vg =o' §gin 0, (1.8)
T =dJ (Y eos 0 + g),

el : : ol
unde J' e momentul ecuatorial de inertie iar J, momentul polar de inertie.
Observam mai departe ci : ;

My =0,
1t
M5r =0 Lot
deoarece forta care actioneazi P intersecteazi axele K 8- 27
My =ml (g — po? cos wt) sin. (1.10)

iulocuipd_exprqsiﬂe din (1.7), (1.8), (1.9) i (1.10) in (1.6), obtinem
pentru unghiurile lni Euler urmitoarele ecuatii diferentiale : ,
¢+ Yeos & — J Osin 6 :‘O,
J'bsin 0 — T8 — (J —2J) &0 cos 0 — 0,
J O+ J odsin 0+ (J — J') §2sin 0 cos 0 —
=ml (g — pw?cos wt) sin 6, (L. 11

Toate aceste ecuatii sint ecuatii neliniare de ordinul doi.
Dupd prima integrare a primelor doud ecuafii (1.11), obtinem :

U cos B—i—f;D:Gl:k]JU cos By + oo
J' ¢ sin® 0 - JO, cos 0 = O, = J ¢,.cos 0, +-
+ o (J cos? 8,— J' sin? 0,), (1.12)

unde O si €, sint nigte constante de integrare.

o
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Dupé cum se gtie, congtantele C; si 0, au o reprezentare simpli, evi-
denté : J (' este proiectia momentului cinetic pe axa %', O, este proiectia
momentului cinetic pe axa C. ] )

Sa exprimam din ecuatiile (1.12) pe o §i ¢ prin O si C,.

Oy (J cos® 0 4 J' sin* 6) — Oy cos 6
J’ sin? 0,
e i 005 0
J’ sin? 0

@ =

Inlocuind pe ¢ gi §, exprimate in acest fel (1.13) in ecuatia a treia
din (1.11), obfinem pentru unghiul de nutatie 6 nrmitoarea ecuatie dife-
rentiald :

JO -+ F(0)=ml (g — po? cos wt) sin 6, (1.14)
unde

J’ sin 0 J’ 8in® 0

Sé considerdm migcarea axei giroscopului in vecindtatea verticalei.
Tn acest caz, dupd cum nu este greu de aritat, ecuatia unghinlui de nutatie
(1.14), dupa descompunerea funcfiei F (0) si sin 6 in serie dupd 0, ia
forma [8]:

1 L 2
70 = 2% G SO TR e T (G, = Jy eon a8 B g

0= % + (B + pCcos wt) 0 -+ (D -+ plicos of) 6% + ..., (1.16)

1
A =— (0, — JO,)?
S0 — TP,

mgl 1 L it I :
g Bt ey, L 5 X R Jz]
J! J’2( o g T g

15
Mmw?l
e (1.17)
J.’
mgl 1 ( 4 31 S ]
L T U 1 R LY
6 J' J'2(189 T A T =k
E:mcogl
6 J’

Keuatia (1.16) admite solutia particulard 6 = 0 ;_b = 0, cu conditia
ca A = 0, adicd atunci cind constantele arbitrare 0 §i C, satisfac relatia

0, =J0,. (1.18)
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In acest caz ecuatia (1.16) ia forma :
6 = (B + nC cos wt) O+ (D + pE cos wt) 0% ... (1.19)

unde B, ¢, D si B se determind cu ajutorul egalitatilor (1.17), unde facem
Os =1

Bl G Do 05 G
J’ 4J’ 6J° 756 J'2 (1.20)
A ] a2 i
()f:l”;“:;{’ o Mm’?
J G T

Este evident ¢i ecuatia (1.19) este ecuatia migearii perturbate pentru
golutia 6 = 0 8i 6 = 0.

§ 2. Problema stahilitiitii soluliilor ecualiei diferentiale (1.19)

Sd cercetdm acum problema stabilititii solutiei particulare :
6 =05 =10 (2.1)
a ecuafiel diferentiale (1.19) si sd ardtdm cé, in general vorbind, aceasti
solutie este instabil.

Pentru . = 0, adicd in cazul lipsei unei forfe periodice perturbante,
ecuatia (1.19) ia forma :

§ — B+ DO® L ... ‘ (2.2)

Aceasti, ecuatie, dupd cum se gtie, deserie migcarea unui giroscop
gren simetric in jurul verticalei (sau migcarea ,,giroscopului dormitand”).
Evident cf ecuatia (2.2) are ca solutie, solutia particulara :

0=0; 0=0. (2.3)

Obgervim de asemenea ci ecuatia difrentiald a migecarii perturbate cores- .

punzitoare acesti solutii, coincide cu ecunatia (2.2).
Pentru ecunatia difrentiald (2.2) primim urmétoarele ridiecini ale
ecuatiei caracteristice :

pi =+ VB (2.4)

Evident' ci pentru B > 0 avem instabilitate, deoarece pe baza teo-
remei lui Liapunov [1], dacd printre ridicinile ecuatiei caracteris-
tice a sistemului primei aproximatii existd cel putin o ridicind cu partea
reald pozitivi, atunci migearea neperturbatd este instabild pentru orice
alegere a termenului de ordin superior lui unu in ecuatfia diferenfiald a
migedrii perturbate (2.2).
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De aceea, pentru ca solutia sa fie stabild, e necesar ca :
B < 0. (2.5)

Pe baza formulelor (1.20), conditia (2.5) ia forma

2

03
— gl >0. 2.6
A (2.6)

Deoarece
G (ot o) — [0 + (7 — 7 o,
. (2.7)
om0+ 1) — Lt s
atunci condifia (2.6), prin considerarea relatiilor (1.18), se poate scrie cu
o exactitate suficient de mare astfel :

; G L
90 >— VI mgl . (2.6")

S-a demonstrat [4] cd giroscopul simetric dormitand este stabil dac#
viteza sa unghiulard satisface inegalitatea (2.6’). In acest caz valoarea
minim#, pe eare trebuie s-o aibd impulsul de rotatie J¢ al giroscopului
dormitand stabil, se definegte prin formula :

J oy =2V mgl.

Aceastd valoare este cu atit mai mare, cu eit este mai mare momentul
ecuatorial de inertie al giroscopului J' §i momentul de sprijin mgl.

Astfel, s-a aritat [4], [5] ¢i conditiile (2.6) gi (2.6’) sint nu numai
necesare dar si suficiente pentru stabilitatea solutiei considerate (2.3).
in particular, acest Iucru I-a avitat N. G. Cetaev [2] cu ajutorul
functiei lni Liapunov.

Vom ardta c¢d conditiile stabilitédtii (2.6) si (2.6’) devin insuficiente
in prezenta fortei periodice perturbante. Cu alte cuvinte, vom arita cé
o datd cu aparitia fortei perturbante

pOcos wl
in (1.19), desi conditia stabilitatii (2.6) sau (2.6") se indeplinegte, totusi
solufia 6 = 0 §i 0 = 0 a ecuatiei (1.19), in general vorbind, este instabild.
Intr-adevir, in prezenta forfei perturbante prima aproximatie a ecua-
tiei (1.19) se transformé in ecuatia Mathieu :
dz6
dr?

4 (8 + e cos 1) =0, (2.8)

13 — ¢, 406
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unde
il C3 m gl wml
i . B L | (R ol A P 2.9
m2[4J’2 J'J’ J' ? ( )

Observafie. Dacd 3 << 0 pentru = suficient de mici (tocmai cazul
pe care-l studiem deoarece, in expresia pentru ¢ (2.9), p. e un parametru
mic), pentru ecuatfia (2.8) are loc intotdeauna instabilitatea (1).

), =
Y
= =

=
= — 4+ 2 g2

Problema stabilitdtii solufiei ecuatiei Mathieu (2.8) a fost aminuntit
studiatd [6, 7]. S-a ardtat ci pentru toate punctele (3, ¢) din domeniul
hagurat (cu exceptia frontierelor ardtate in fig. 3), solutiile ecuatiei Mathieu
pentru valorile mici ale lui ¢ sint stabile ; pentru punctele in afara acestui

domeniu solutiile sint instabile. '
Pe baza acestei constatiri, noi putem totdeauna si alegem conditiile

initiale (adicd pe €, sau, mai exact, pe ¢, care intri in C,), astfel incit
3 s8 fie pozitiv gi astfel ca pentru ¢ corespunzitor, punctul si se giseasci

in domeniul de instabilitate N.
De aici conchidem cé condifia (2.6) sau (2.6") e indeplinitd, deoarece :

dar cu toate acestea golutia este instabili.

Solutia 6 = 0, 0 = 0 a ecuatiei diferentiale (1.19) este instabila,
deoarece e cunoscut cé in domeniile de ingtabilitate valoarea modulului
unei radicini a ecuatiei caracteristice este mai mare decit unu gi atunci
este valabild urmitoarea teoremi a Ini Liapunov despre instabilitatea in
raport cu prima aproximatie :

Daecid printre riadicinile ecuatiei caracteristice corespunzitoare ecua-
tiei variatiilor (in cazul nostru : (2.8)) pentru migearea periodicd studiati
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(in cazul nostru: 0 =0 gi H = 0), avem cel putin o ridicind in modul
mai mare decit unu, atunci aceastd migcare este instabild, oricare ar fi
termenii de ordin superior in ecuatiile migedrii perturbate (1.19).

OB YVCTOMYMBOCTU OBUHEHUA TAKEJIOTO
CUMMETPUYECHOI'O I'MPOCHOIIA C HKOJEBAIOIENCA
TOYKON MMOJBECA, BOKPYI BEPTUKAJN

PE3IOME

Hensio aroit paGoTH ABIAeTcA HCCIe0BaHHe Bompoca ob yeroiiun-
BOCTU OJIHOT'O YaCcTHOrO pemeHnA An(depennuanbHOTO ypaBHEHUs Bpamie-
HEA BONMBU BepTHRAIH OCH CUMMETPHYECKOTO TSIMKEJTOTO THPOCKONA IO
BANAHNEM DepHOANYCCKNX BO3Mymaomux cmi. PaccmarpuBaercsa IBH-
JHETNE CHMMeTPHYecKoT0 TAMeJI0TO THPOCKONA ¢ KoJebmmomeiics TOYK O
nojiseca. llepmogmaeckue BosMyIaoIe CHIE DOABIAKTCA B 9TOM CJydae
HMEHHO Ba cueT KojefaHU ToYRE moJBeca OCH THpPOCKOLA.

B paGore morazamo, aTo ¢ mosABIeHMeM He(OABITON IEPUOINYECKOif
BOBMY IIAKOIIEN CHILL ABMIKEHHA TAJKEIOTO CUMMETPUIECKOTO THPOCKOIA
BOmmsn Bepruxann (pemenme 6 =0, 6 = 0), xoropoe pmo sroro Tpum
HEHOTOPHX yCIOBMAX OBLIO yCTofYHMBO, CTAHOBUTCA HEYCTONYMBLIM, XOTI
Tpeuue yeaI0BUA YCTORUNBOCTH BEIIIOJIHA TCA.

SUR LA STABILITE DU MOUVEMENT DU GYROSCOPE
SYMETRIQUE LOURD A POINT D’APPUI
OSCILLANT AUTOUR DE LA VERTICALE

RESUME

On étudie le probléme de la stabilité d’une solution des équations
différentielles du mouvement de rotation autour de la verticale de ’axe
d'un gyroscope lourd syméirique, sous I'influence des forces perturbantes
périodiques. On étudie le mouvement d’un gyroscope lourd appuyé sur
un point qui oscille. Les forces perturbantes périodiques apparaissent dans
ce cas & cause des ogcillations du point d’appui de I’axe du gyroscope.

Dans le travail, on montre qu’a ’apparition d’une petite force per-
turbante periodique dans le mouvement du gyroscope lourd symétrique
autour de la verticale, la solution 6 = 0, 6 = 0, qui jusque-ld, dans cer-
taines conditions, était stable, devient instable, quoique les conditions
de stabilité ci-dessus soient remplies.
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