O PROPRIETATE A POLINOAMELOR LUI
S. N. BERNSTEIN®

DE
0. ARAMA si D. RIPIANU
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Lucrare prezentatd la Golocviul de analizd numericd din 8—13 decembrie 1960, Clug

Se stie [1—3] cd daca o functie f(x) este neconcavi de ordindl 1 in
intervaldl [0, 1], adicd daci orice diferen{d divizatd de ordinul doi a ei
este negativd in intervalul [0, 1], atunci sirul polinoamelor de interpolare
ale 11i S. N. Bernstein corespunzdtoare acestei functii si intervalului [0,1]
este necrescitot, oricare ar fi, ¥ € [0,1]. De asemenca S© stie [1, 2] cd o
proprietate asemdndtoare are loc si pentru sirul derivatelor de ordinul intii
ale polinoamelor lui S. N. Bernstein, in ipoteza cd fanctia f(x) este neconcava
de ordinul 1 si de ordinul 2.

in legiturd cu aceste rezultate, prof. Tiberiu Popovicid a ridicat pro-
blema studierii proprietitilor de monotonie de ordin superior a sirului poli-
noamelor Iti S. N, Bernstein, adicd problema studierii semnului diferentelor
de diferite ordine, considerate pe termenii dnui astfel de sir.

Ocupindu-ne de aceasta problemd, am redsit si demonstrim urmé-
toarea

TrorEMA. Dacd functia f(x) este analiticd in intervalul [0, 1] si are
in acest interval toate devivatele de ordin =2 nenegative, atunct are loc inegali-
latea

Aan.(x;f) == B-|r+2(x;f) = 2Bn+1(x;f) + Bll(x;f) ;01

valabild pentru orice % e [0, 1] si pentru ovice numar natural n.
Aici B,(x;f) reprezintd polinomul de interpoare al Iui S. N. Bernstein
de gradul #, referitor la functia f(x) si la intervalul [0, 1], adica

Bie ) = 2_]0 C, #(1—%)"" f(T)

*) Aceastd lucrare se publicd si in limba francezd in revista ,,Mathematica‘’, vol.
3 (26), 1961.




8 O. ARAMA si D, RIPIANU 2

e

Daca se inseamnd cd AB,(x; f) = Buy1(%; f) — Bu(x; f) diferentele de
ordinul 1 ldate pe sirul polinoamelor lui S. N, Bernstein Bu(x;f), n =
=1,2,..., care, dupd'cym s-a amintit anterior, sint (in ipotezele teore-
mei) nepozitive in intervalul [0, 1], teorema afirmi ci

A1B,(x; f) =ABv, f) =< ... "_E_Aan(x;f) =....=<0; x¢[0, 17,

Evid nt cd intrucit lim Bu(x; f) = f(%), rezultd ci lim AyB,(x; f) =0.
H=po0 H=—pcD
Teorema enuntatd aduce insj precizarea ci sirul 8Bu(x; f),m =1,2,...

tinde monoton citre zero cind n =00, pentrd orice x dinintervalul [0,11:

Demonstratie. In ipotezele teoremei, functia f(x) admite in vecinitatea
originii o reprezentare de forma :

S S IO L0 k2 A o

k|
1®0)

k!

cu tofi coeficientii (k =2,3, ...) nenegativi.

Se ctnoaste insd drmitoarea proprietate ;

<« -
Daci o serie Y, a,2" cu raza de convergentd R (0 < R < o) are tofi
#n=0 -
coeficientii sii reali $i nenegativi, punctul 2= R este un punct singular pen-

@
trd funcfia S(z) = Y 4,27, _
=0 :
De aici rezultd ci in ipotezele teoremei in cauzd, raza de convergenti
a seriei (1) este mai mare ca 1. Pe de alts parte, A,B,(x; @) este un ope-
rator definit pe spatiul C [0, 1], Iuind valori in acelasi spatid. Se observi
cu dgurin{d ca acest operator este liniar, adicd aditiv, omogen si continuu
referitor la norma lle]| = max [o(x)]. :
: %€ [0,1] » ] !
Tinind seami de aceste observatii, rezulti pentru functia f(x) care
indeplineste conditiile teoremei, egalitatea

© (k)
E L0 'Aan(x; :‘;k): (2)

Fep Kkl

AE.BH(J;;./.) o

®o ug &g
f |( e fiind uniform convergenti in intervalyl [0, 1].

. o0
seria Z
k=0 k

Pentriu a demonstra teorema in cauzi, va fi suficient Sa ardtam ca
fiecare termen al serie (2) este negativ, oricare ar fi % ¢ [0,1]. Vom demon-
stra urmitoarea

TEOREMA (*).

Oricare ar fi numdrul natural k=2,
lilatea

are loc inega-

AyB,(%; #%) >0

valabild pentru orice x ¢ (0,1).

£ EIN
O PROPRIETATE A, POLINOAMELOR LUI S, N. BERNST

& rméitoarea i itate careapar-
Deimonslralia teoremei se bazeazd pe urmatoarea identitate pe

tine prof. T. Popoviciu:

» e " (n) T % nAi+1’ (3)
B7=+1(X;f) = Bu(-ﬁ':f)‘—ig_,] Ai J:f]x(l ) )
nde ‘
: ) AL B R f}, (4)
WA =— n(n + 1) ”“"[ w atl m
1oz | i, f| reprezintd diferenta divizata de ordinul doi a func-

n n-}-i’ n
tiei f(x) pe nodurile

x1=1;1= xzzﬂ;l: "73.—‘;‘ (5)
Se deduce din (3) identitatea
Aan(x;f) — Bn+2(x;f) Iz ZBni—l(x;f) + Bu(x;f) =
— Buo(#; f) — Buga(x: f) — [8 + (1 — #)][Bupa(%; f) — Balx, )] =
(6)

= #(l — ) - ); SO — )",

unde

S =AM — A (A -1 (=12, ..., %), -

i1
A = AP =0,

Cu ajutorul relafiei ;
: » y

1 =

(#3— %) (%3— %)

[%1, ¥z X3, Xk] = (21— #2) (21— ¥3) (g — %) (% — 1)

r

— E ’K‘f 5\5% X3,

. : X intregi nenega-

R0 e o s Find extinel T Boote grups leodﬁkni?tl;-ite:in") o

4 : s o =>92) s |

tive p, g, 7, care satisfac relatia p+g+7 = ( e

- H ) »

din (4) si (7) cd

8)

&t : 9)
(_N—) ,k — 4;;. G o i):
83 [5“] A1 E P (
unde ;
, d (i yprid ey
G?.(b’(?’) ::;( n ) [ﬂ+1] (”)
TR SRV TREATICRE | (O O )f’('iil)"' (":'H]r. (10)
T 72 (:) (n+1) [ n ) n+t2\n+1) \nt+2) \ndtl
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insumarea in relatia (9) ficindu-se pentru aceleasi valori ale indicilor P,
9,7, ca in relatia (8).
Pentru‘fa demonstra trorema, va fi deci suficient sd aratam cid in cazul
f(2) = #*, coeficientii 85"’[3:"] din (6) sint toti pozitivi. In acest scop, ne
vom servi de drmitoarea
LrmA. Are loc relatia
Crarlt) = 0O (11)
pentru orice % =C1, 8 0 = G o= (019 (e 7 =0, 1
=01 .. %1, egalitatea fiind vealizatd in singurul caz i = 0, =0
Demonstrajie. Pentru { = 0, relatia (11) se reduce la indentitate 0 — 0

pentru p > 0 si la inegalitatea evidenty — 1
; w(n-4-1)7"
tru p = 0.

Pentru =9, { — 1, relatia devine

> ST R i
(14-2) (n4-2)7 (n4-1)

1 1[4 2y
— (l=] — =] |>0 pentru

2r3q+2q [(3) (3J]/‘ b
: t4 ’ . e ;
D=0 i [%) (?)q - (;) > 0 pentru p=1, ambele inegalitati fiind evi-
dente in conditiile lemej,

Se va presupune deci in cele ce urmeaza, i=1 gi n = 3.

Se deddce atunci din (10) relatia

Hoarld) =043 (SE) (22 () G, ) =

i i1 i1
& s y i
— % [Fe} ef 2 (n—d)etted] —1, (12)
7
unde

n-11i—1 nt2 14 n+4+1 i n-1 n-+2
s n et s e

n i n1441 n g1 % n4-1

De aici rezultd pentry | < 4 = # — 1, inegalitatile

a<e<¢ 5l g<e,
Asadar
5

T2 FO —SE S a2 -1

n? 7

unde s=p g4 r=pf— 2Z=0. De aici rezults :

F(!) ’ i :’> 0: F(?)' Lo 2nd — b — 2 1 i(n42)
B

>0 pentra n =29
-1 ¥ (n+-1) L

5 =0

F(z) ’ = e [P - 602 4 140 4 16) - nP(n — 4)(2n® + Tn + 8) +
s=2  nl(n1)%

T 420 4 (9n 4 2)(1 — ¢)?] > 0. pentru # = 4. Pentrd n — =1

$in =3 1=1sani— 2, relatia F(i) |,_ > 0 este imediatd. Vom presu-

pune deci in cele ce drmeazs §=3. '
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(=}

a i 1) di ‘ €SCresca-
Vom demonstra in continuare ci functia F(i) din (14) este d

toare in raport cu variabila <. In acest scop, inlocuind 7 = — se deduce
din (14) ! 915 n-2\s n?

o= 2570 =225 == (2] 2 (£ -5
aga ci

o) = — o*fife) = (“E 114 (s — Dot - o)r-t — =

: e (%-_H)‘S(S — 1)o(l — 0-)5"2<O, dacad s>1;

fa(o) = :
§ fp1)s l 1 -4 T M(n—{—?,)(u—l)r
fals) = (11:1) [:—2) 4 Z(E)_ Giper [(«H—l)?(u—z)
(1) (n—2) |° 1(n-}-l)'3 (‘1172).

D2 =2)| oy 1 __—J o
fale) = ZELL)(Z_HJ fo8) =7 limsmo e i)

. ] in raport cu vari-
‘ 5 ici cd functia f,(s) este descrescatoare in raj
fiate e oa i ca. - = uj?l( )0 ) -2 4 pentru n=3. Se
abila s, intracit au loc inegalitafile 0 < n(n+2)(n—1)

considerd in contindare funcfia

1)t ()

f 2 (n—2
Sl Qo1 (1)
fs(n) = fa w3 (m—1)2(n42)?

n(n+2)(n—1)

Se obtine indata
2 L 20m 16
#® - 1207 + 37n® — 3n® — 90n* — 10193 — Sfﬂ' L 200 4+ 16 ~0
(n— 2)(n — 1303 -+ 1)(n + 2)°

fs(n) =

= e 2N 0
: aca . lim fi(n) =0, si deci ca fy(2) < 0.
pentru 7 =3, de unde rezultd ca f5(n) <"_mf5( )

oz Tt o8 e -0 pentru s=2
= : - = £ (9 0, de unde rezultd ci fs(s) <<

prin urmare f,(s) = f4(2) < 100 4 2706 — Ot — Thob — 5T —2n— 4 _ o
si deci ca fys) < fo(8) — — .

- . . (L) < 0 pentru s=3, n=3, in care caz,
tru s=3 ¢i n=3. Asadar f, [ﬂ_i] e i

o1 _
tabelul 1 da 11 = 64, Geel 7;1;A1 =,
n— :
Rezulti in definitiv inegalitatea
Tabelul 1 Py i b
7
(4 G < 0. Daca se
s | 0 o 1 F'()) =— = J1(0) N !
e a rezulta de aici
Lol | >0 + 0 — < 0O arita cad F(n—1) > 0, va 1ez 2
f?(ﬁ) = F(i)) = F(n—1) > 0. Tinind seamid de
1
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aceastd relafie, va rezulta succesiv, din (14) i i '
iar din (12) inegalitatea G,,,(1) > 0. J 4 Ancgalitaton. 2, ol
Pentru a demonstra inegalitatea F(n—1)> 0, considerim functia

fols) = F(n — 1) = "‘”[ A (il_)(—2 s, (ng2)s
n? ( ) 7 nf_l] . [m) J a0 1’ (15)
care se obtine luind in (14) ¢ = # — 1. Derivata ecestei functii este
f;s(s) = ﬁg[(w)s In ni2 — i —u 1 (?ﬂ)s(g § n(n—1)
n? n+41 | ( ) n n-—i) i (n—{-l)(n_z)J

ol : Gt o % . :
$ o singurd rdddcind reald s,(#), avind expresia

(n—1) 1g 221
sy =s;(n) =|In Lol b [ln:M 16
nt2 (n41)2 (u—2)J " e
n-41
Se obtine
fs(s1) =8 — 1, (17)

unde s-a notat

B:lu”n—*er Oln(n—1)—[6ln0+ (1—6)In(l—0)] (I8

si
0= |In ﬂJ [1 an—1)(n+2)]-1
[ n4-1 & (1z+1)2(1;—2)J (19)

Féicind in (16) substitufia # =1 se obti L
(16) substitufia n—u,se obtine slzzln,?—i—aﬂ—l-alqu...

de unde rezulti ci

lim's;, =
‘ H=»00 it . (20)
Vom arita in conti a radaci
ars ntinuar itiva i
uare ca rddicina s, este pozitivi. Aceasta revine

la inegalitatea f;(n) =1 nin—1) 1 nto

atea fy(n) =In ——— — , )
' " i Al i In ,H_I>O. Pentru a demonstra
aceasta inegalitate, se fine seami ca

Jo(m) = (n — 1)2f5(n) =

i 742 (n—1)(3n2 8n—4)
n-+1 n(n+41)(n—2) (%+2)’
f{;(%) e 208 4 1195 — 13nd | 1248 + 72n% — 32n — 16
nin + 1) (n — 2)2 (n + 2)8 =7
pentru #=3, de unde rezulti inegalititile
Jal) < lim fy(n) = 0, fofn) < O, fo(m) > lim fy(n) = 0,

=00

ultima din ele demonstrind pozitivitatea ridicinii Sy

& PROPRIETATE A POLINOAMELOR LUI S, N. BERNSTEIN 13

Putem acum construi tabelul 2 pentru variafia funcfiei f¢(s) in inter-
valul [0, o), din care rezultd cd minimul acestei funcfii in intervalul
[0, o] este atins pentrd valoarea s, 2 variabilei s, Pentru a arita ci func-

tia f4 (s) este pozitiva in intervalul [0, o),
va fi suficient si ardtim cd acest minim

Tabelul 2
este pozitiv. In acest scop vom demon-
r’_l ¢ & = stra ci numirdl B care intervine in ex-
14(5) - 0+ presia (17) a minimuldi in cauzi, este

pozitiv, de unde va rezulta pozitivitatea
acestui minim. Pentru aceasta, observam
mai intii cd dacid #= 3, atunci rezultad din
(19) ¢d 6 < 6 < 1. Mai mult, vom arata
are loc urmitoarea delimitare mai precisa :

2
fals) 'Ta N fels) Ao

ci in aceeasi ipotezi,

3 o gt : s
1 — 2 <0< 1. In acest scop considerim functia auxiliara
n ;

foln) = 1@[9 - (1 — 3” In

w(n—1)(n-+2)

n (n+1)* (n—2)
care, finind seami de (19), are expresia
9 (1-11)2 (n—2) (14 1){n—2)
Obtinem '
fin) = W IR =12y, e
’ ”(%71) (M‘-}*l)(ﬂ—z) (1@+2) (1) (%_2)’
fg("’f:) |0 257 — 300 - 88ub — T5nd — 23613 4 216u% — 16n — 48 5 i

ni(n — 1) (n + 1) (0 — 2)% (n + 2)*

Deci aici se deduce ci daci # = 3, atunci au loc succesiv relafiile :
fo(m) < lim fo(n) = 0,  fo(n) > lim fy(n) =0,
#=p 0 H=po0

Din ultima tesillts en 0 =1 ——2.
n

Tn continuare, vom considera in cxpresia (18) a functiei B pe # fix

. o e : . . 3
jar pe 0 ca o variabild independentd, care parcurge intervalul 1——, 1].
n

Notind B = B(8), se obtine din (18) ci B'(0) = ln[('nﬁl) }E_GJ Putem
deci construi tabelul 3

Tabelul 3 L <

' pentru variatia functiei

) e 3 1 1 1 B(6) in intervalul consi-
n T derat. Vom demonstra

B(6) + 0 = cid B(l — % > 0, de
3 1 n—2 unde in baza tabelu-

B0 B[l i }?) A B(I = ;] 2 lﬂ(l T ) 9% lyi 3, va rezulta po-
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zitivitatea functiei B(0) in intervalul 1 — 2= 1, et pozi-

. . - - b %
tivitatea numiralui B dat de formula (18), in care 6 are expresia (19)

In acest scop se obtine din (18)

flﬂ(ﬂ') = B(l_ i} =" lll Mﬁ _l_ i 11’1 W

n S(h— 1)

n(n — 3) 7 3(n — 1) g

astfel ca

fu(”)‘: ﬁ?—:i:f f:o(?z)_: M g B—4d
y . 3(n—1)(n4-2) 3(n— 1) :

fialn) = 4._20=ntt1tn—3
3(1:—3)(n_1)2(ﬂ+2)2.

De aici se vede ci daci n > 3 atunci f i
. ici e cé . > 3, 11(7) >0, Putem de i
4 privind variatia functiei J1g(n) in inte(r\)-'alul [3, o). R

Tabelyl 4
n 3 6 un, 7 Ny o0
) | —o — — - 0 4+ =] In3=0
i 3
f10(m) A 0 -—
Fo(2) s
10 1 5 A 0 7 Fio(ng) B 0

o Bl 20 : -
Intrucit £, (6) = In e <0, iar £,,(7) = 1n E(E}? e fyy AES00T
iy i N : . 14| 9 7 13176688
?jc,<deqci1uf§ ;a g,ﬁ}uﬂul 7y care figureazd in tabelul 4 verifici inegalitatile
i - Tinind seamd de acestea, se deduce din tabloul 4 ci pentru

an . : 3
n=7, are loc inegalitatea B[1 — —J >0, care impreuni cu relatia 0= i1 — 2

e P “ 7 £
:ztéialfl_lt%antgr_ml, denzonstreaza ca numarul B din (18) este pozitiy pent?;u
sl?eél F(iz alcl'l rezulta in baza relafiei (17) si a tabelului 2, cd functia f'ﬁ(s)
;ervatii % —t— ) din (15) sint pozitive pentru #n=>7, ceea ce conform unei ob-
i)entrﬁ ﬂ:‘]i;}e;r]o‘z;éi“‘?rata cd Gpaa(1) > 0. Astfel, lema este demonstrata
=T ificarea ei pe 7 i — ' :
L8 el pentrd valorile #=3,4,5,6, se face precum

)

il

e : : : ; o
‘-a}oar;a 1;1‘211111 ;51;1&5_13, }()1U6)d:1 ‘1}11;91(”) ny mterwn decit cituri de logaritmi,
_ A el n tmba dacd inlocdim logaritmii naturali cu logaritmi
zecimali. Ficind aceastd inlocuire $1 mirind, respectiv micsorind logaritmii
zecimali care intervin in expresiile luj $1(n), n =3,4,5, 6 ycu cite ogunitatcle

(1

O PROPRIETATE A POLINOAMELOR LUI S. N, BERNSTEIN 1:

de ordinul ultimei zecimale considerate, spre a majora valorile acestor
expresii, se obtine din (16) :

3
2 log - 15\-1 _log 2 } log 2
58] = | tog ——= |(log=3] <= B2 B g
1(3) & 5 [ 5 S) 07208
log —
1
log 3 0,47713
s1(4) < ;
6  0,15834
2 log —
5
S o\
' 4log 351-1 _logd o4 log7 —1
s.(5) = |log | — % lop || =k s L
1) < 7 [ gz?] 0,11269
log —
6
& 15’
5106?: 1 60]-1 _log5 4 log 6 — 1
5.(6) = | 1o i log 2o|7 =289 « OB v — 6,
16) & 8 e 0,08794
log —
L .
si din (15) inegalitatile
5 (16 . 3 79
F(n—1 >f—(~ —)—1:—,
( )»fs olar 2 486
3 (125 5 3 (625 , 3 363
Fln—1 1 N SR >--( —)ﬁ1zﬁ;
( )'i§> 8 (72 + ] ( )"'—j 8 432 2 3456
7 (729 6 7 (6561 3 9677
Fn—1) >—( +1]_1= 8. Pln— 1) >f{” +f]—1: ;
n=5 " 25250 6250 n=5"" 25(2500 2 62500
2744 : 2 (38416 , 3 1608
E(n—1) A ( L +1]ﬁ1:16‘:}; F(n—1) --ﬁ( b—l—f] =
1= 9 { 675 6075 =6~ 9 (10125 2 91125

§=9

37824 164398
E(p—1) _>3 53782 3]_1: 28
n=6" 9 151875 ' 2 1366875
8=
Fln—1) 2 (7529536 “EL) _q_ 1300322
n=6" 9 2078125 ° 2 20503125
§ =

Tinind seami de aceste inegalitati precum si de faptdl ca fy(s) = 0
pentru s = 6 > s,, dacid f;(s) >0 (ceea ce se constati din tabelul 2), rezulta
cd inegalitatea I'(n—1) > 0 se mentine si pentru #=3, 4, 5, 6, ceea ce comi-
plecteazd demonstratia lemei. |
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Demonstratia teoremei (*). Din relatia (9) si din lema stabilita, rezulta
inegalittile "x1 =0 (=0, 1, ..., n — 1).

Pentru a demonstra teorema (*), va trebui si aritim ci inegalitatile
de mai sus sint stricte gi in plus ci 8)"[+"] > 0.

In acest scop vom presuptne intli 0<<7;=<% — 1. Daci % — 2, atdnci

R 4 : T

in relafia (9), p=g=r=0, deci Gygp(i) = — — —1—2 >0, astfel ci 3%[x2]>0,

1 N . P - 9 n+

-jar dacd & > 2, atunci conform lemei, daci (>0, are loc relatia Gpq,(7) > 0,

iar dacd ¢ = 0, are loc relatia Gy,,(1) > 0. !
Aggdar,‘t_erlmenii sumei din (9) sint nenegativi gi printre ei se afli si

t(fl;l‘[lsnl pozitivi, astfel ca pentrdu i=0, 1, ..., n—1, are loc inegaljtate’a

%"[%"] > 0. Pentru 1 = n, se deduce din (7) relatia

W] = a0 ] — AP, 21

Ori, dupd cum s-a aritat in [1]

P =a e =] (e ) e

n—44+ 1" \nil n—i41 n 7

in care caz expresia (21) devine

) = o 22 (5 -

n n
= ;‘ [xls Xy, Xg; xk]> Os ' (23)
n(n+1)(n+4-2)
cum se deduce din (8) luind ;\51:1‘__1, Xy = L*‘f g L
' " n-t n+2

Astfel, teorema (*) este demonstrats.

; Observatii. 1°. Relatia (20) ne arati ci nu se poate indica un numéar
intreg S independent de #, astfclincit si aibi loc inegalitatea s; < S, pentiu
orice n, cu alte cuvinte, astfel incit in tabelul 2 functia f4(s) sd creasci cu
S, cind s = S. Din ipoteza existentei unui astfel de numir si din ipoteza
cd el s-ar putea Iua destdl.de mare incit f4(S) = 0 pentru orice 7, s-ar deduce
ca fo(s) > 0 pentru s = S si pentru.orice #. In acest caz relatia F(7) > 0,
unde functia F(i) este datd de formula (14), ar rdmine de verificat pentrn
s=01, ..., S—1sin=1,2 ...

_2°% Relatia (11) nu mai are loc in general pentru ¢ = %, intracit pentiu
£ 1 7 destul de mari, se deduce din (10) inegalitatea

W(JE_IJP [GH~1)’ Gﬁ,q,r(”) I ( ne )? (u‘z—[-‘?n-li" ==

n— n n+2 \n2—1 n24-2n

2 o k ; NS !

Pentru akarata cd S,(f’[:l;] >0, nu se mai poate deci utiliza expresia

(9) a lui Sﬁ,"?[x 1; spre a demonstra pozitivitatea acestui numir s-a utilizat
expresia lui datd de formula (7).
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30, Ar parea natural ca in vederea demonstrdrii teoremei (*) sd se
atilizeze direct relagia (3). Din aceasta s-ar deduce, in locul relatiei (6),

drmatoarea relatie
A B (5 ) = LM A1(1—2) — A[fT) 2 (1—n)" T R R 1A (1),
i=1

de unde ar rezulta

R0 = oD = + L Q0 - 2) = AP =

(1—7)

n—i

si deci
R’ (%) =l2 Py(x) (1%”]"”'" (24)

Pilx) = (v — i + 1) P[] — AL — s L1 —(a—i+- D28V [7]). (25)
De aici ar rezulta
sgn P;(0) = sgn ([T — Al UL,

si Pi(1) = (n —1) A[f] < 0 pentru f(x) = a*, cum se decuce din formulele
(4) si (8). Daci deci ar avea loc inegalitatea A — A" < 0 pentru
i=1,2, ..., n atunci s-ar deduce de aici cd pentru 0 << x=1, ar avea
Joc inegalitatea P;(x)<<0, deci R'(#)<C0, de unde ar rezulta ci R(x) = R(1).
Dar R(1) = 2050 [2" — aP[x"] = 80'[+"]. In baza inegalitdtii (23) ar rezulta
deci cd R(x) > 0, ceea ce ar demonstra teorema. .
Tnsi inegalitatea A" [#"] — Al""[4"] < 0, nu are intotdeauna loc. Intr-

adevir, se deddce din formula (22) cd

Rl e s [”'—_1)1L = [ i )Ll +
le("") = C-libfl o e 12 \n+1 nw—i+2 \nt2
Iy R i (1 —ll]k_ n—1i-41 (i]k (26)
PP | n 3 n

Daci in aceastdi relatie se ia de exemplu ¢ = n—1, se obtine

e e = R N

2 {E'Jk— (q;~2]k= (55 . by o @)

n—1 n n n* nd

de unde rezultd ci pentru m = N = N(k), are loc inegalitatea Jfaa(n) > 0,
deci in aceste conditii, inegalitatea in cauzid nu are loc.

9 — Studii si cercetdri de matematicd nr, 1/1961.
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De asemertea, daci se ia 4 ) A
obtine de exemplu fn formula (27) R = f—1, se UNE PROPRIETE DES POLYNOMES DE S. N. BERNSTEIN
fra(k) = frg(k — 1) =2 (1 . 3)’*‘LL( _ J_)k_ (1 B RESUME
k h—2 k—1 h—1
ae ﬁH] i3 i]k_ [ 8 Pt Dans cette note on établit la propriété suivante :
3 k S| ’ Si la fonction f(x) est analytique dans Uintervalle [0, 1] et si elle a dans
ARs o5 i 5 49 : cet intervalle toutes les dérivées d’ovdre = 2 non-négatives, alors ['inégalité
sa ci . —1::-} Sra(k) = —= 0, de unde rezultd c4 pentru % suficient de mare sugvante

au loc relatii = =) '
e relatiile f,(k) _fm(ﬂ)]&:}e_1 = f1a(0)|;__1_s_, >0, din care rezulti
. s piv ha TS .
:dragi pozitivitatea expresiei 3;"3'[4*] — J\,‘,’ﬂg[xh] in conditiile mentionate
; o & s ( :
o i}, cazu?Ie_ In care expresia 7:,-”)[»"‘] — AU este pozitivi, se poate
: pe x suficient de mic astfel Incit expresia P;(x) din (25) sd aibi o
v2a4oa1(1e l_)oz’1t1va. In aceste conditii termenul corespunzitor din expresia
1(‘ar) a uver (%) este de asemenea pozitiv. Prin urmare, din simpla conside-
! t% a expresiei (24) a Iui R'(x), nu se poate deduce direct ci aceastd deri-
tra a aie 1ntotc.1ea*una o valoare negativi, Pentrd acest mwotiv, in demons-
afia teoremei (*) s-a utilizat forma (6) a expresiei A,B,(x; f)

OB OTHOM CBOVCTBE IIOJIMHOMORB G HL BEPHLLITEPIHA

KPATKOE COIEP)KAHHUE

B sroii samerke ycranaemmpaercs cllefyiomee CBOHCTBO:
Ecau gyuryus f(x) asasercs anaiuruseckol wa unrepsaae [0, 1] u na

STOM uHTEpBaNe 6ce ee NPOU3BOAHDBLE nopadka = 2 sasaatorcs HeoTpuya-
TEAbHbLML, TO uMeeT MEcTO HepaseHcTso: TS

A, By(x; f) = Buys(%; f) — 2B, (%) + Balwifi =0,
geproe npu awobon x ¢ [0, 1] u dan wwobozo HATYPAALHORO 4UcAq 1.

c HSJIBEECSH LE,, (Jf; ) HPEACTABAsAET  COGOH HHTEPNOMSIHOHHBEIH  [OJHHOM
e TelHa 7-0H CTemeHH ;
0,11 OTHOCHTEJILHO (ynxuuu [(X) u untepBasa
E . —_—
CBOI:'ICT(;J(I)H oGosHauaem A, B,,(x; f)_B,,+1(x;f)—B,,{x;f) TO BBIIEYKA3AHHOE
i BLIpAXKAET To, uTO psam A,B,(x; f), n=1,2,... CTPEMHTCH MOHOTOHHO
Y/IbIO, KOIZia n CTPEMHTCS K GeCKOHeUHOCTH, myist JI0Goro x ma HHTepBaJe

Aan(x; f) = B1=+2(x;f) —2 B”-!—l(x;f) + B”(!\f,f) =0

est valable pour tout x e [0, 1] et pour tout nombre naturel n.

Ici B,(x;f) représente le polynome d’interpolation de S. N. Bernstein
de degré n, relatif 4 la fonction f(x) et a l'intervalle [0,1].

Si 'on note par A,B,(x;f) = Bny.(%;f) — Bu(#;f), la propriété ci-
dessus exprime le fait que la suite A;B,(x;f), n=1, 2, ..., tend de maniére
monotone vers zéro, lorsque # tend vers I'infini, pour tout x de l'intervalle
[0,1]. De la sorte ont été complétés certains résultats obtenus dans les

travaux [1, 2, 4].
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