UN PROCEDEU DE ORDINUL OPT DE EXACTITATE, DE
INTEGRARE NUMERICA A ECUATIILOR DIFERENTIALE
DE ORDINUL INTII

Comunicare prezentald la Colocviul de analizd numericd din 8§— 13 decembrie 1960, Cluj

84 considerim ecuafia diferentiald de ordinul intii
il -
# = o(x,7) (1)
si fie z(w) integrala ei care satisface la conditia inifiald
2(%y) = Zp- (2)

Prestupunem ci sint indeplinite conditiile care asiguri existenta si
unicitatea integralei z(x) pe intervalul [x,, x], unde ¥ = %, + A

1. Deoarece in cele ce urmeazd intervine des nofiunea de ordin de
exactitate al unui procedeu de integrare numericd a ecuafiilor diferenfiale
de ordinul intii, vom indica definitia acestei notiuni (a se vedea de exemplu
3]). :

8% notim cu z(¥) integrala ecuafiei diferentiale (1), calculatd cu aju-
torul unui procedeu numeric, dat, pe nodul x. Si dezvoltim pe z(x), - inte-
erala exactd a ectatiei difereniale (1) §i pe z(«) in serii Taylor, cu centrul
in punctul x, :

By 2y, i o
o) = (o) + 25 (s0) + S () ot S ) e ()
7 h® WP
2(x) = (%) +1l—:ﬂ'1+ ;—l“gfl' ---+£'b"!a-p + . (4)

Existid un ultim termen in care coeficientii lui % incd mai coincid,
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Exponentul puterii lui %, in acel termen, se numeste ordinul de exacti-
tate al procedeului numeric. Astfel, dacj ordinul de exactitate al proce-
deului numeric este p, atunci avem

@y = 2'(%), ay = 2" (%), ..., ap = 2P (x,), (H)

Apyqy 7= 2PN (x0),

insa

2. Pentrd integrarea numerici a ecuatiei diferentiale (1), cu condifia
initfiald (2), este bine cunoscrit procedeul lui Runge-Kutta (mai precis al
lui Kutta) (a se vedea de exemplu [1]), de ordinul al patrulea de exacti-
tate. Aplicarea acestui procedeud necesitd patru substitutii in ecuatia dife-
rentiali. De asemenea, sint cunoscute procedeele Ini Kutta [10] si
Nystrom [14], de ordinul al cincilea de exactitate. Aplicarea  acestor
procedee necesita sase substitutii in ecuatia diferenfiald. Huta [6],
[7] a stabilit dousi procedee de ordinul al saselea de exactitate, a caror
aplicare necesitd opt substitutii in ecuatia diferentiali.

Problema gisirii unei metode care se permitd construirea de procedee
de tip Runge-Kutta, de orice ordin de exactitate, a fost rezolvati de prof.
D.V.Ionescu [8], [9], fird insi ca procedeele menfionate mai sus si se
poata obfine prin aceasti metodi. Metoda aritaty de prof. D. V. Tonescu
permite construirea de procedee de tip Runge-Kutta, pentru integrarea
numericd a ecuatiilor diferentiale ‘de ordinul Intii, a sistemelor de astfel
de ecuatii si a ecuafiilor diferentiale de ordinul #.

Aplicarea procedeelor care se obtin prin metoda ardtati de prof. D. V.
-Lonescu necesitd insi mult mai multe substitutii in ecuatfia diferentialj,
decit procedeele mentionate mai sus. Astlel, pentru a se obtine un procedeu
de ordinul al patrulea de exactitate, prin aceasti metods, trebuie si se
calculeze functia o(x, z) pentru sapte perechi de valori (x,z), pe cind apli-
carea procedeului lui Kutta , de acelasi ordin de exactitate, necesita calcu-
larea functiei ¢(x, z) numai pentru patru perechi de valori (x, z). De aceea,
prof. D. V. Ionescu mentioneazi ci pentru obtinerea de procedee de ordi-
nele al cincilea, al saselea s. a. m. d., de exactitate, prezintd interes cerce-
tarea unor procedee de tip Runge-Kutta, a ciror aplicare sd necesite calcu-
larea functiei o (%, z) pentrd un numir mai mic de perechi de valori (x, 2),
decit cele date in lucrarea [8], reluindu-se in acest scop metodele din cartea
lui Runge si Konig [15], sau alte metode.

3. In 1958, Fehlberg [5] a aritat ci printr-o transformare a
ecuatiei diferenfiale (1) se poate stabili un procedeu de ordinul al saselea
de exactitate, a cirui aplicare necesiti numaj trei substitutii in ecuatia
diferentiald transformati. Prin transformarea datd de Fehlbeérg, inte-
grarea numericd a ecuatiei diferentiale (1), cu conditia initiald (2), se reduce
la integrarea numericd a unei alte ecuatii diferenfiale, tot de ordinul intfi,
cu aceeagi condifie initiali.

0 comunicarea prezentatd la Sesiunea stiinfificd jubiliari a Univer-
sitatii ,,Al. I. Cuza’ din Tasi, din 28—30 oct. 1960 [4], am dat o extindere
transformarii lui Fehlberg, precum §i o altd transformare, diferiti de cea
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a lui Iehlberg, care ne-au permisl s stabilillnvun proced_qi d_g Pl‘dlnul '.al
gaptelea de exactitate, a crui aplicare necesitd trei substitufii éﬂ ecuaifti_at
diferentiald transformatd, un pl‘gcedeu de 91‘511nu1 aligap_‘cglea t.elueé(ac 1:
tate, a cdrui aplicare necesitid doud subs.;titutn in ecuatia dvlfer_en,la d trans-
formatd, precum si un proceded de ordinul al optele due e_zxachtate,t% cérui
aplicare necesitd trei substitutii in ecuafia dulferentlal_a transforma 4,

In lucrarea de fatd, ne propunem si _damvo extindere transfomlar(x;,
determinata in Iucrarea [4], care ne permite si stabilim dn proceded be
ordinul al optulea de exactitate, a carui apvhcare qece.SItaA numai d:ouell sub-
stitutii In ecuatia diferentiald transformata. Vom indica, in 1nchizle1ea uera-
rii, citeva concluzii in legdturd cu procedecle stabilite pe aceastd cale.

4. Sd trecem la stabilirea procedeului pe care-l avem in vedere, .
In locul functiei z(x), integrald a ecuatiei diferentiale (1), care satis-
face la conditia inifiala (2), si Introducem printr-o transformare, o noua
functie y(x) , astfel incit sa satisfaci la urmétoarele conditii :
a) y(x) sa fie integrali a ecuatiei diferentiale
¥y =f(% ) (6)
gi care satisface la aceeasi condifie inifiald
Y(%) = =% ; (7)
b) pe nodul x,, integrala y (x), si functia f (x,y) care va fi determinati
imediat, sd indeplineascd conditiile

¥ =0.55= 0,57 = 0,57 =0, (8)
awvle ' \axave

Din, conditiile (8) rezultd cid sint satisficute gi conditiile
af\ _y, azf) = (ﬂ) —0, (10)
9% /o a%* Jo 4% o

Intr-adevir, conditiile (10) rezultd imediat din egalititile

y(’]” i (%)o_f— ’ (aizgﬂ)oyé T ((%i)ny; 4 (%]oj};], =
%" = (a_jﬁg)o—l— i (ajzgj‘)ﬂyé i ((?j;};‘»r"’“)oy;
Hanlt oGl (et (Glor =




= v o=

32 A, COTIU °* 4

e g v s : -

Sd consideram acum urméitoarea relatie intre integralele z si y, care,
aga cum se va vedea, ne conduce la transformarea ce trebuie s-o facem
asupra ecuatfiei diferentiale (1) :

S Mintbnel S dlur L 1 o (e L
2=0(x,y) =y + 2 (« —:"D)+52.0 (% — xu)“*FaZo (2 — %)% +

A (k) A (= ) (9= 30) + By — m (y—30), (1)

unde A si B sint, deocamdati, dou# constante oarecare,

Se verificd ugor ci conditiile (7) si (8) satisfac relatia (11).
. ©d determindm acum constantele 4 si B astfel ca si conditiile (9) si
fie satisficute, '

Pentru accasta, s derivim relatia (11) in raport cu # si s tinem seami
de ecuatiile (1) si (6); avem ’ R

0 (%,2) =1 + A(x — x) + Bx — %] f(x, 9) + 4 + 4% — 2,) +

1 - >
A — )t L) Ay — g+
+2 B(x — x)(y — ). (12)

Si derivdm apoi relatia (12), partial, in raport cu y ; avem

99 92 _ s o o :
97 9y =il Al = %) + Bla — ] oy +4 +2B(x—=x). (13)
Din relatia (11) avem egalitatea

} az

| 214 A~ ) Bl (

pe care dacd o fnlocuim in egalitatea (13), se obtine

f ap _of g ® ; :
(0 a;v)[]' FA(x — %) + B(¥— 1] = 4 +2B(x — x).  (15)
:" Ficind in egalitatea (15), ¥ = #,, avem
i k(o=
i 8zJo  \av)o
¥ de dnde rezultd ci pentru a avea
-
dV/o
trebuie ca
A
A= ‘_‘D) 16
i | (r’)z 0 ( ,)

==
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Pentru determinarea lui B, si derivdm egalitatea (15), partial, in
raport ctl x; avem

( P _ ﬁ) [1 4 A(x — %) + B(x — %)2] +
axaz  axay

+ (92 a ﬂ) [A +2B(x — %)] =2 B. (17)
9z @y
Daci facem x = x, si tinem seama de egalitatea (16), se obtine
2 2
o= |Gkt G i
2 [\oxazfo \07)o

Din relatia (12), in care constantele 4 si B se inlocuiesc cu valorile
lor date de relatiile (16), respectiv (18), avem

por={1+ {2 4L (e oo

e % 2 (% — %) — ;—Izg"(x —
A2 2
T oM R B
9 Jo 0x3z)o  \9z)o

In concluzie, integrarea ecuafiei diferentiale (1), cu condifia inifiald
(2), se reduce, prin transformarea (11), unde constantele 4 si B se inlocu-
iesc prin valorile lor date de egalititfile (16), respectiv (18), la integrarea
ecuatiei diferenfiale (6), cu conditia initiald (7), unde functia f (x, y) care
figureaza in membrul al doiled al ecuatiei (6) este datd de egalitatea (19).

Integrala y(») si functia f(x,y), satisfac la conditiile (8), (9) si (10).

Dacd ecuatia diferentiald (6) a fost integratid numeric gi s-a obfinut
integrala ei aproximativi, _f;(x), atunci formula (11) da integrala aproxi-
mativi z(x) a ecuatiei diferentiale (1), inlocuind pe y(x) cu y(x), adicd

=~ ~ 1

a(x) =(®) + z(x — %) + = 5 (8 — %P + 5 A (x — #) +

5 A — w0+ (%) (= ) B — 3+

a2
| + (B ¢ - mr W =20 (20)

5. Metoda pe care o vom folosi in aceastd lucrare pentru stabilrea
procedeului de integrare numerici a ecuatiei diferenfiale (6), cu condifia
inifiald (7), este cea datd in cartea Iui Runge si Kénig [15] sau in
cartea-lui Berezin si Jidkov [1].

3 — Studii si cercetiiri de matematicd nr. 1/1961.
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Integrala y(x) a ecuatiei diferentiale transformaty (6), dezvoltatd dupa
formula lui Taylor, in vecinitatea noduluj %,, este

v Gl 3 ¥(8) /(9)
yx) =y + L b+ 2 4 l0 Izﬁ-{—ik“ == (21)
11 21 8! 91

Coeficientii y{, din dezvoltarea (21), pot fi exprimati cu ajutorul deri-
vatelor parfiale ale functiei f(x, y), in raport cu x si y pe nodul %, Daci

se {ine seama cu aceastd ocazie de conditiile (8), (9) si (10), care simplificd
foarte mult formulele, se giseste

"V;J = (', _jl‘;' = 0, :}"C’i” — U, y(‘;V == 0,

Y = (6_1) . YO = (9_‘1)0 (22)

8x%)o b

J'},ﬂ = (ﬂ] ; j\((]e) —_ (ﬂ] -+ 21 (ﬁ[_] (3_4[) y
axY)g 4x" g dx2ay s \axi )y

8. 54 scriem acum drmétorul procedeu de caledl numeric al integralei
ecuafiel diferentiale transformatd (6), a carui aplicare si necesite calctlarea
valorilor functiei f(x, ¥) numai pe doud noduri ale intervalului [%,, #], unde
Y = + /A

0

ky = f(% + ay h, Yo) B, (23)
o —

Sz + oy b, Yo + B1) A,

Y(%) =9y + ¢4 by + ¢, by, - (24)

S-a notat cu y(x) integrala aproximativi a ecdatiei diferentiale, trans-
formatd, pe nodul » = x, + _

Constantele ay, a,, ¢;, ¢, 5i B le vom determina dezvoltind dupid
formula 1di Taylor, in vecinitatea nodului %y, membrii al doilea ai egali-
tdtilor (23) si (24). Vom compara apoi coeficientii acestor dezvoltdri cu
coeficientii dezvoltdrii (21), tinindd seama de relatiile (22).

Dacd tinem de conditiile (8), (9) si (10), se giseste

1 4 5 6L
A’] = — l'[il él ],;5 + i cf_f aif ]z‘ﬁ + l CA? 6 .]l '7,57 +
4! o 5l 4 s

oxt bl Qs Gl ox8
| o7f
e [ 25
7! ; (a,\'7]0 ( )
1 5 6
o 8 (‘”) 7 ERE (ﬂ) w1 os (8 )
41 axt)y Hl 85/, 6! oxb

1 osls el 0N B 1 o’/
— o oy i — ) [—— +— af L A 26
=] '745 1 %5 P (G.VQJU (a.‘.i‘) 6_'\-')0_1 7l o, (a,ﬁ')oJ { F‘ ( )
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7. Compararea coeficientilor din relatiile (21) §i (24), tinind seamd de
egalitdfile (22), (25) si (26), ne conduce la drmétorul sistein de cinci ecuafii
¢l cinci necunoscute :

1f 1 1
i s — ¢, ai+ by =i
63‘,4 0 ‘EI J!

5 1 1
CAPY LAPRIEE BT
8x® Jo 5! 61

1 1
Ll W iclaf+—!fz°{g:"}’ (27)

ox8 o 6! 6! 7l

7 ’ i % 1 1
e Pl T I
%' Jo : i :

%

4 21
a f ]AS 2 l 62 a_'ll 0"'3 [3 T
0x23yJo\o¥ o . 48 8l

Efectuind simplificirile, din sistemul (27) se obfine sistemul

=

1
cla;‘—l-czm‘;:?,
5 g -
51“1“1“'32052“‘6’

1 by
¢, 08 + ¢, ag:?, (28)

Pentru ca primele patru ecuatii sa fie compatibile in raport cu ¢, i ¢,,
trebuie s avem

1 5 5 |
4 4 ‘
o oy — o o
1 5 1 2 &
gl 1
G o= B g8 —
we o 5 0, o i 0.
1 i
6 e 7wl —
% Uy 7 * 28
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Calculul acestor determi

R 5 nanfi conduce i a i i
diferiti de zero si diferiti int . i ey BN

re ei, la Wrmitoarele ecuatii

1
G 1
= O 0 — — [0ty F o) - — =
¢ = (g + o) > ;
1 1 (49
—_— —_— 1 —_—
s ks ?(“1 + ) Jr'; =0.
Din ecuatiile (29) obtinem
3 15
b Gy =, &y i
1 el e Sl (30)
si de aici avem mai departe
1 3

’

4 7
== 31
SE: N P G
Op=—+—\/=
4 4 Y7
- chqca rezolvdm apoi primele doud ecuatii din sistemul
U €y §1 ¢y, unde o, $i o, sint inlocuiti cu valorile lor din (

784 =

Cai== £ 3
1 253125 (102 i \/?)

o, — 784 S iy
2= aran |02 — 40 ik

Din ultima ecuatie a sistemuluj (28) se obtine @

: T
~ 1264 8
b= ( 269 + 1253 \/?) (33)

Am stabilit deci urm
de integrare numerici a ec

g-—_s_
1 4 S

(28), in raport
31), se giseste

(32)

atorul proceded de ordinul opt :
iei di ; de exactit
datiei diferentiale transformatii Feiks
) Izuf(x,jq,

cu condifia inifiald y(x 0) = Yy = 2,

Y(*) =35 +0, 415 &, 40, 217 &, (34)
cu notatiile

ki =f(%, + 0, 586 A, Yol e,

k2 :f(x() + OJ 9]4 kr yﬂ + 1;169 k]) k- (35)

Aplicarea acestui

Ap proceded necesiti 5 itutii § 2 di
redtial e b i d doud substitutii in ecnafia dife-
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Numerele care figureazi in relatiile (34) si (35) sint valori aproxima-
tive, cu doud zecimale exacte, a treia fiind luatd prin lipsd sad prin exces,
ale constantelor e, o, ¢, ¢, 51 B.

8. Integrarea numericid a ecuafiei diferentiale
Y=o g) =3tz (36)

ctt conditia inifiald z(0) = 0, se reduce prin transformarea (11), la inte-
grarea numerica a ecuatiei diferentiale
1t 124%

B =iey ==

S (37)

cit condifia initiala y(0) = 0.
In cazul de fatd avem

‘.o " v Yo n,
z, =0, 2‘04],20—],20 =]

jar transformarea ce trebuie ficutd asupra ecuafiei diferentiale inifiale
este
1

v Dl a sy bk gt A g b w1 L
2=0(x,y)=y - 5 ¥ —i—ﬁx Izd.x + +2:Ly. (38)

Daci ecuatia diferentiald (37) se integreazd numeric si se obfine inte-
grala ei aproximativa y(x), atunci formula (38) da integrala aproximativa
;(x) a ecuatiei diferentiale (36), inlocdind pe y(#) cd y(x).

Concluzis

Procedeul dat in Iucrarea de fatid, precim si procedeele date in [4],
se recomandi in aplicatii pentrd urmaitoarele motive :

1. Prin stabilirea acestor procedee, a cdror aplicare necesitd un numdr
minim de substitufii in ecuatia diferentiald, se aduce o contribufie la rezol-
varea unei probleme de mare important{i in analiza numericd, problema
cireia 1i este consacrat azi un volum foarte mare de cercetiri §i anume :
determinarea procedeelor care — pentrd probleme date — conddc la un
numir cit mai mic de operatii [12].

Pini in prezent, in literatura matematica, in afara procedeelor care
se pot construi prin metoda aritatd de prof. D. V. Ionescd, lisind la o parte
procedeele de ordin de exactitate mai mic, erad cunoscute procedee de
ordinul al patrulea de exactitate, a cdror aplicare necesitd patru substi-
tutii in ecuatia diferenfiald, procedee de ordinul al cincilea de exactitate a
ciror aplicare necesiti gase substitutii in ecuatia diferentiald, precum si
procedee de ordinul al saselea de exactitate a cdror aplicare necesitd opt
substitutii in ecdatia diferentiald. Nu de mult a fost dat un procedeu de
ordinul al saselea de exactitate, a cirui aplicare necesitd numai trei substi-
tutii in ecuatia diferentiala transformata.

Fatd de procedeele mentionate, procedeul stabilit de noi in ldcrarea
de fata are avantajul ci este de ordinul al optélea de exactitate, iar apli-
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carea Iui necesitd doar dous substitutii in ecuatia diferentiald transformats.
Se pare cd, pind in prezent, in literatura matematicd nu este dat un astfel
de procede.

2. Stabilirea de procedee de integrare numerici a ecuatiilor diferenti-

ale, a cdror aplicare necesiti un numar cit mai mic de substitutii in ecua-
fia diferentiald, prezinti mare interes si din punct de vedere al delimi-
tarilor restului acestor procedee, In analiza numericd, o problemi tot asa
de importanti ca cea semnalati mai sus, este aceea a evaluirii erorilor de
caledl, a delimitirii restului in procedeele de integrare numerici [127.

Pentru delimitarea restudlui procedeelor de integrare ndmerici a ecua-
fiilor diferentiale, o metodi destul de simpld s-a dovedit a fi metoda luj
Bieberbach [2]. Insi, din cauza felului cum este conceputi aceasts
metodd, delimitirile obtinute prin aplicarea ei sint destul de grosolane
tocmai datoritd faptului ci procedeele cunosciite pind in prezent necesiti
un numar mare de substitutii in ecuatia diferentiali.

In analiza numericd, prezints interes deocamdatd delimitirile res-
tului. Determinarea restului este o problema mult mai dificils, dat fiind
faptul o4 in special in procedeele de tip Runge-Kutta, restul are o structurs
complicatd. Asa se explici faptul ci structura restuldi (si nd delimitirile
restului) a fost pufin studiatd pini in prezent. Spre deosebire de formulele
de cuadraturi si de derivare numericd, in care restul este o functionals
liniard de f, restul in procedeele de tip Runge-Kutta, de integrare nume-
ricd a ecuatiilor diferentiale, nu mai este o functionald linjard. In acest
caz f este o functie de dous sau mai multe variabile. Se pare ci problema
stracturii restului in cazul cind acesta nu maj e o functionald liniard de
/, este in legidturi cu generalizarea notiunii de convexitate in raport cd un
sistem interpolator de functii [13].

In aceasti wltimi directie, mentionim in tara noastri rezultatele obti-
nute de E1. Moldovan. O serie de reztiltate foarte importante se afl
confinute in lucrarea [11]. La sfirgitul lucririi se afli o vasts bibliografie
in legeturd cu aceastd directie de cercetiri,

[IPUEM BOCBMOT'O TIOPSIIKA TOYHOCTHU YUCJEHHOTO
HHTETPUPOBAHUS NHUOOEPEHIIMANIBHBIX YPABHEHUE
IIEPBOT'O TOPYIOKA

KPATKOE COIEP)XAHHUE

ITpeoGpasosanuem (11), rze koucranter A u B [aoTcsa paBeHCTBAMH
(16), coorsercrenno (18), aBTop cBomuT HHTerpHpoBaHue auddepennnans-
HOTO ypaBHeHus (1), mpu Hauvansuowm yenoBun (2), K HHTETrPHPOBAHMIO
MU hepennuanbuoro ypaBHen:is (6), mpu wayansHom yenosun (7). ®ywHk-
uus f(x, y), burypupyomas s npaBoit yacru ypaerenus (6), paercs paBeH-
creom (19).
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Pemenne y(x) u dynxuus [(x, y) YLOBICTBOPSIOT YCJAOBHAM (8), (9)
4 (1%)C..HH qHC/EHHO HMHTErpHpyeTcs JAH(pQeperiuanbioe ypapHeHHe (6) n

i /) IO ma (20) maer
noJyyaercss ero NPHOMHKEeHHbIH HuTerpan y(x), TO hopmy (20)

z g 0 ypasuedus (1).
npubaMKEHHbIH HHTErpan z(x) ):m(pQ)epelmna.npﬁ?;?lbgopm ypaBHe(m{g ©)
Pﬂnﬂ YHCJEHHOT0 HHTerpUPOBAHHS }J.H(l)udJepellLll S
TpyAe YCTAHOBJEH [PHEM, BbIPAKEHHH thopmyJ10i
B
. Bemer K
HHHMﬁaS{Hbzﬁ npueM PeKOMEeHJyeTcs: Jis anMermHnﬂ,PeIa]C( ;(Oa;fm iem’m
i i eT HHTepec gL
CTBHH W IIpeJicTaBJIs
e JAeTCs  BOCEMOTO
cN)I;IpHaI{HHeHHﬂ ocTaTKa, HMMEHHO TOTOMY UTO, XOTH ]?;x ;;yx o SR
[OPSKA TOYHOCTH, €ro IMPHMEHeHHe TpeGyeT TOMb .

o6pasoBaHHOM An(depenuranbHOM YPaBHEHHH.

ORDRE D'EXACTITUDE,

i ) ATION
J ‘JON NUMERIQUE, DES EQU!
VR TIELLES DU PREMIER ORDRE

RESUME

i ¢ tantes A4 et B sont données par
; rmation (11), olt les constantes A et & : s
'PaIEtIéE; ﬁ?}])lsf‘zsg]ectivengent (18), I'anteur refiu,l_t 1 1'nt- ef'r;;ilgg 1(’12(;“2(%011
fes e%?fférent-jel,le (1), & la condition initiale (2), afl ;1li§g1af1( e
Jtcil-(?érentielle (6), & la condition initiale (7). La ’onct,wlr.xé fil,ité’(lg),
:1 deuxiéme membre de I’équation (6), est donn_e? pirauxgz e
. I’intégrale y(x) et la fonction f(#, v) satisfon
@ eg'(lT’O)ﬁ procéde 4 lintégration de I'équation différentielle (6) et I'on
e i Y 20) ‘donne
obtient son intégrale approximative, (%), alors la .formu]le (20)
‘intégrale approximative ?(x) de I’équation dxffel'g_ihi!lel-]e( ()G) e
- e]Egmr l’irlljtégration numérique de I'équation d]ﬂ@} c?ln ie e
dans Igutravail le procédé exprimé par la formule (34), ax

indiqué 2 rail pour
(35)-1; ateur recommande le procédé indiqué dans Ie pr(’eam;: Egl\éi-a%ji@ns
les appgltications parce qu'il conduit a un nombre tres rédu

et présente de I'intérét du point de vue d

cation ne réclame néanmoins que
{ érentielle transformée.

e la délimitation du reste, précﬁ-
i itié g titude, son appli-

i i uitieme ordre d’exactitude, so i
R i e dudltleux substitutions dans 1’équation dif
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