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ASUPRA METODEI APROXIMATIILOR SUCCESIVE
PENTRU ECUATII OPERATORIALE

DE

ROMUIUS CRISTESCU

Comunicare prezentald la Colocviul de analizé nwmevicd din 8 — 13 decembyrie 1960, Cluj

Metoda aproximatiilor succesive in spatii liniare complet reticulate
sat, mai general, in spafii linjare cd normd vectoriald (By-spatii), a fost
studiatid de I,. V. Kantorovici (a se vedea [1—3]). Convergentfa siru-
lui de aproximatii pentri o ecuafie datd era stabilitd prin folosirea unei
ecuatii majorante.

n aceastd noti extindem nofiunea de ecuafie majoranta pentru
cazul ecuatiilor operatoriale in grupuri ordonate in care orice sir majorat
de elemente are o margine superioari, dar care nu sint presupuse gru-
puri reticulate (si deci nu sint Bg-spatii) ). Extindem apoi teoremele lui
Kantorovici asupra existenfei gi dnicitatii solufiei, folosind aproximatiile
succesive (2 se vedea [3], cap. XII, 2.22 si 2.31).

Terminologia si notatiile dtilizate in aceastd notd sint cele din [5].

£

Fie @ un grup ordonat, adici un grup abelian in care este definita
o relatie de ordine (parfiald) salisficind conditia:

¥y implicA a-t+xs<Laty
oricare ar fi @ ¢ @. Vom presupune in plus cd ¥ are proprietatea :

=] .
(N) Pentru orice sir majorat {«,} de elemente ale lui @ existd \/ .
1

n=

Cd aceastd proprietate are loc si proprietatea duald : pentru orice gir

oo
minorat {x,} de elemente ale lui @ existd A\ %,.

n=1
Fie acum P un operator definit pe intervalul [—a, a] C 2 si cu valori
in & si sa considerdm ecuatia
x = P(x) (1)

1) $i nici (G K)-grupuri, in infelesul dat in [4].
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o Fie de asemenea () un operator definit pe intervalul [0, a] si cu valori
In 25, astfel incit urmitoarele condifii sa fie indeplinite :

i) &+ P(0)< Q(0),
i) dacd? 4 x Lyiar + 4 <k, und i ksint ele iti i
Ea T ;j,yatunci <. F, unde y si k sint elemente pozitive din

+{P(x + ) — P(x)} <Qy + k) — Q).
In acest caz vom spune ci ecdatia
¥y =0(y) (2)
este o ecuafic majorantd pentrd ecuatia (1).

‘ D?.cé. valorile operatorului @ aparfin de asemenea intervalului [0, a]
si dacd @ este monoton si (0)-continuu, atunci punind y, =0 si

Inr1=0Q(¥s) (=0,1,2,...)

se ver_ifigé,' usor cd sirul {y,} este monoton crescitor si majorat. In baza
proprietafii (V) existd elementul

¥*(0) =\ yu = (0)-lim y,,
n=1

care este evident o solufie a ecuatiai (2).
In acelagi mod, punind ¥, = a si

T =03) (=012, ),

existd elementul
y*(a) = (0)-lim y;,
si acest element este de asemenea o solutie a ecuatiei (2).
Are loc inegalitatea
*(0) < y*(a).

Vom nota E=[0,a] si F=[—a, a]. In teoremele care urmeazi vom
presupune cd P este un operator definit pe E iar Q este un operator definit
pe F si cd valori in F.

, TEOREMA DE EXISTENTA. Dacd ecuatia (1) este majoratd de ecuatia
(2), sar Q este un operator monoton si (o)-continuu, atunci ecuatia (1) admite
0 solutie x* asa ca ’

—a< — ) <P <) < e ®)

Aceastd solutie se poate obfine prin metoda aproximatiilor succesive in-
cepind cu elementul nul.

) Ix‘1egal_itvé1,:ilel 4+ ¥ <y semai Pot scrie — y < <. Existenta unui element y aga ca
1= 4%, _1mp]u1ca existenta elementului ¥ \/ (—x). in grupurile s-inchise (P. Lorenzen) acest
element joacd rol de modul al elementului .
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Demonstratic. Punind xy =0 si
Wy = L %) =0,1,2,...).
se verificd prin inducfie ca
:I: (:"m i -\:n) “<_’\’m *' _',‘"", (4)
oricare ar fi # si m > n. Deoarece sirul {y,} este (o)-convergent, rezultd

cd sirul {x,) este de asememea (0)-convergent?®) citre dn element x*. Inega-
lititile (3) rezultd tot din (4) ficind # = 0 si trecind la limitd in raport
cu M.
Flementul
x* = (0)-lim x,

este o solufie a ecuatiei (1), fapt care rezultd din inegalitifile
+ {P(5*) — P(xa)3 < Q(y¥) — O(a)-

TEOREMA DE UNICITATE. Dacd sini indeplinite condifiile teoyemer pre-
cedente si dacd pentru ecuatia majovantd (2) avem y*(0) = y*(a), atunct
ccuatia-(2) are o singuyd solutie in intervalul F. Aceastd solujie poale fi gdsitd
prin metoda aproximatiilor succesive incepind cu orice element x; € I.

Demonstratie. Fie x € F si sd punem

:\r,'LH:P(x;) n="=0,1; 2.
Folosind si notatiile de mai inainte, putem scrie

(2, = 1)y,

o
oricare ar fi #, dupd cum se poate verifica prin inductie. Cam y, — vy, >0,
o - # e e - . . . . -
rezultd cd , — v, >0, deci ) - ¥*. Daca x, ar fi fost o solufie a ccuafiei
(1), atunci am fi avut &) = «, oricare ar fi # > 1 deci ¥* = 1.

Observatie. Se poate de asemenea considera cazul particular al ecuatii-
lor de forma

x=S(x) + p, (5)
unde S este un operator aditiv si (0)-continuu. Ecuatia majorantd poate
fi de forma

y=T(y+4q, (6)

unde T este un operator aditiv, pozitiv §i (0)-continuu asa ca + S < T,
iar ¢ este un elethent pozitiv asa ca + p < ¢.

3) Datoritd proprietitii (N), In &) are loc completitudinea fatd de (o)-convergenta siru
rilor. ‘
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Dacd ecuatia (6) are o solufie pozitivi 3’ atunci rolul elementului
a de mai inainte este jucat de ¥’ iar operatorii P, Q vor fi dafi de for-

mulele
P(s) = S(x) 1 b,
Qx) =T(y) + q.

Teorema de existentd se poate deci aplica. Solufia ecuatiei (5) este
unicd in intervalul [— y¥ y*], elementul y* fiind solufia ecuatiei (6) care
se obfine prin metoda aproximatiilor succesive incepind de la elemen-
tul nul.

K METOLY TIOCJIEJOBATEJIbHBIX INMPUBJIMKEHUM  J1J151
ONEPATOPHBIX YPABHEHMSIX

KPATKOE COOEP}KAHUE

B nacrosinieit samerke METOJ| NOCHENOBATE/bHELX npubamxenuit JI, B,
KantopoBuua [1—3] pacmpocrpansietes K ciyyaro NOJIYYIIOPSII0YE HHBIX
TPYnI, B KOTOPBIX JnoGasi CBEepXy orpaHHYenHas NOCJ/IEL0BATENBHOCTE  3JIe-
MEHTOB WMEET BEPXHIOIO .IPaHb, HO KOTOPHE He NPEANoNaraoTces CTPyK-

TYpaMu (H, CJIEHOBaTeJbHO, He SBJISIOTCS HH Bg -npoctpancrsamu [3] um
Gi -rpynnamn [4]).

SUR LA METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES POUR
DES EQUATIONS AUX OPERATEURS

RESUME

Dans la présente note, I'auteur étend la méthode des approximations
successives de I.V.Kantorovitch [1—3] au cas des groupes
ordonnés, ot toute suite majorée d’éléments, a une horne supérieure, mais
qui ne sont pas supposés étre des groupes réticulés (et, par conséquent,
ne sont ni des Bg-espaces [3] ni des Gr-groupes [4])
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