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Solutiile elementare ale ecuatfiilor cu derivate parfiale, sint solufii
admitind singularititi pe conoidul caracteristic.

Importanta teoretici a acestor solufii este cd ele sint la baza meto-
delor de rezolvare a problemelor la limitd, care pornesc de la relajia de
reciprocitate, cum sint metodele ldi Riemann, Hadamard, metoda funcfiei
lui Green etc.

Importanta practicd a acestor solutii este ci ele condue la formule de
reprezentare integrald a solutiilor ecuatiilor cu derivate partiale si chiar
a altor mirimi legate de acestea. De exemplu reprezentarea cimpurilor
scalare prin potentiali, care este fundamentald in teoria potentialului i

in alte extensiuni ale ei :
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foloseste solufia elementard — a ecuatiei Ag = 0.
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Dacd existi o reprezentare integrald pentru solutii, se pot studia
proprietitile pentru aceste clase de functii si functiile pot fi apoi evalu-
ate numeric.

Fcuatiile de ordin superior, isi gisesc aplicatii din ce in ce mai largi
in problemele fizieii matematice si ale tehnicii. Determinarea solufiilor
elementare pentru aceste ecdatii, conduce la procedee de aproximari succe-
sive si di posibilitatea dunui calcul efectiv al termenilor succesivi. De ase-
menea se poate studia convergenta giruldi, cu mijloace care rezultd din
procedeul de constructie fnsusgi.

fntr-o lucrare anterioari [1], am determinat pentru ecuatia :
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solutii singulare pe o varietate caracteristicid regulati, de un indice oare-
care / [2]. Particularitatea pe care o are ecuatia considerats, anume de a

entii ectiafiei au fost considerati functii analitice in variabilele #1, 22, ..., 4»,
~ Am determinat pentru ecuatia (1) solutii cu singularitate algebrici
$i algebricd-logaritmici de formele :

o =GP 2)

u = UG’ +V log G, (3)
ci U si V functii olomorfe intr-o vecindtate a lui G =0 g pe aceasti
varietate, cu U =£0 si V20 pe G=0.

G = 0 este una din pinzele suprafefelor caracteristice ale ecuatiei (1)
provenind din ecuatia :
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iar p o constanti dati.
Pentru U si V am determinat serii de puteri ale lui G :

U=sUy+ UG+ UGB+ ... + UG 1 . .. (4)
V:VD+VIG+V262+...+V,,G"+..., (5)

unde coeficientii succesivi U, $i Vi, erau solutiile unor anumite ecuafii
diferentiale, determinate. Convergenta seriilor (4) si (5) a fost demonstra-
td utilizind un procedeu de majorare,

In aceasti lucrare vom determina solutiile elementare pentru ecuatiile
de ordinul IV cu coeficienti constanti de forma :

= 2 2
a ‘6—; a' 6 —| u=0, (6)
axkyx ax'a s

2

unde operatorul a¥ - este neparabolic,

axtgal
In acest caz teorema Iui " Boggio spune ci solufia ecuafiei (6) este
A 2
o sumd de doud functii, una solufie a ecuatiei g _a<p_£: 0 si cealalts
dakgx

2
a ecnatiei g _Gi =0
ox*oal
Forma caracteristicd, considerati ca o formd algebrics. omogenid de
gradul IV, este descompusi intr-un produs de doi factori pitratici :

A=P.Q=a¥p p ap,p,
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P = g4 p‘i pj:
L RT
Q=a"p, p,

coeficientii a¥ si a* fiind distinci si simetrici in raport cu indicii 4, j si
k, 1. . : v
Suprafefele caracteristice ale ecuatiei (6) vor fi compuse din douid
pinze : una provenind din ecuatia

. P — gi:l' gg a_G_. —; 0
axt g«
i cealaltd din ecuafia
0 9S85 _
axt gat

O discontinuitate produsd in punctdl M la momentul initia%, se va
propaga dupd G + S, sau propagarea va pttea si aibi loc dupa o sin-
gurd pinza determinats, . il

Conoidul caracteristic al ecuatiei (6), pentrd ci ectlatia are coeficienti
constanti, va fi un con de ordinul patru, compus din doud pinze pitra-
tice, o pinza I" datd de ecuatia P = 0 si o pinzd I' datd de ecuatia Q=0,
ecuatiilor lor fiind

(xi = ai)(”j—aj) =0 & (4P — ak_)(xl_ al) —0
atd ’ akl

dacd virful condlui e in punctul M(gt, a?,: . .. aF). ) . .

Vom construi solutia elementari singulard pe pinza T, corespunza-
toare factorului P = 0. In acest caz solufia elementard a ecuafiei (6) va
fi chiar solutia elementari a ecuatiei :
&%

oxi g

=0 (7)

a'i

2
este nula. Intr-adevir, existenfa unei

si influenta factorului a*
A

solufii singulare pe I' pentru ecuatia (6) antreneazd existenta unei solu-
fii elementare pentru ecunatia :

— 2y :
P AL i T 8)
oxkgat
e Rl N O .
Pentru aceasta este suficient si luim » — ¥/ o Functia v e
X gx
singulard pe I' = 0 sau se reduce la o functie regulatd flsl, ..., 29,

Dar dacd ea e singulari pe I' =0, se contrazice teorema luj Le Roux
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51‘De1‘z.assus, care cere ca toate suprafefele singulare pentru o solufie a unei
ecuatii cu derivate partiale sj fie suprafefe caracteristice, ceea ce nu e
1;)0511)1{ pentru I'= 0, conul caracteristic al ecuatiei (7) i nu al ecuatiei (8).

aca msa v este regulatd pe I'= 0, rezultd ci u este o solutie singulard

2
ety R s
a ecuatiei a% ;37-3? =/ si In consecinti se comptine dintr-un termen,
regulat pe I' = 0, solutie a ecuatiei cu membrul doi si dintr-un termen
o . . . . 2
singular pe T, solutie a ecuatiei omogene a' ﬂ:o. Deci nu putem
oxiguxd

obtine solutii singulare pe I'=0 pentru ecuatia (6), care sd nu fie in ace-
lagi timp solutii pentru ecuatia (7).

) i_ntl—o 11.1CI‘i11’(:‘ anterioard [1] am construit solutia elementari pentru
ccuatia generald de ordinul IV : '

- 0 . 9% | 301 2
e mw—*ﬂ+MLfaf_ o8 T s OB
axtox dxtgald Axt gxd gt axignd oA i
d j_ 0
unde operatorul ga¥ m este neparabolic §i cu coeficienti analitici

si am obtinut :

O ecdatie liniard cu derivate partiale de ordinul IV a cirei foomi
caracteristicd este un produs de doi factori patratici P si @, admite o
solutie elementﬂaré singulard pe pinza exterioari a conoiddlui, :
3 O}n cazul cind avem un ndmdr impar de variabile independente n =
= 2K + 1, solufia are singularitate algebrici si este de forma :

U
U= ——r
i (9)
2
ft}ncjma U fiind olomorfa in interiorul conoidului si pe conoid, exceptind
virful conoidului. :

In cazul unui numir par de variabile n = 2K, solutia e de forma :

U
U :I‘K—*‘—F—V]Og G (10)

et U=U, T 5i V=V, I, functiile U imin
S = Vu I, functiile U_,, U_ [ raminin ede-
terminate, 5 s ol L
. _Atit in primul caz, cit si in cel de al doilea caz, functiile U si I sint
obtinute ca serii dg_pqten ale Tui T, coeficientii Uy si V), sticcesivi fiind
solutiile unor ecuatii diferentiale determinate [1].
Pentru cazul particular considerant, cind coeficientii a* si a¥ sint

constanti, iar 67 =7 —g' — ¢ — ¢, obtinem :

o, ==

pentru ambele cazuri si U, = U, = — =0 fn pri i
atry ar & S = Uge=onn = U= ;0 = primul caz si
Veo=Vi=...=Vy=... =0 51 Uy =0 (h5£0), exceptind U_,, U_p.y, U_j1g

r
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care rimin nedeterminati, pentru cel de al doilea caz. Dacad luim U_, =
= U_pp1=U_p,2=0, atunci obtinem : ,

O ecuatfie liniard cu derivate parfiale cu coeficienti constanti de forma
(1) admite o solutie elementard singulard pe pinza exterioard I' a conului
caracteristic.

In cazul cind avem un numir impar de variabile independente » =

= 2K + 1, solutia este de forma :

PO (1)
FR-—E

in cazul cind avem un numdir par de variabile n = 2K, solufia e de
forma : -
1
u=—r (2)
Aplicatie. Cazul micilor miscdri ale unui corp. elastic tzotvop. In cazul
micilor miscari ale unui corp elastic izotrop, componentele vectoruldi lui
Galerkin satisfac ecuatia (3)

(p,A—— Pﬁ) [(7\—{—21J.)A -Paﬂ]‘I) =0,
oL o

2 si p fiind constantele lui Lamé gi P densitatea.

Daca notam :

G
—71){’

oG oG oG
at

¥ g
= p,, — =3, = ps,
ox oy 0z

forma caracteristicd este :

A =[p(2+ 23+ #7) — e p710(N + 2u) (P + 25 + 1)) — e 27,

unde
P= ()42 (p7+ 25+ 2) —ef?
Q = p(p2 + P2+ p2) —p %

Coeficientii fiind, constanti, conoidul caracteristic este un con de ordi-
nul patrd, compus din doud pinze pitratice. Ecuatfia conului ed virful in
M(a, b, c, d) este:

{ (x—aP+(y—bPf+(—cf ( —d)2J [ (F—alf + (y—0F + (z—0c)® (¢ Ad)z] ~
P p A+ P

Solutia elementari pe care o vom determina va admite o singulari-
tate pe pinza exterioard :
fe ~ o L= Fi5—cP | @ —HP

A+ 2p e

M=

4 — Studii si cercetiri de matematici nr, 1/1961.
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Cum ecuafia are patru variabile independente, avem # = 4 gi K — 2

De unde solutia elementari va fi: o — —
I\K*l

1 .
= —, deci :
R

1
G-t Wt =P —ap

A 2u e

" =

QJIEMEHTAPHbBIE PEIHFHI/ISI JJIg OTHOTO
e LIE ‘O KJIACCA
JIMHOEVIHBIX NPABHEHI/IM C YHACTHBIMH HPOI/BB{OJIHI)IMI/I
. HETBEPTOI'O ITOPSJIKA

KPATKOE COJIEP)KAHUE

B macrosmewm tpyme crposites SMEMeHTapHBIe pCIIeHHs YPABHEHHSI C
[OCTOSTHUBIMH KO3()(PUIHEHTAMHE:

= 2
E(u) = a¥ e [a«ff' ‘azﬂ == 1]
axtax! dxigad

HMEs XapaKkTepHCTHUECKYIO (hopMy
s
A=a¥ p, p al p, P
COCTOAILYIO U3 ABYX KBaAPATHHIX MHOMKHTEJEH,
A=P: c P = g4 M
Q Psp_.,' H Qka jjkj),"
]—IOJ[y‘{HeTCH JHHEHHOe ypHBé'IeHHe C YacCTHBIMH MPOU3BOAHLIMH BHIA

E(u) =0, rue onmepatop a¥f —%

gt oxd
KAeT 3JeMEHTaPHOE peIIeHHe; eTHHC i :
_ de, eIHHCTBeHHOE Ha BHEIUHeil mox -
TEPHCTHYECKOTO KOHyca. o ¥ i

SABJISAETCS 1—1enap360.ﬂ1'mec1«;HM, HAonyc-

- B tom cayuae, korna mmeer meuernoe uncao nesaBHCHMBIX nepemMenibIX
n=2K -1 pemenne nmeer puu: :

U = A
(a8 — m')(;vj —a) K"_zl
ail J

"= _ L
‘(.1:1 ~a)(a! — oy =1
a'i J
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SOLUTIONS ELEMENTAIRES POUR UNE CLASSE D’EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES LINEAIRES DU QUATRIEME
ORDRE

RIGSUMT

Dans ce travail, on construit les solutions élémentaires de 1'équation
aux coefficients constants

2 2 g1
E(u) = oM A G’j—a,ﬁf =0,
gakgal gxtaad

ayant la forme caractéristique
SR : ij .
A=a pkﬁia f),‘pj'
formée du produit de deux facteurs quadratiques
— T — A A == 7=kl Bl
A=P.Q avec P=a'p, p, et Q = a® p, P

On obtient la propositions suivant : Une équation linéaire aux déri-
2

vées partielles de la forme E(u) =0, on l'opérateur a¥ 8_ est non-
oxtdxd
parabolique, admet une solution élémentaire, singuliére sur la mnappe
extérieure du cone caractéristique.
Lorsqu’on a un nombre impair ‘'de variables indépendantes n = 2K +
-1, la solution est de la forme :

- 1
= [(_—L_)]‘(“)
ail

Au cas d’'un nombre paire de variables indépendantes n = 2K, la
solution est de la forme :

"= [EMJ"(K“”_

aty
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