ASUPRA POLINOAMELOR DE ABATERE MINIMA,
Al CAROR COEFICIENTI VERIFICA O RELATIE
LINEARA DATA"

DE

I. MARUSCIAC
(Cluj)

Comunicare prezentatd la Colocviul de analizd nuwmericd din 8—13 decembrie 1960, Clu;.

1. Fie K o mulfime compacti de puncte din planul complex z si

n

Pyz) =Y a2 (1)

k=0
un polinom de grad cel mult %, ai carui coeficientii a; verifici relatia

"

L(P) = Y oas=1, kg];m;ﬁo, @)

unde o sint niste numere complexe date. Astfel de polinoame, pentru
prescurtare, le vom numi polinoame de tipul (1).

Se stie, dintr-o teoremid generali a lui S. G. Schnirelmann
[8] aplicatd la cazul acesta de E. I. Remez [7], cd existi un astfel
de sistem de puncte {¢,} format din N puncte ale mulfimii K, unde
n+1<LNC2n+ 1, incit polinomul de tipul (1) care se abate cel mai putin
de la zero pe mulfimea compactd K va fi de asemenea polinom de abatere
minima pe sistemul {¢}. Deci problema determinirii polinomului mini-
mizant pe o mulfime infinitd K se reduce la problema determinirii poline-
mului minimizant pe o submultime finitd a sa. De aceea, in cele ce ur-
meazi ne vom ocupa numai de cazul unei multimi finite de puncte din plan.

2. Fie deci E={¢,,¢s, . .., ¢y} 0 multime finitd formatd din N (N=n+1)
puncte din planul complex z.

Vom studia aici determinarea polinomului de tipul (1) care se abate
cel mai pufin de la zero pe multimea E, folosind aceeasi metodd ca in alte
doud lucridri ([9][10], in care am studiat polinoamele de cea mai buni apro-
ximatie a unei functii continue.

*) Aceastd lucrare se publicd i in revista ,,Mathematica', vol. 3 (26), fasc. 1 (1961).
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Considerim media de ordinul 2p (p intreg pozitiv)

1

= 5P ), ®

unde P(z) este un polinom de tipul (1) care verifici conditia (2).

Vom ciuta minimul mediei Jp cind coeficientii Ay, Ay, .., @y Variaza
independent verificind relatia (2).

In acest scop, si ardtim ci existd un singuy polinom de tipul (1),
Py(z), care vealizeazd minimul lui J,, atunci cind P este fix.

= w Zp a A : A . . . e .
In adeviir, J in care s-a inlocuit a, in functie de ceilalti coeficienti

. o 5 ; Sl i mlseaer il v ey
(din relatia (2)), este un polinom in a, sl a(a,=a, +1ia})),k=0,1,...,r—1,
r+1,...,n luind numai valori pozitive. Minimul deci existd si este

v

atins pentru un sistem de numere a, a,, care verifici sistemul de ecuatii

8y 8t
s e Wil g e S
aa.k aak

Pentru a dovedi unicitatea solutiei, adici unicitatea polinomului
minimizant, vom arita ci nu existi un alt sistem de solutii, diferit de
primul.

Sd presupunem contrariul, si fie & +b, a8, k=0,1, ..., r—1,
r+1,...,n, un al doilea sistem de solutii. Sa punem w,=a, + 8, u, =
=a, + tb,, up= w,+ i, k=0,1,...,r—1,7+1,...,n, si sd formim

2 . ’” ‘. " ’ , ’”
J(u) = N]:(fuo, Uy oves Uy Uy 100 ey, 4))

: : e . w i ; 2t e
care se obtine din WL, s - ol s B i a,, a) inlocuind fiecare
ap Cu U,

Avem

L R b;+§;{53+...+ 57 ;_1+%b}‘_1+ Bl o g
“o

dt duy du._y %, _4 U1 q

N
+5i’3'— b ...+~;¢% by=p Y | Pley)| 2. 7"1 1P(c,)| 2.

oy q %y Y=

Din cele presupuse rezultdi ci expresia aceasta se anuleazi pentru
t=0si¢{=1 Insi J(u) fiind un polinom in ¢, 1 putem aplica teorema lui
Rolle si deci

:;i:;](u) =0, pentru t=171, 0<t< 1.

Avem pentru {= =

2 N a2

ET0=p(p=1) S IP@I™ (£ PE)) + 5 X120 ey = 0.

dt v=1 dt
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d?
dt2
atunci in expresia de mai sus toti termenii vor fi pozitivi si deci, aceasta
nu se va putea anula.

Pentru aceasta notidm

Aratind ci

[P(ey) |5, > 0, vom ajunge la o contradictie, deoarece

A=R(P) =, R(z" T z”—*] —ul J[Zv e zﬂ—r)+ e
oL

(. rj’”

@, @,

# n—r--1 | n—r| _ g I w1 c’:"‘—1 n—r
+u_ Rz — u, Iz —z -+

v o
; ot o8 B . — B g
5 ,”’;-1,] R(Z” r—1 _ _r4l ot r) =t ?"r’rJr!I(Z” r—1 ’T('w r] - nyEk

Ctr r
o . [x” ! z‘u—f
+u R (1 Jz”*") — I(i - — z"‘r) - R( )
1 mr n mr ot ’
B =P = M;L(z” L z”"] |- :f.'-(']'R(z“ - z”*’] + ... -+
: o, %y

o
o, o, 2

+ M;JI(1 - _"lzu—f) % w:R(l £ iz"—r) o I( L )

unde R(a) i I(e) inseamnd partea reald, respectiv partea imaginari a
numarului e.

Avem
[P(2)[? = A%+ B2,
Deci
HECE_ o [b;,R(zn it z""] o b.’{f{z» - ﬂz"") AR RS
dt oLy oy

il R[I = ﬂzﬂ-f) ] b[{](l ., z”—'” -

oy oy

+2B[ o 1[7 = &yw) + b;;_ze(;.n- = iﬂzw—rJ +

Gy Cly
+ e + b,’.f( l—ﬂzu—f] + b,’:ze[1 g ﬂ*zu—r”,
Un oy

2P ()| = b;’R gt 20—y b[’)’[(zn LE ﬂzu—r) =y 'J2 =0
ar? Ly oy

+ 2 [b; 1(4 Lolas

Oy

+IJ;R(Z”— ﬁfwr] o O ._r> 0.

Gy

Rezultd deci by =10y =...—= by = b, = 0 si unicitatea polinomului mi-
nimizant este demonstrata.
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Vom demonstra acum urmitoarea

TEOREMA 1. Fic E o multime finitd, compusd din N (N>n--1) puncle :
€, Gy ooey Cn. Alunct, nolind cu Py(z) polinomud de tipul (1) care realizeazd
mintnul i f, /)(’,n/m p fix, cvem

lim Py(z) = M,(z), j = lim j, = p, = max |M,(2)|,

p-roo p—Froo zell
unde M,(z) este polinomul de tipul (1) care se abaie cel mai putin de la zero
pe multimea E, iar j, — valoarea minimd a lui J,.

Titr-adevir, deoarece se verificd ugor ¢ jy, ;> 7, limita lui 7p pen-
tru p — oo exista. ;

Sd ardtdm acum cd polinoamele Py(z) formeazi o familie uniform
mdrginild in raport cu p intr-un cerce (C) care contine in interior multimea I,

Ori, deoarece P4(z) este un polinom de tipul (1) care realizeazi mini-
mul lui [, avem

N 1 N

= (T—Z !Pp(cm“)w- < ( =93 Iﬂ/fu(rv)|°”"]”]f’-.<;

]\T
1 N l

< (4 X max rﬂffﬂ(cv)f"]”’é{ 5 P] * = o
N y=1 N y=—1

Insd | Py(z)| isi atinge maximul sdu intr-un punct z € E ={¢,, ¢, ..., cx>.
Sa-1 notdm cu ¢ (nmie k, este una din valorile 1, 2,.. ., N), adici

max | Pylz)| = | Pp(c ,,."‘l,

Atunei
[Puley)] = [Pp(ﬂku) [N 2 S N

Pe de altd paiie, dn (3) rezclis

2 1 2p 2
— 1Po(e)] P =— X 1Py(e)| ¥ < 0
sau
L
[Ppler ) < p, - N** << p, N

Folosind formula de interpolare a lui Lklgmnoc p(‘ntih 0 grupare
oarecare de »n + 1 puncte din E, ne convingem ci {Py(z)} sint uniform
mirginite (in raport cu $ intr-un cere (C), care contme in interior multi-
mea E. Mulfimea {P,(z)} formeazd deci o familie normald in sens Montel

, Prin urmare, se poate extrage din {P,(z)} un subsir {Pp,,(2)} convergent

a{re un polinom P(z) tot de tipul (1)

P(z) = lim P, (%),

H—ro0

convergentfa fiind uniformi in cercul (C).
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o

Deci

pY — max| P, (2)| I < < ,m>m,, unde pf= max|P(7)].
! 1€ E 2 e E

De asemenea se stie ca

lim J[P(2)] = max |P(2)|

se E

pentru orice familie de 1)011110'1n1e uniform marginite in (C).
In cazul nostru ‘

- lim ]Pm[Ppm(z)] =lim -J‘.f’m -

M=o M=—r 0

m (2’) | i

Deci
|max |P, (2)] — 7p,.| < % , WS> .
5€ E

Prin urmare

97 — jon| < oy — max | Py, (2)] [+ | mex| P, (a)] — i <
acL F

pentru m>max (n, my). De aici rezultd p* =7. Insd avem p, = max [M,(2)|

ge F
si evident p,LPi=j . Mai avem de asemepea Io < JpM(2)] < Py
deci j<p,. Pnn urmaie @,=p; = max| P(z)|. Polinomul M,(z) fund unic,

rezulta M, (z) = P(2). . ) e
Prin aceasta am aritat cid {P, (z)} converge unifom citre M,(z). Insd

pe baza unei observatii [10] rezulta cd intreg sirul {Py(z)} converge uniform
citre M,(z) in cercul (C). Prin aceasta teorema este complet demonstrata.

3. Folosind acelasi procedeu ca i in lucrdrile amintite la inceputul
notei, vom da o formi speciali pentru polinomul de tipul (1) M,(2) care
se abate cel mai pufin de la zero pe multimea E.

Pentru aceasta, urmeazi si rezolvdm o probkma de minim cu legaturi,
adicd sa gasim minimul functiei

Blal, al, e sl d) = JZPHI[L( ) — 11+ 2[L(P,) — 1],

in raport cu aya;,..., &, unde L(P,) inseamnd conjugata L‘Olldﬂ;llf':l (2).
Minimul lui ® se obtine anulind derivatele parfiale in raport cu ay, ax sau,

ceea ce este acelagi lueru, in raport cu a, si az.

Avem
N 9 — g -
20 =25 (P20 PEY . 67 5 =0,
Bay N o= (w
0 _ 2y |P(e)[*. P £l =0
< = vafl! (ev) | (ev) + Ao

6 — Studii si cercetiri de matematici nr. 1/1961,
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Dupé cum s
se vede, a doua relatie s p A . ”
tii e i i fie se obtine luind con i di . Uy : o .
(21), 3?0:11_&6 se constatd usor ¢ A, — ,. Intr-adevir tini‘nc{ugat? (I:ele1 din- Dezvoltind determinantul de la numitorul lui (7) dupd elementele
i sistemul (4), deducem e cont de relafia ultimei coloane si efectuind , scoaterile in factor’’ ale sumelor % 1n fiecare
3 minor, punind pentru simplificarea scrierii
1
P = - P N[ . "
1= Ay 7 Y [Plo)[" = —p . 52 ol e T |
v=—1 {ﬂ 1
D41 L . v ) . .
Prin urmare, sistemul (1) devine 1
N )
-2 Tu—h__ . :
v - Cy = 0oy i e, ~ CC,
El [P(ey) | c N. jz, 0,1, ...,n. . (B) s
/ / Al e 55 Vis s Viggs o va— - i
Notind Cy s BN
N
L;, — 2 P 2p—2 Ta—k n—
h (¥ X it )
v:J{ (v)l v Gy -6y, ]ﬂ,]&:(),],__”n' c::" - . . 1
sistemul (5) se va scrie sub forma g O
gasim
ay Lku +a, L = 9 N
14=k1 _I_ e + y Lf\’n = U N -7../) A - — -
AR = 0.0 L 3 I ey . |22 T2 ;
E » L, ) (6) (—1)m+1 o Y, | Plev) - P(ey,)| G Ly, e Oy, o1 -Avy, Ve, - Va)+
Adaugind acestui sistém egalititile b el
n2— = = 2p—27"0n —n—2
=1, X [P Plev) Pley )| (5, 00y eeeyy ] A (Vg Vgreos V)
g g + g 0y + v + Ay O — 1 YoVgr Yy=l
N
) o et —1 41 X 2p—2 —aTH—1
sl e = Pl NPT N (Pl Pl ST G, A Vi) =
. . H Vo pureg W 4
si eliminind ne ol : gr
1 necunoscutele a,, a,,. . ., a,, obfinem 4 ; N ,
itk p—2
o3 e — _?:0(_1) o; Oy Y |113(c,0) coe Ploy ) Ples, ) -+ - Plo)l X
0 o — i k= N T et e
. 0 ~01 0n kﬂ LOO I‘Ul e LO” o . 0 i—1' Vit n )
5 v e =% ] Tn—ifl  Tae=i=—1 = (%
Pl — w011 Lindy 70 e Lina, X Gy voe Cy - Oy eex Gy, o | (R (c\,o,...,c\,,_il, c\,,,_l_l,...,c\,k),
o T e G e A k . .
e R e (7) unde V(‘)(xo, vy XAy Mgy « = Sbn) €SEE determinantul lui Van de Monde
Log Lui vz Ly, v Lo L T o V(%g, ¥4, - - -, %,) in care lipseste linia a 7-a si coloana corespunzitoare pu-
e anel 10 L T terilor # — k. Putem schimba aici notatia indicilor in toate cele n | moduri -
Gg %y ... &, O posibile, ceea ce revine mai sus la permutarea liniilor in determinanti.
Vom ¢ v Adunind toate aceste relatii, obtinem numitorul lui (7) sub forma
ransforma acesti doi det i :
- A : ey erminanti, folosi : " N
Heine, intreb 4 1, Tolosind un procedeu al lui 1 i . ; i s
L uinfat in lucrarea [3] de citre prof. G. C 41l u girea =N (—1)’+ka; 3 Y [ (63, = = Blos, ) Plew, i) « - Pley )|“p"“)><
kos- -+, Lyy sub forma Ly %o Vs Vit Vi 1o seer V= 0 =1 AT &
AL = E T -
4 N 5 ol i (SR Cypypr oo ey,) - |70 (TR T TR Cy,)-
== 2p—2"n—Fk 1
ko — P C % e . o o & 5 & . . - s 5
f VIE:]i (ey,)] Gy Oy Lip =Y, [P (cy,)] AR Gamhnd ol Mai observim cd in ultima sumi putem schimba notatia indicilor de insu-
v PR ? . o .
V=1 G mare, deoarece aceasta nu influenteaza rezultatul. Prin urmare, putem
N P scrie mai simplu
S Lk = Z IP( 20—2 —p—p i)
vy Lk cy)| . C 1 1 ol i _
; v = L itk 5D, 2p—2 77(H) (i)
v s 5 ?_kEI (— )@ 2 |P(6) .. Pley,) P75V en, 00 00,) VEesy o 0,) (8)
=
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) Facind transformiri absolut analoage asupra numiritorului e‘(pleS]El
7), gdsim

1 .

— fl-k*_ n—k =2 (). - i
P(f’):,'gi() = E EIP(C"[}.”P(G\HLH ¥ (LVI'--.,CV”) Vm(”l—'l"'-,ﬁu )

: n = — ((-')

W l)l\:’fo' o 5 ff(.c ) (5 )|2{>-2 !}(k)(cv""’cv)V“)(?v : “_,:v)

i, k=0 ¥ 1 n 1 "

semnul ¥ se extinde asupra tuturor indicilor Va5 o n oV

Deci polinomul minimizant P(z) verificid aceast3 ecuatie funcfionala.
De aici, trecind la limitd pentru P — o0, gisim o expresie spema]a pentru
pnhnmuul de tipul (1) de abatere minima M,(z).

Pentru aceasta notiam

P 2p—2
KW — el (10)
n = D — —
"\/E LP(cvlj e 11 P(.u;v”) ;ZP 2 | V(c"l' e {"v”) Iz
Avem evident
() (#) 2
by K\,1 o KyY W(C"l’ ey Gy )T = 1. (11)
Cu notafia (16), ecuatia functionald (9) se transcrie sub forma
1 o
Y (—1) Ry Sy g0 g R ) (g .
p(z) o i, k=0 : & My tve Yn (cvl' Fre 6":-}' ’ (Evll i c“n) (] ‘))
‘ (12
R m RO Ry AT =
;. 3::0( ) ;O D v, - Ky .V (z:vl, by cv”).] (cul, S av”)

Ve el e oo : - :
He }ch cd Ky > 0. Incd nu putem afirma ci siral {K{,"’]} este convergent,
Insi, notind

R = KPR R, p=12, ., (09

"
din cauza relatiei (11), rezulti cd exista un sit partial {R®¥ % convergent
% Voo ¥
ciatre R, ., Y
3 | n

B e : o
Fie acum E {Gk1’ ck,.. , 6y submultimea punctelor din E in

care |M,(z)| 1 (L\1dent cd [>n-1). In aceste puncte
| Plex) | = pw = p,,(E) = max ]Mu( 2)|, p—> 0. :

Fie R, oo q, = Max R ..v, Telativ la toate constantele R o v, COTES-

punmtnme celor C} gmpfm de #n puncte din E*, Renumewtmd la
nevoie, punctele mul;ﬁnun E, putem presupune ci R e ==
ttTh

Observim apoi ci

Qoo

R(;b) . A
VeV, RLP’ o |P(aa){2ﬁ‘ 2 (14)
O T S v :
ﬁ“ ooy AB IP(‘cﬁ)Izp a

.
n
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si, deoarece sirurile {R‘Ep'fl)_ "u} sint convergente, rezultd cid si raportul
Jor va fi convergent, daca RB,,Z,“‘,”¢ 0. Aceasta se realizeazd daca ludm,
de exemplu, la numitor Rﬁif)_”, cici R,y .. 4 dupd cum ce vede din (11), nu
poate fi nul. In aceste conditii, rezulta ci raportul |P(c,) | % ~%/ | P(cg)| 212
este convergent, oricare ar fi =1,2,..,n i e =1,2,..., N.

Tinind cont de aceste observatii, putem ariata ugor ca :;'irul{Kffk)} este
convergent pentru & — oo, oricare ar fi v,

Pentru aceasta, observiam mai intii ca

2o e ) P 2p—2
0= KY = — P e ; (15)
[Vl ™ . | Pley) ... Plen)| t ™ : IP(”ﬂ)l 2p—2

unde

| Vol = min | Fle., <o )] [ Plea)] = min |[Plegd |, { =1, 2,
(\l) 1 n

Vom aridta mai intii, finind cont de inegalitatile (15), ca constantele
K corespunzitoare punctelor din mulfmea E—FE* adici in care
| Mu(ey) | < pus converg cdtre zero. Intr-adevir, deoarece |M,(c,'| < @,
existd un numdr intreg pozitiv p, astfel ca | P(c,)| < pw pentru p>p,.
Insa atunci existi un numir o > 0, in asa fel incit si avem de asemenea

| P(ey) |<pw—20, pentru p > p,. Deoarece intr-un punct cge £*,1 P(cg)| —>pa,

p — o0, avem de asemenea |P(cp)|>p, — o, pentru p > py. Prin urmare

2p—2 ] 2p—2
| Ple,) | p,— 20 ; E
¥ — i | = (1 — h)2272, h= T
| P(eg) | o= o | Pu—0

oricarearficye E — E*si B =1, 2,

De aici gi din (15) rezultd K — 0, p - oo.

Urmeazi sd mai aratam ca gi sirurile {[\’g‘{’k)} corespunzitoare puncte-
lor ¢; e E*, sint de asemenea convergente,

¥

Ori, din (15) si (14) rezultd cid existda un subsir {I{?"")}-—rff,-, E=rion,

wricare an i =12 .. i

Cu aceasta am ardtat ci oricare ar fi v sirul |{Ki"’*)}-] este convergent

oricare ar fiv=1,2, ..., N.

Trecind acum la limitd, pentru & — oo, in relatia (12) obtinem
n - — . — =
; hz (ﬂl)'Jr'iz o e b3 'KVL' e Kv” ka)(svl, B cu"). i) (cvl, o ey
y k=0 ¥ o
M(s) =220 - (16)
(ul)”'wocs or Y Ky ... Ky pi*) (Y s Gl e pli) (cv v ol By )
iheo 1 " 1 n it



86 1. MARUSCIAC 10

Relatia (16) in care coeficientii K, sint to}i nenegativi, di o formi
speciald polinomului de tipul (1) de abatere minim4, cici in membrul doj
sint puse in evidentd afixele punctelor mulfimii E precum si numerele
date @, Forma (16) a polinomului de tipul (1) care se abate cel mai pufin
de In zero pe E, prezintd avantajele practice, deoarece determinarea cons-
tantelor K, constituie o problema algebrici. Fa prezinti si o importanti
teoreticd, caci pune in evidenta un sistem de numere K, care, dupi cum
vom vedea, se regdsesc $i in alte probleme legate de polinomul M,(z),

Vom considera mai jos doud cazuri particulare mai simple :

a) Si ludm in relafia (3) oy =1, o0y = oty = ... =, = 0, ceea ce
inseamnd a, = 1. In acest caz, formula (16) se transcrie, tinind cont de
faptul cd VO(xy, %5, ..., %) = V(%5 .25, %), sub forina

% (55 A Y R -l L P S R P I
1 " e " 1 "

M, (z) = *=° = » (17)
% K\,I K"u voe Ky, | V(cul, OV, o sv”)lz

s5au
M,(&)=2 KK, .. Ky, [V(ew,ny,. 00 (3—c, ) (z—cy) . (2—c,) (18)

n

= KK, ... K| V(c‘,l, Cy, +vny Gy) 2= 1. (19)
Formula (18) este identici cu cea gisiti de prof. G. C#lu ga-
reanu in lucrarea [3] i reprezinti expresia polinomului Ceb i sev

Ty(z, E) pe mulfimea E,
b) Dacd &y '= oy =...= t51=20," a, =1, adici a,=1, formula
(16) capiti forma
Ik kgn(q)k SRR B P (o, ) ) (6v,1 - o vs Ovy)
i ) =

Y .Kul VA ffv” | V(”)(cvll s Gv"”?'

.Sau, finind cont de faptul ci V(”)(c\,l, Ceny Oy) = Cy, - Gy, V(c‘,l, coey Gy ),
iar ‘
7
k —k (& g
R (—1)" 2" 14 ) (Cups soes €3] = V(cvl, ey Oy B)=
= (z—-cvl) (#—ty) (z—ey) X V(le, vl Gy )
avem
M) = T Ky, oo By | Ve, ..., o)) |‘==g_\,1 _..?\;"(zﬁcul) oo (z—ov,) o)

E val v Kv” l V(le, S Gv”) |2 - |L‘u1 e GVHIE

In cazul N = n+41 putem scrie explicit expresia polinomului de tipul
(1) de abatere minim, calculind coeficientii K,.
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Mai intii si observim ci formula (16) poate fi scrisd si sub alta formi.
Se stie cd
k
AL TR R (¢ SR AR R K
., %,) reprezintd functia simetrica clementari de ordinul

unde ox(xq, - - ' :
k a numerelor x,, ..., x,. Tinind cont de aceasta, formula (16) se scrie sub

forma
4 =l i L )
rgu (—1)* e, B Oplev o ortv,) Ky o K |V (ev s ew )M e—ev ). 5—ev,) o
M, (2) = = e - P = (21)
kE (71)t—+i oL Gt E g“(cul, S .,Eu”)o’k((}ul,. ‘ .,Gv”)._K\Jl. 5 ..Kvnlv(ﬂvl, s .,g\,n)‘-
i, k=0
unde Ek(c\,l, e c\,”) inseamni conjugata lui r:,‘(c‘,l, Ce, c‘,u).
« w i = == = - O
Mai observam ci E (—1) ;o (6”1’ ceey By) = S”(G"1’ semyCy)y Tepre

.,':0 A [V () . .
zintd conjugata condifiei (2) pentru polinomul de gradul # avind radacinile

Cy, -+ by, §1 cd coeficientul Iui 2* egal cu 1.
Cu aceste notatii M, (z) capatd o forma mult mai simpla

i
v 9 S, 5 e B—C o (8—e,
L DE, K Ve, 0 ) S ) 6e) o e, 18

M, (z) = w i

2 2
¥ K“l S K"u | V(cv”, o Cv”) [ ‘5”(6“1. s 5“,;”

in cazul N=# + 1, formula (16") capata forma

Mu(2) =
n - Gyt . e
A O K,-H..1;'H|V(50,..,c,»_1, G0+ ) 2.8 g:l(zﬂ:u)..(z—f,._l) (—6; ) - (e—e,)
i=0
G ¢ ' 2 el) 2
'Eﬂ Hy.. B Ky .- K, [Vlegs v o0 8i1s G - o s 6) [5= 85 (22)
=

unde s-a notat cu SY = 5u(Cos + + -5 Cizqs Cigypy -+ -5Cn), 1ar punctele ¢, au fost

numerotate de la 0 la n.
Punind

2
Ny ) it gy By e o By [WlEy, ¢ ooy Bigy Biifigy = =5 Ca) Y,
h— Tkt S
avem

_ % A EEf)(z = gg) oo (B =g Mo — g 0) ... (2 —¢)
Mi(a) = =2 : i,
' A
i=0
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Din (17) rezulta M (2) = Tulz; B) =

B e - | "
| g ’ ﬂ+ 1+ 3 1 + Ay B (24) E BB e Gt Gi-f-l""'au)|{z—5()) o M=ot q) (‘?_Gi+l) v (2—¢)
[ Seriind . acum ca |My(e)| = ... = | M, (c,)| = Py, obfinem _ =0 (301
Bi{6— dl e Cia) (65— €ipa) - - - (6 — )| = lsw(:)J =p,4d =0, i:rV(Go- coer G s Gigge o en G|
!\ : ‘I..:U,J,..‘,n, i—0 .
unde 4 reprezintd numitorul expresiei (23). S i — | Plegs €10 -0 6] i (31)

L Notind cu

n
5% !V(r:o, cewr Gipy Giyr e cn}|
=0

+

| AD = |(os = g)
[ n =Ha = 6) e —ag) (e = Ga) o (G — ), : . : e
i S g care reprezintd expresia polinomului lui Cebigev de gradul » pe #+1 puncte
i % 1 1 (SR i si a abaterii minime corespunzitoare, cunoscuta incd de De la Val-
. ERATHD lée-Poussin [5]. :
’ .
R b b) Dack ag= ... =ty_;=0,0,=1, SP=(—1)"g... Ci_gCis1-.- Cn,
N o g ' = e B = e L
AS:)JSS:)J ( -J) Sh): (_])n S B ~riBpng By 5 - By BASTM
l | Din (24) si (25) obtinem M,;(Z) = (32)
i " == e = =
| P [Epsil. S vy, Syl (—1)",-Eﬂ|5i|-| Vi 161 €iproeor 6l - 6o €iy Gpr8e—6g) - (e—g;_y) (2—cpy ).z =)
S : ) (26) : = = ,
- PR i o N S S ; i
l‘ ' j2, 1 # n " 0 i1 G e Gl |cu...c“]120|co e G e S o L R T I R
| de unde =3
ey g V(s Gisnizis 6
(0 (i —1 1 . I 0 “1 n ¢
- [ ettt ey S Re e )| Pn= (33)
Y= = i7" iy " (2_7) a 7
510 =l (7 S : - - by i LR ' 3w dray HE 3y 3wy
B S S ey g el B I L LI ]
| =
Inlocai ’ i o) A . : - ) timele doui formtile dat expresia polinomuldi de abatere minima,
\ ~ Inlocuind valorile Iui 2 n (__H—), obtinem expresia polinomuldi de UI_ ormul P p iy Lt e
tipul (1) care se abate cel mai pufin de la zero pe n + 1 te din pl respectiv abaterea minima, corespunzatoare eazinl 4,= 1, aca repreain |
) ' . bt gl formulele ce dau polinomului care se abate cel mai pufin de la zero, dintre
M(z) = / toate polinoamele care au termenul liber egal cu 1. N-am intilnit in litera-
» turd expresia acestui polinom pentru cazul mulfimii formate din n+1
(0) t—1 i1 (1) o oy
iEIIS,, oSy ST S | Voo €51 8o, €IS — ). (o o Me—s; pnls—c,) puncte,
r. (0 el ; 4. Toate rezultatele de mai sus pot fi extinse si la cazul unei medii
JS( ) S(l!| T c;(l.JI V(e |
n e g I 0 S i G g e s )] (28) ponderate de forma |
i . 1 |
il iar y % ‘
il 2p
| Vieg &y -2, Tolm) = (X m, [P ) (34) |
Dy = 0' "1 n ' (29) v=1
n ) o .
ZIS(')‘_IV(L',...,(," I S . 3 A
ico " v d=lErl & unde i, verificd relatiile : my=0, v=1,2,..., N, Y, my= 1, urmind
v=1
Facind in aceste formule intocmai rationamentul ficut in cazul mediei simetrice m; = m, =
' 1 ; v ;
— = = k 5 o =...=my=—> consideratd mai sus.
a) wp=1, &;=... =, =0, SY= 1, gésim AT d :

|

e ———— -
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= Daca notdm cd Py(z; m) polinomul de tipul (1) care realizeazd minimul

ui Jp(m) cd ponderea m = {m,} $i cu ju(m) = min J,(m), atunci proce-
A v bd » ) (I’V)

dind Ia fel, se constatd ci polinomul P,(z; m) va satisface o ecuatie ana-

loagd cu (9), In care au sd apara in plus ndmerele m,, iy, My, - - ., My,
P(z; m) = : (9"
" i
.;,Eo (=1, 0 g iy ey ]P(cvl) P((:u”)lgf’*“i. V(“{avl, roar Gy ) V“’(?vl,...,Tv”)
E s wo Somy .omy |Ple, )... Pl YEEE W, %
L2 4 v, v, v, . (cvl, e cv”).V (cvl, oG cvn)

; ’ v :

| 'Dm (9°) se vede cd pentru p=1, polinomul P,(z; m) care realizeazd
minimul mediei patratice ponderate cu ponderea m = {m,), este complet
determinat

n

itk n—k e s
P ( ) i ?\‘Z’ (l(—I) i ZH E ’”vl i '”Nu V(k) (E\Jl, Sl C\’n} J V“) (Eu]_' ceay '7Vu)
25 M) = ——
1\<
i {71)£-|vk i, oap 5 om . VE) (i) = . (35)
o L. Ok vy e Ty, {cvl, T 4 (cvl, ooy Eyy)

Dacd comparam relatiile (36) si (16), observim ci P,(z; K) = M,(z),
unde K = {Kv}, K\, — fiind constantele nenegative ce apar in expresia
(16) a polinomului de abatere minima M,(z).

Din (16) se vede cd constantele K, sint determinate pini la un factor
constant arbitrar, si prin drmare putem presdipune ¥ K, = 1. Existd deci
0 anumitd pondere pentru care polinoamele minimizante in cele dou#
metrici coincid.

e pune imediat problema stddierii condifiilor in care polinoamele
minimizante in cele doud metrici coincid si pentru p > 1,
In acest sens, si aritim mai intii ca
71(K) = max §,(m).
{mv}

Ill &C].e Val p 1 0 i 5 i i

- e ltI U rice 1[11_11 tlllle 5 S € numniere
= S ana X ] 5] T ’ E S1 Orice ¢ 1516111 d
1 \?”Vf) vV = 3 Sy e e, I\, avernl

N I\
Fm) = min 33 om ) Pla) P < 3 | M4(e) 1 < 3(E)
adica
J1(m) < Pu(E). (36)
Dacd notdm j, = max j;(m), avem de asemenea j;< Pu(E). Insi

my

deoarece P,(z; K) = M,(2), avem

N

1K) = ;1 Ky | M, (o) = p2(E), (37)
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cici in punctele ¢, € E— E* constantele corespunzitoare K, = 0. Deci
J1—= ]1([() = p.(E) -

Acum putem enunta urmatoarea

THOREMA 2. Ovicare av fi E o mullime finitd de puncte din planul z,
polinomul de tipul (1) M,(z), care se abate cel mai putin de la zero pe E, esle
in acelasi timp si polinomul minizant al mediei Jo(K) cu ponderea K={K.},
adicd

Plz; K) = M,z E); (38)

orvicare ar fi p > 1.

Vom demonstra teorema folosind cunoscuta inegalitate a lui Holder.

Avem

1 E 1

[ E) = (vi K, | M,(c,) Iz)ig( NOKu | Py(ey; K) ;2)? _

V=

Nl = £ O R BN <3
e ()]1 K, LK} | Psle;: E) [-j)zg(ZKv)ﬂ 2% (El K |Pyloy; K)|211) T
V= v=0 V=

1

N
~ (5 1 Pt )P =50,

deci
en(E) < 7p(K). (39)
fnsa
N L N 28
7p(K) = ( Y K, | Py (es; K) IZ”) # (E K, | M, () l"“’) % =p,(E),
v=1 =1

adicd pu(E) > j5(K). De aici si din (39) rezultd p,(E) = j,(K). Polinoamele
Py(z; K) si M,(2) fiind unice, avem P,(z; K) = M,(2). Cum inegalitatile de
mai sds au loc oricare ar fi p3>1, teorema este complet demonstrata.

Utilizind rezultatele precedente, putem da o conditie necesard si sufi-
cientd pentru polinomul de tipul (1) de abatere minimi M,,gz), analoagi
cu cea dati de cdtre V. S, Videnski in lucrarea [2]. In acest sens
are loc urmatoarea

THOREMA® 3. Pentru ca printre polinoamele de tipul -(1) M,(z) sd fie
de abatere minimd pe multimea E, este necesar §i suficent sd fie verificate
relaftile

M,(e) = Pug_wv» pa =0, C‘.-G.Ea;, (40)
N
= Y K, 8 =y, =, 1, (41)
e, v=0

unde oy sint wumerele complexe date, din velatia (2), tar K = {K,} este deter-

minat de condifia j,(K) = max jy(m).
1""




4
N
\
i
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Conditia este mecesard. Intr-adevdr daci M,(z) este polinomul de
abatere minimi de tipul (1) pe mulfimea E, atunci din teorema 2 rezulti
cd acesta realizeazd minimul mediei ponderate (34) cu ponderea K = {K,},
determinata de 7,(K) = metx )jl(m), ori care ar fi 5> 1. Prin urmare, functia

1”‘)
reald Jo[K; M,+(&+ im)P,], unde P,(2) este un polinom oarecare ai cirui
coeficientii ay verifici relatia

= O ’
.’(:ZI et (2 )
f5i atinge minimul sdu pentru £ =10, £E=0 (J,(K: M) = 7p(K)).
Deci trebuie si avem

AT (K ; My) _0 AJelK: My) mOV

3k 5 (42)

sau

N
E Ky | Mylev) 2. Pp(cy) i
v=0 !

My (ov) (43)

oricare ar'fl polinomul P,(z) de grad cel mult #, ai cirui coeficienti verific
relatia (2'). '

» ”],L‘Iflqd cont de faptul cd coeficien{ii K, corespunzitori punctelor din
E — E* sint nuli, iar in punctele ¢, € E*, avem

‘[urn(cv) = P;;(E) 6~ = Py T, vi=1,2

’

\ N, (44)
Din (43) si din (44) rezulti y

- ]
Z KU Piphlgmv -Pu(cv):O:
v=0

’ N

»

K, .o P)y=0
0

Pn =
" ([rl)
Y wrar = 0.
k=0

: t“De aici; prin scidere, obfinem conditia (41) si necesitatea este demons-
ratd. ,

Pentru a demonstra suficienfa conditiilor (40) si (41), observam ci
relatia (41) se scrie si sub forma

N
);{ Ky M,(c,) . ¢ = po,. (417)

P
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Fie M,(z) = ¥, bx2"™*. Daca inmultim cei doi membri ai relatiei (41')

cd b si Insumam dupa & membru cu membru, obtinem

N
glK” | M, (c)) > = p2. (46)

care ne arati cd polinomul M,(z) realizeazi minimul mediei patratice
ponderate cu pondera K ={K,} si, deoarece din conditiile teoremei avem
71(K) = max j,(m), din tecrema 2 rezultd cid polinomul M,(z) coincide

my}
cu polinomul de abatere minimd pe mulfimea E. Astfel si suficienfa este

demonstrata.

Mentiondm cd ultimele doud teoreme sint analoage cu cele date de
matematicianul sovietic V, S. Videnski [2] in cazul aga-numitelor
,multimi caracteristice”. Insd aici ele au fost demonstrate pentru orice
multime finitd din plan, iar constantele K, care figureaza in enunf arata
legiturd dintre aceste teoreme si forma speciali (16) a polinomului de
abatere minima M,(z).

Observatie. Deoarece coeficientii K, corespunzéatori punctelor din mul-
timea E—E™* sint egali cu zero, din aceasta rezultd imediat teorema ana-
loagi cu cunoscuta teoremi a lui, De la Vallée-Poussin referi-
toare la coincidenita polinomului de abatere minima pe mulfimile E si E*,
adicd M,(z; E)= M(z; E*).

Universitatea ,,Babes-Bolyai’’ Cluj,
Catedra de teoria funcfiilor

O TOJMHOMAX HAMIMEHBIIETO OTKJOHEHHY,
KO3®OUIIMEHTDLI KOTOPBIX YIOBJIETBOPJIOT 3AJAHHOMY
JIMHEMHOMY COOTHOIIIEHHIO

KPATKOE COOEPXAHHWE

[Tycte £ — KOHeYHOE MHOXKECTBO TOYEK KOMIJIEKCHOH MJOcKocTH (2) H

P,lz) :—i a2 ' (1)

k=0

MOJIMHOM CTeleHH He GoJiblie 72, KO3((HIHEHTh KOTOPOrQ YAOBJETBOPSHIOT
COOTHOILEHHIO

L(Py) =¥ arm=1 @)
=0
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rie o, HEKOTOphe 3aJaHHble KOMIJEKCHBle uncia. Takne MOJAHOMBL st
kpaTkocTH, GyaeM HasbiBaTh noJuHOMamu THna (1).

B Tpyae uceiesyercss BO3MOXKHOCTb ONpPEAENEHHs TAKOro MOMHHOMA
tuma (1), KoTopwlii HauMeHee OTKJOHSIETCs OT Hyasi Ha MHoxectse [
npumensis upero [loabsi [6] CBSI3BIBAOMLYIO SKCIOHEHIHANLHOE NPHOIHKEHHE
¢ pABHOMEPHLIM MPHOJIHKEHIIEM,

PaccvarpuBaetcs cpeauee nopsaka 2p (p — uesoe, MOJOMKHTENbHOE)
i 2p L2 ;

Jo= (7 5.1 el ) (3)

N =1 ;

rge P(z) mosmbom tina (1), 1 nccaemyercs MHHHMYM 9TOTO CPEAHEro
B KJacce nosunomos thna ().

[MokassiBaeTcsi, BO MEPBBIX, YTO CYLUIECTBYET TOJNBKO OHH [[OJHHOM
Pu(z) muna (1), KOTOpBIM JAOCTHrAaeTcss MHHHMYM cpeaHero (3), a motom
jokasbiBaercs (teopema 1), uto Pu(z)— M,(z), mna p— oo, tae M(2)
MOJHHOM MHHHMAJBHOPO OTKJIOHEH:s Ha MHOMKecTBe F.

[IpuMeHHB 3TOT pesyJbTaT, Aaercss crenuanbubiii Bug ((opmyna (16))
JJIS IONNHOMA MHHMMAaJbHoro otTkaoneHus M, (z), B koropoMm HeOGXOAUMO
onpeaenits Toapko N (uncsno Touek Ha E) HeorpruartenpHblx koHcraHt K.

B Bropoii wactnm Tpyaa paccmarpuBaetcsi BecoBoe cpenuee [,(7) (dop-
Mysia 34) M HCCIeMYIOTCS Caydad COBIAJEHHS MOJHHOMOB Pp(z,m) 1 M, (z).
INlokasuiBaetes, uto Py(z, K) = M,(z), nmas awo6oro p > 1 (reopema 2),
rie K = {K,} (K, — xoabdunuentsr, Qpurypupyomue B dopuyne (16)).

B kouue jaercsi Teopema, ycTaHapaHBaomas HeoOXOAHMBIE H Jl0CTa-
TOUHBIC YCJIOBHS JUIsl TOro, YTOOBl moauHOM THHa (1) wmMesn MEHHMAJbBHOS
OTKJOHEHHE Ha KoHeuHom MHOXKecTBe £ (Teopema 3).

SUR LES POLYNOMES D’ECART MINIMUM DONT LES
COEFFICIENTS VERIFIENT UNE RELATION LINEAIRE DONNEE

RISUME

Soit E un ensemble fini de points dans le plan complexe (z) et

Pilz) = i ap s (1)

k=0

un polynome du degré » au plus, dont les coefficients a, vérifient la relation
L(Pﬂ):z opap =1, (2)
k=1

oit o sont des nombres complexe donnés. Pour abréger, nous appellerons
de tels polynomes des polynomes du type (1).
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On étudie la possibilité de déterminer le polynome du type (1) qui
s’écarte le moins de zéro sur 'ensemble E, en utilisant une idée de G. Pdlya

[6] qui rattache 'approximation exponentielle 4 I'approximation uniforme.

On consideére la moyenne d’ordre 24 (p entier positif)
1

D= (£ & 170)”, @)

N =

olt P(z) est un polynome du type (1), et 'on étudie le minimum de celle-c!
dans la classe des polynomes du type (1).

On montre d’abord qu’il existe un seul polynome P,(z) du type (1)
qui réalise le minimum de la moyenne (3) ; puis on démontre (théoréme 1)
que Py(z) > M,(z), pour p— o, cit M,(z) est le polynome d’écart minimum
sur I’ensemble FE.

En utilisant ce résultat, on done une forme spéciale (formule (16))
au polynome d’écart minimum M, (z), olt restent a déterminer seulement
N (le nombre des points dans E) constantes nonnégatives K,.

Dans la deuxiéme partie du travail, on considére la moyenne pondérée
Js(m) (formule (34)) et on étudie les cas de coincidence des polynomes
Py(z; m) et M,(z). On montre que Py(z; K) = M,(z), quel que soit p =1
(théoréme 2), oft K ={K,} (K, étant les coefficients qui figurent dans
la formule (16)).

Enfin, on donne un théoréme qui établit les conditions nécessaires
et suffisantes pour qu'un polynome du type (1) soit d’écart minimum sur
un ensemble fini £ (théoréme 3).
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