DESPRE TEOREMELE DE SCUFUNDARE, PRELUNGIRE
SI DE APROXIMARE A FUNCTIILOR DERIVABILE
DE MAI MULTE VARIABILE"

DE
S. M. NIKOILSKI

(Moscova)

§ 1. Teoreme de senfundare

Tie R, spatiul #-dimensional al punctelor ¥= (x4, ..., x,) de coordonate
reale. Vom considera intodeatna cd numarul $p satisface inegalititile
1< p << . Unele rezultate despre care se va vorbi in cele ce Wrmeazi vor
fi valabile numai pentry 1 << p << 0.

Dacid g C R, este o miltime deschisd (domeniu) i f(x) o funcfie mésu-
rabild in &, al carei modul este p-sumabil in £, atunci ludm

o p Up
||f||;,_j)(@) = ( S /] fl'@—) (1<Lp<L o).
g
Ca de obicei, pentri p = oo vom considera
171l; (g) =supvrai [/(x)].
L, (&) 0
Fie » un numir intreg nenegativ. Spunem ci functia f apartine clasei

Wf;)(@) a lui Sobolev, dacid ea este p-sumabila in domeniul & Impreund
cu derivatele ei generalizate pind la ordinul » inclusiv. Cu aceastd ocazie

se introddce norma functiei / in metrica spafiului W) cu ajutorul ega-

litatii |
Hf”W}:'J(g) = {H.f”Lﬁ(@{) +Y Hfm||Lp(_@)}W' 1 (1)

*) Ciclul de conferinte tinute la Tnstitutul de calcul din Cluj, la 29 noiembrie 1960.
Aceastd lncrare se publicd gi in limba rusi in revista ,,Revne de mathématiques pures
et appliquées’”, tom. VI, nr. 2 (1961).

7 — Studii i cercetéiri de matemalici nr. 1/1961.
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unde fU) reprezintd o derivati generalizati oarecare a functiei f, de ordi-
m}g) 7, 1ar suma se extinde asupra tuturor acestor derivate. Pentru » = 0
Wy'(g) = ‘f(&) teprezintd spatiul functiilor ale ciror valori absolute sint
p-sumabile in domeniul .

_ n acest paragraf vom considera ca domenii &, fie intreg spatiul R,
Tie subspatii Ry, gl < m << n) ale lui R,. Vom presupune intotdeatna ca
m gt n reprezintd numere naturale si cd stnt satisficute inegalitatile

; 7 7 i : . . . w . . % - -’
j, Lm<n v20, 1 < p < p' <o, sau nigte imegalititi mai restrictive,
despre care se va vorbi aparte.

A ‘

. L. Sobolev [1,2] a demonstrat teoremele sale pentru domenii

- stelare, relativ la o sferi oarecare. Aici vom formula rezultatele lui

f1111(liL|11611t11[e numai pentru spatiul R, si subspafiul lui m-dimensional R,,.
) Plntruut h}uclf;u{e J(¥) = J(xy,- .., x,) considerate de noi sint definite
in R, abstractie ficind de o multime #-dimensionals de masurd nuli, este
necesar sa expiicim ce vom intelege prin urma

¢ =7 | R,
in subspatiul m-dimensional R, al punctelor x avind coordonate e
arbitrare iar coordonatele ;rffg_l, = i ;,\:S?’ fixe,

. Pentru a trece la alte probleme care nie vor interesa, dim mai jos defi-
111-1'.121. urmei unei functii f pe Ry, care conduce la o functie unicd ®, CU 0
precizie pind la echivalenta relativi la R,,.

_ Fiecare punct ¥ €R, il vom nota sub forma perechii x = (#, w), unde
%= (x;, ..., Xm), @ = (Xpy 1 o, ) i fie R, (w) subspatiul m-dimensio-
nal al pt_mctelor“(u, w), unde w e fix, iar parcurge toate valorile posibile,
In particular, fie R,(0) = R, -

I'ie f € Ly(R,). Vom spune ci functia

== ‘P(E) = .flRm

este urma funuc.juiei f pe R, dacid se poate modifica functia f pe o mulfime
?’{—(11“111@1131911_2113 de misura nuld, astfel Tncit dupid aceastd modificare si
fie Indeplinite urmatoarele conditii : ;

1) f(ﬂ, w) L,(R,(w)) pentru orice m,

2) flu,0) = o (u),

3) || f(u, w) — (p(u)”,:pmm(;,)o—» 0 cind |w| — 0.
Daci ¢, si @, sint doud urme ale functiei f pe R,, respectiv in sensul L, si
Ly, atunci ele diferi numai pe o multime m-dimensionali de misurd nuli.

[.37 TeEorEMA 1. (S. L. Sobolev [1] cu completarea Iui V. P, I1iin

Dacd functia [ € W(R,) s
O e g @)
PE
1<p<p <o,
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atunci existd wrma f|g, = @, apartinind clasei WY R,). Totodatd evisti

o constantd C independentd de f, astfel incit sd aibd loc inegalitatea™*)

17 0,y < C 1Syt )

S. L. Sobolev a mai demonstrat ca in aceasti teoremd pentru
m = n se poate considera p = 1.
Convenim si notdm pe scurt afirmatia acestei teoreme, prin relatia :

WO(R,) € WI(R,). (4)

Astfel prin definifie, relatia (4) inseamwrna nu numai relatia de incluziune
in sensul teoriei multimilor a clasei W}y (K,,) in clasa WL[R“(R,,,), ci si exis-
tenta inegalitatii (3).

In cele ce urmeazi, alituri de spatiile functionale W, vom considera
si spatii care se vor nota cu H si 3. De fiecare dati cind se vor stabili relatii
de scufundare intre spatii, ca de exemplu WC W', HC H', BCB', WC B,
aceste relatii vor fi insotite de inegalititile respective

Il < CUF llys W Ml < CHUT g

unde C este o constanta care depinde de clasele ce inlervin fn inegalitatea
respectiva, dar nu depinde de diferitele functii ale acestor clase. De aceea,
atunci cind vom constata o anumitd scufundare a claselor amintite, nu
vom scrie explicit inegalitatea corespunzitoare dintre normele functiilor.

Teorema lui Sobolev dd posibilitatea sid se deducd din proprietatile
diferentiale ale funcfiei, exprimate in metrica L,(R,,), proprietitile ei diferen-
fiale exprimate in metrica Ly(R,,), in ipoteza cd sint indeplinite relatiile (2).

V.I. Kondragsev ([2], §11, [3]) a precizat aceste teoreme ale
lui Sobolev ardtind ca derivatele partiale de ordinul [k] ale functiilor din
clasa W¥(R,,), care intervin in membrul drept al relafiei de scufundare
(4), satisfac anumite conditii ale lui Holder in metrica respectivi,

Ftapa drmitoare in aceastid teorie o constituie teoremele mele [4, 5]
pentru clasele pe care le numesc clase H.

Sa notdm cu s mulfimea punctelor x, aparfinind mulfimii deschise
£, care se gasesc la o distantd mai mare ca § de frontiera multimii £.

Fier > 0si1 < p < oo. Presupunem ci » = + o, unde 7 este un
numir intreg si 0 <o < 1. Conform definitiei, daci functia [ € HY(g)
este p-sumabila Impreuna cu toate derivatele ei generalizate [ pind la
ordinul » inclusiv si daci satisface inegalitatea lui Holder

| 77G +B) — G 1, gy < MIBE, &

*%) Rezultatul general al lui S. I,, Sobolev poate fi seris sub forma inegalitatii (3), unde

trebuie sd se inlocuiascd Ry si R, respectiv cu a, Ap=1Ry @ g1 sé se considere ci @ este un
domeniu stelat relativ la o sferi n-dimensionald oarecare.
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pentru 0 << o << 1, sad inegalitatea lui Zygmund *
/

177G+ — 2770 + 05 =, gy < MIF] (5')
prLy/!

|kl < 3, pentru o« = 1,

atunci HY(g) formeazid un spafit Banach, daci se introddce norma
||f”H(f:')(@) = ||/ ”Lr(@) + My,

unde {liff este constanta cea mai micd cu care se satisface inegalitate (5)
sau (5') pentru toti 3, pentru care G are sens.

In lucririle mele citate, se aratd ci pentru clasele cu orice # pozitiv
nu neaparat intreg, sint valabile teoremele de scufundare de tipul I si IT :

i (TR "
I. Hﬁ;’(R,,)cH,(,- (f’ f") )(R,,,),

dacd 1 LpLp' <o, 1’—(ﬁ—i)n>(l.
p P

2 n— JH)

By H}:"(R,,,)C:H,(, SR
daci

1 = B oo, r—“;m:a(), ISsim = n
P

Teoremele de tipul I si II sint confinute intr-o teoremi combinats
care afirma cé are loc scufundarea :

1. HY(R,) C HE(R,), (6)
B R L2 ‘
‘ T %

_ Aceste teoreme pentra clasele H, intr-o serie de cazuri generalizeazi
§1 precizeaza teoremele lui 5. I,. Sobolev si V. I. Kondragsev, in alte cazuri
ele coincid. Acest fapt rezultd din urmatoarele scufundiri care se stabilesc
usor

HY™(R,) C WE(R,) C HY(R,),
# > Ointreg, e > 0
si
HY(R,) C HY(R,) (0 <+ <9).

o-a demonstrat [4, 6] cd aceste teoreme nu pot fi intirite, in orice
caz pentru clasele H.

e

' forma spatiul HY(R,) al functiilor f in spatiul H,
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In ceea ce priveste teorema de tipul 1I, pentrd ea s-a demonstrat un
fapt si mai esential, anume ci ea este inversabila.

TEOREMA RECIPROCA. Dacd se dd functia

=57 otz

(PEH;h (Iem) [J

atunct existda ofe-mc;tingHg)(R”) pentru care ave loc flp = ¢. Cu aceastd
ocazie, pentru o anumitd constantd C independentd de ¢, ave loc inegalilalea

H=— it

‘”f”Hf.,"(R,,,) LClle ”HE Y (By) &

Afirmatia acestei teoreme in baza conventiei facute anterior o vom
exprima sub forma scufundarii

M o— ]
==
b

i (R HELK,):

Ta mai poate fi formulata ¢i in urmitorul limbaj :

o n — m
Daca » —

> 0, atunci operatorul liniar Af = f|p = ¢ trans-

o=
> )
o in mod marginit, fiind un operator mirginit.

Teorema reciproci afirmi ci operatorul 4 transformi intreg spatiul
(-25%)
HY(R,) in tot spatiul Hy °*
normal rezolubil.

Trasitura caracteristicd a teoremelor pentrd clasele A consti in faptul
cil ele sint demounstrate pentru ntmere » > 0 arbitrare, nu neaparat intregi,
si in afara de aceasta in ele se considerd cazul important p = p’ (teoremele
directe si reciproce de tipul IT).

in cele ce trmeaza, atunci cind vom introduce noi clase Wj' si By pen-
tru » > 0 arbitrar, ne vor interesa teoremele de tip I, II, precum si teore-
mele mixte pentru aceste clase.

Dupi ce s-a stabilit pentru clasele H inversarea teoremelor de tipul
II, a aparut tendinta de a se obtine inversiri asemanitoare pentrd clasele
W ale lui Sobolev. ]

Ca rezultat al cercetdrilor lui N. Aronszain [7],L. I. Slobo-
detki [8,34],E. Gagliardo [9],0. V. Besov [10] si ale altora,
a apirit nofiunea de clasi Wi (g) definitd pentru » neintregi. Fa se defi-
neste In felul urmator [33] :

Fiel <p <o, r>0, r =7 + « unde 7 eintreg si 0<a < 1. Functia

[ aparfine clasei W(@), daci apargine clasei WP(@) a lui Sobolev si

(R,) al functiilor

(R,) si in consecin{d operatorul A este

\
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dacd pentru orice derivatd partiali a ei f®) de ordinul 7, are o valoare finit3
expresia

1y (7)) — () (o By
e (R S lar,an ) <o
P ¥ —y «

> )
Ry Ry

| =] = ﬁ](n 1

In clasa WY se futroduce norma
»

P
s

Hf”,,yg-a(a) = HT@(@) + Y /” ”W},“’ @y

unde sdma se extinde asupra tuturor derivatelor partiale ale functiei f,

;
de ordinul 7. Se poate demonstra ci spatiul normat Wg)(@) este complet,
adicd este un spatiu Banach.

In lucririle attorilor citafi se arati ci pentru # intreg si pentru
m =1 are loc teorema de scufundare de timpul II:

WH(R,) C w,{ > ) (R,,), (8)

daca

@]

n — m

=0, 1<p<oo (9)

51 teorema reciprocd respectivd, dacd sint indeplinite inegalitatile (9).
Inafard de aceasta, (O. V. Besov [10]) s-a aritat ci aceste

. . A . . . n — m
afirmatii sint valabile pentru m arbitrar, daci » — nd este un nu-

mir fntreg. I,. N. Slobodetki a obtinut de asemenea sub formi completd
teorema directd de tipul IT, precum si reciproca ej pentrd oricer 5i p = ¢.

In teoremele indicate se realizeazi deja trecerea de la 7 intreg la
— m

r— neintreg, pentru » =1, 2, .. . arbitrar, iar pentru p = 2 se reali-

o . - T S n— m
zeaza orice treceri posibile dela v > 0 la » —

precum siinversele teo-
remelor respective.
In mod natural se naste intrebarea daci teorema de tipul I, precum

$i teorema de tipul I si reciproca ei sint valabile pentru orice 7, p, u, m,
admisibili. Cu alte cuvinte se pdne problema dacd in teoremele mele enun-
fate mai sus, obfinute pentru clasele Hg’R,,) nd se poate Inlocui pretu-
tindeni H cu W.

Cercetirile facute de curind de citre tinerii mei elevi O. V. B e sov
[10,11] si S. V. Uspenski [12, 13], care au stddiat pini la capit
aceastd problemd, au aratdt ci rezolvarea ei are un caracter afirmativ
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ndmai in cazul teoremei de tipul I, iar in ceea ce priveste teorema de tipul
II, au loc exceplii esentiale. i = -
In cele ce wurmeazi 7, #n, m au semnificatiile anterioare, iar

P P-" ‘ L
Teorébma de mai jos contine rezultatele lui O. V. Besov si SV
Uspengki, privitoare 1a clasele ¥ ale autorilor premergatori, citafi anterior.
TEOREMA 2 (a lui O. V. Besov gi S. V. Uspenski). pacff 1 <pLp' <o
st dacd mai esle satisfdcutd una din wrmdtoarele doud conditii
1) k>0, p < ',
2) k>0, k nelntreg,
atunct arve loc scufundarea
WH(R,) C Wy (R,) (10)

n — m

Scufundarea (10) are loc de asemenea pentrd p = p' si b = r —

intreg, numai dacd 1 < 2. _ ARl
In cazul p > 2. aceastd ultima afirmatie este neadevidrata. Se pot
n— m

alege numerele 7, n, m si p astfel incit » gi k=7» — sd fie intregi

=i
Gy
b

WE(R,) & Wy (Rom).

Astfel, teorema de tipul II poate si nd fie adex}gratﬁ chiar daca se

: . : z e

considerd clasele clasice ale lui Sobolev WL)(R,L), W' (R,) pentru 1me,51 k

intregi. Prin urmare nu poate fi vorba de extinderea claselor Wp'(R,)

de la 7 intreg la ¥ fractionar, astfel cd familia de clase obfinuta sa fie

inchisd relativ la teoremele de tipul II. ' e

Teorema reciproca (a teoremei II), de asemenea nu 1utotd§auua poate

fi exprimatd in cadrul claselor W. In orice caz, are loc urmditoarea teo-
rema : ;

TEOREMA 3. Daci h=v—2"""> 0, atunci pentru un k neintreg

# _ L ‘
(S. V. Uspenski [13] ¢i P. I. Liizorkin [19]), sau dacd k este
intreg, pentru p>2 (S. V. Uspenski [13]) are loc scufundarea

Wy (Rw) C WH(R,). (11)

Pentru % intreg si p <2 aceastd afirmalie nu mai are loc. '

In lumina acestor rezultate, prezinti un mare interes ]ucran{[: Tui

O. V. Besov [10,11], care a ardtat ca se pot extinde clzhlselﬁe Wy (Rn)
(r':.O 1,2, ..)1lap (1 < p <o) sir > 0 arbitrari, astfel incit familiile
de clase BY(R,) obfinute si fie "complet inchise relativ la t€01'e1'nele_~ de
scufundare de tipul I, IT si de tip mixt, precum si relativ la teorema reci-

si totodata

”




104 : S. M. NIKOLSKI 8

proca (a teoremei de tipul IT). Mai precis, daca in relatiile I, IT, III formu-
late pentrd clasele H se inlocuieste pretutindeni H cu B, atunci ele se men-
tin adevirate. Pentru clasele B are loc de asemenca si teorema reciproci
(a teoremei IT), absolut analoagi cu teorema respectivd enuntati anterior
pentru clasele H.

Clasa BY'(R,) se defineste in felul urmitor : pentru 7 fractionar
aceastd clasi coincide cu WH(R,) cu aceeasi metricd. Pentru 7 > 0 intreg,
funcfia f aparfine clasei Bg’(@i’,,), dacd ea este p-sumabild in R, impreund
cd derivatele ei parfiale nemixte generalizate, pini la ordinul » —1 in-
clusiv si dacd in afari de aceasta, are o valoare finiti norma

1

o i iy pfel Y e
17y = 171l e, + igl{sﬁ . (i) m.} L (12
0

it ;

Aici 4
ny(w, fep) = sup ||A%o, he; —
ol 22i) |.'¢|§P¢” (@ Be )”LJ.,(R”)
= su X+ he)) — 20(x) + o(x — he;
up (¥ +ha) — 263 + o(v —hesll, .

este modulul de continuitate de ordinul al doilea al functiei ¢ in metrica
L, in raport cu variabila x; (¢ reprezinti versorul axei %)
Dacéd introducem nofitinea de cea mai buni aproximatie

A,(f)e = i;lf =&l

Ly(R,) ‘
a funcfiei f cu ajutorul functiilor intregi g, =g,(xy, ...; x,) de tip expo-
nentfial de gradul e in raport cu fiecare din variabilele ; (i = 1, ..., n),

atunci norma functiei f€ Bg)(R,,) pentrd # oarecare intreg sau neintreg
este echivalentd cu norma

_ s Y
11y =171 +{gawi,k(.f‘>,';}"’<m (@>1), (13)
n 1

Ly(By)

care are acum un aspect unitar.

Trebuie sd remarcdm cd cchivalenfa normelor (12) si (13) in cazul
periodic (vezi observatia de la sfirsitul acestui paragraf), pentru n = 1
rezultd de asemenea din rezultatele lui A. A. Koniuskov [38].

Clasele Wg) si B.f,,’) sint strins legate intre ele. Ele coincid in cazul
cind 7 este fractionar si de asemenea pentru orice 7 dacd p — 2. Daci p £ 2
si 7 este intreg, atunci ele diferd. Legitura dintre ele apare inca cu ocazia
formuldrii teoremei de scufundare de tipul II, Dupi cdm ad ardtat O. V.

Besov si S.V. Uspenski, daci k= » — Lf?m > 0, atunci

W (R,) © BY(R,) (14)

si

BP(R,) © WO(R,).
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In afari de aceasta au loc scufdundarile
BY(R,) CW(R)) (1<p<2)
WP(R,) CBP(R,) (p>2).

Daci r este intreg iar p>£2, atunci membrii stingi ai acestor relatii
difera esential de membrii drepti respectivi, iar pentru » fracfionar, coincid.

Din cele spuse, rezultd ca teoremele de scufundare de tipul II nu se
pot formula in cazul general numai in cadrul claselor W. In ceea ce pri-
veste clasele B, in acest sens ele sint inchise in sine, intocmai ca §i cla-
sele M.

Voi mai remarca, ca in aceste cercetari un rol important l-a avut de
asemenea studidl asa-numitelor clase ponderate de funetii, ale caror derivate
partiale sint p-sumabile cu o anumiti pondere ce intervine pe frontiera
domenitdldi pe care se face integrarea (vezi § 5).

Studidl sistematic al claselor ponderate a fost inceput in ldcrarile 1di
L. D. Kudriavtev [14,15] si apoi a fost continuat in lucrarile lui
A, A. Vasarin [16], P. I. Lizorkin [17,19] si S. V. Uspen-
ski [12, 13]. Rezultate definitive in aceastd directie au fost obfinute
in cercetarile lui S. V. Uspenski.

In sfirsit, relevim faptul cid rezultatele despre care s-a vorbit aici au
fost extinse in unele cazuri la domenii g C R, care au o frontierd sufi-
cient de netedi. Spatiul R, din formulirile anterioare se inlocuieste aici
cd 4 iar R, respectiv cu frontiera sm-dimensionald I' a domenidldi €. DPe

de altd parte, aceste rezultate ad fost extinse de asemenca atit la clasele
- - -+

mai generale Hgn..-.ru] = H(”, cit si la clasele T’V‘Er:); BJS;‘) si chiar Hr;r:, ...,1:,;] )

USSR )

(15)

b d .
—HY de functii, care au derivate partiale in raport cu diverse variabile

de di?erite ordine, putind avea chiar si norme diferite. Despre acestea se
ra vorbi in paragrafele urmatoare.

Mai facem inci drmitoarea ohservatie. Se pot considera functiile
d=finite in R,, periodice in raport cu fiecare din variabilele x; (k =1, ..., %)
de perioadd 27 §i pentrd aserenea functii se pot defini clasele WY(R,),
HYY(R,), BYA(R,) analoage respectiv cu clasele Wy (R,), fIg’(R,,), BIUR,):

bl

Ele se definesc exact la fel, cu singura deosebire cd norma |[|f]| tn-
. L}J(Rn) se 111

locitieste pretutinde cd norma

2%

2x 1/p
: 0 o
17 ”L:,I;(R”) ) (S) i §) lj| an)

si in afard de aceasta, cea mai buni aproximatic A,(f),a funcfiei f prin

functii intregi de tip exponential de grad e trebuie inlocuita respectiv cd
. v . . L% . e . . . . .

cea mai bund aproximatie E, (f), a functiei periodice f prin polinoame trigo-

nometrice T,(x) de ordinul ¢ in raport cu fiecare din variabile. Toate aceste




106 S. M. NIKOLSKI 10

11 DESPRE TEOREMELE DE SCUFUNDARE, PRELUNGIRE §I DE APROXIMARE 107

afirmatii rdmin valabile si in cazul periodic, adici pretutindeni W, H, B
& - ;i ) 3
se pot inlocti respectiv cu W*, H*, B*,
Aceasta afirmatie trebuie avuti in vedere i incele ce urmeazi. Clase-

- -+ -+
- g7l (r) (#) A :
lor H;(R”)’ ;(Rn), B,T,' (Ry) in tot spatiul R, (dar nu in GCR,) le

: -+ -+ -+
corespiind clasele periodice AUk (Ri), WOA(R,), BS;)*(R,,) definite analog
p )

. i fJ
_dzu cu norme calculate nu relativ la intreg spatiul R,, ci relativ Ia
1‘11terva1c1e {0 oL on; k= }, -+, ny. Teoremele enuntate pentru cla-
sele H(R,), W(R,) si B(R,) sint valabile si se demonstreazs analog res-

¥

pectiv pentru clasele H,(R,), W (R,), B,(R,).

Trebuie sd ma mai opresc asupra unui rezultat aparfinindIuiG. Hardy
si J. Littlewood [45], care au considerat clasele WO(R i
2 . . . s ] - ¥ ale lul
Weyl dCUfI‘L]]C'!:l‘l periodice unidimensionale, de perioads 2r, at’igldl)clerivaté
(intreagd sad fractionarid in sensul lui Weyl) de ordinul » > 0. Functia f

e 1% o > a y 5 N(,) o . =
de perioada 2r aparfine clasei W+, dacd admite reprezentarea integrali :

10 =18 Ko

1
JC
unde ¢ este o functie periodicid apartinind lui L; = L,(0, 2r), iar

()= Y- cos(fat—%} (r> 0)
X

&

este simburele lui Weil. Pentru » = 0, 1, 2, ... intregi, are loc egalitatea
P —

o “ . A i
Ca norma a lui f in sensul Wi este natural si se ia valoarea

Wl = Nl

Hardy si Littlewood ad demo : A i 5
‘ 5 g nstrat o teorema (vezi [45
sau [46], § 9.82 (1)), din care rezultd indatd scufundarea ( w

Pl f’!’)),

o~ ~ s
WS C Wy e

1<p<p' <o, 7_(;%27)}0,

iﬂuc: 7 est_e 1111V1111ma”11‘ poz_itiv oarecare. Astfel, aceasti teoremsi este o ana-
oaga completd a teoremei 2, enunfatd mai sus pentru # — m — 1. Trebuie
sa :spun;etm cd ‘d%z:foltarea teoriei scufundérii claselor pentru functii de
mal multe variabile a avut loc independent d i i
_ e teorema 1 3
Littlewood. ¥ S

Functiile de clasi Wit se definesc sub formi de integrale cu simbure,
in timp ce functiile claselor considerate anterior, printre care si cele ale

claselor W, se definesc prin alte considerente.
In sfirsit, voi aminti o notd recentd a lui I. A, Kiprianov [41],

in care printr-o metodi originald se dd definifia claselor fracfionare 14%
si se demonstreazd pentrd ele unele teoreme de scufundare.

-+ -
(r (r () (r
§ 2. Clasele pr, pr, H;’, W;j’

T'ie G o multime deschisd apartinind spatiului R, si fie 9 o multime
de puncte x € 4G, care se gisesc fatd de frontiera [ui g la o distan{d mai
mare ca 8 > 0, considerindu-se distanta in direcfia axei Oux,.

In cele ce urmecazid n si m vor reprezenta numere naturale care satis-
fac inegalitdtile 1.m<n, iar 7 si p — numere reale, neobligatoriu
intregi, satisficind inegalitatile » > 0, 1 < p Loo. Astfel, p poate fi egal
cd -+ oo. Convenim si reprezentdm numirul » sub forma » = 7+ a, unde
7 este intreg iar 0 < a<C1. ‘

Conform definitiei (vezi [3]), functia f = f(¥) apartine clasei H{%(Q)
dacid ea apartine clasei L,(@) impreund cu derivatele ei perfiale genera-
lizate a_{: fg? pind la ordinul 7, inclusiv si dacd existd o comstantd

i

M, depinzind de f, astfel incit si fie satisficutd inegalitatea
" i Ty " = : JT,, i 1
Hf-‘“; (x_l_ ki) f_l:’, (\)”Lﬁ(@(ﬁ))éMl ,51 ( )

dacd 0 << o << 1 si inegalitatea

0

IF9 G + 7)) —2f8) (%) + 15 (v — J?"i)”LP @) < M | Iy (2)
daci « =1, unde h; este vector arbitrar avind direcfia axei x; $i satis-
ficind inegalitatea |k, < 3. Inegalititile (1), (2) trebui sa fie satisficute
pentrd orice 8> 0, pentru care mulfimea @,g’ nt este vidi. Constanta cea
mai micid M, pentru care sint satisficute aceste inegalitati, o notdm cu
1M,(,"_}p(f, g). Introducem norma

Clasa Hi:}(@,) cu aceasti normd, reprezinti dupd cum este ugor de
vazut, un spatiu functional liniar normat. Se poate demonstra ca el este
complet astfel cd Hg&,(@,) reprezintd un spafiu Banach,
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Se mai poate considera (vezi [18], § 4) spatiul Wi?ﬁ(g), unde deocam-
datd in expunerea noastri » reprezintd un numir intreg pozitiv. Conform
definifiei, functia f apartine spatiului, Wi-?p(@), dacd ea impreuni cu
derivatele sale parfiale ff:) pind la ordinul # inclusiv aparfine spatiului
L,(g). Pentru fiecare functie de acest fel se poate considera norma

e R0
Wy =11, g) + SI2, g).

cd ajutorul cireia W,S—?p(g) devine un spatiu de tip Banach.

Sd considerdm mulfimea deschisi g C R, de tipul G=R,xg’, unde
Ry reprezintd intreaga axd reald — oo < x; < o iar G’ este 0 multime des-
chlsa,de puncte (x,, ..., x,). Astfel g este produsul topologic al Iui R,
cit 4.

Consideram functiile

Bxv :gu(x_)xl =gu(¥1, -+, Xn)s (v > 0),
avind urmatoarele proprietii :

1) g’”(x)xl EL?(‘@)J

2) Aproape pentru toate punctele (%2, - -, %,) €@ functia gy(%),, 1n
raport cu variabila ¥, este intreagi de tip exponential de gradul v.

Consideram de asemenea valoarea

fllig T e )

unde limita inferioara se extinde la toate functiile &x 0 Pentru un v > 0 dat.
Are loc urmitoarea teoremi de aproximare (vezi [4], teoremele 6, 8) :

TEOREMA 1. Pentru ca f&€ Hi'l)p(@), este mecesar si suficient ca pentru
0 constantd C > 0 nedepinzind de v > 1 sd fie indepliniti tnegalitatea

Aﬂ-ly(f)’r‘ﬁ((i)é?—:f (‘U}I} (4) l

Pentru clasa W,(,-?p nu mai existd o astfel de teorema inchisa : totusi
cste util sd se stie ci pentru functia f€ ey a) CHI@G),1<p <o, are
loc o proprietate mai tare decit (4). Pentrn p =00 aceastd proprietate
de asemenea are loc, dacd derivatele partiale de ordindl 7 ale lui f sint
uniform continue.

Remarcdm ci au loc urmitoarele scufundiri

HO@ CHING) (0<r <), )
WG CHI@G) (p=1,2 .. ), (6)
H.(vj;)p(@) CW,(SL(@) 0Ly, p intreg), (7)
W@ CWEdg) . 0<p'<p; ¢, p=1,2,...) (8)
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Trebuie si amintim convenfia pe care am ficut-o in capitolul 1, in
baza céreia aceste scufundiri sint insofite de inegalitdti corespunzitoare.

Proprietitile (5)—(8) se demonstreazd usor cu ajutorul teoremei de
aproximare formulati anterior.

-+
Considerim acum sistemele de numere pozitive » = (ry, ..., #,) si de

_>- .
numere p=(py,..., p,), care satisfac inegalititile 1 Lp, Lo (k=1,..., n).
5 :
Conform definitiei, functia faparfine clasei ng) (G) :Hgl‘;n’(a) (vezi

[18]), dacid apartine tuturor claselor f](vff;,_.
* TR

Introducem de asemenea norma

i

Il 2 ):EHfHH(m (@)

- (& 1 by
) 4 iPq

-
< - (r o o
cu ajutorul cireia H- formeazi, dupa cum este usor de demonstrat, un

spatiu Banach.
Vom considera functiile

g+ =4, |

(?J;‘, == 0) (9)

=2
=
=
2t

t Uy

aparfinind spatiului L,(R,) si fiind functii intregi de tip exponential de

grade vy, .. ., v,, referitor la variabilele x,, ..., x,. Aici unele dintre nume-

rele v, pot fi egale cd oo, ceea ce inseamni ci functia g+ nu este neaparat
F v

intreaga in raport cu variabila x; corespunzitoare.
Are loc teorema de aproximare (vezi [18], teorema 2.2) :
-
v (r) ) o s 5
TEOREMA 2. Dacd f GH—;(R,L) atunct existd o familie de functii g-
t3 v
definite pentru 1 < v, <L oo §i salisfdacind inegalititile -
c

oy | < —
1./ Pooo, el o) < .
H"g'i'“ W0 0D o g;-,,ﬂ._., ) iy OO |I['Pu(RH) = T;:"
(10)
”‘Ewi, ...,vk_],m_gyl,..., Uy LIJﬂ':Ru) == o )
. n
unde constanta C ave forma
-
R wige
C=6, M—; (f, Bw) =G Y M/, (1 8),
-+ > l

tar Cy depinde numai de p, v si n.




—
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Pentru familia ¢ de ascmenea sint satisfdcute inegalititi de tipul
(10), unde variabilele x, ..., ¥, se pot permuta oricum.

-
o (r) ey 0 : 5 ;
Clasa W;» (€) (vezi [18]) se defineste ca intersectia claselor W_i:’;,i (1),
cu norma

Pl e *
I3 ) SVl gy

-

. - . r({) .
cu ajutorul careia J72 (&) devine un spatiu Banach.
->

I : . . : . ; ) .
In teorema 2, dacii f aparfine unei clase mai restrinse W~ (R,) decit
»

") ; i o o ) :
H-; (K,), atunci membrii drepfi ai inegalitifilor (10) se pot inlocui respec-
tiv cu ‘
fl . . g
O(=71), 93>0 ...; O(— "), v, =00,
Are loc urméatoarea teoremi (vezi [18], teorema 2.4 pentrd # = m):

'IEORJ:MA 3. Presmﬁmzem cd  sint satisfacute inegalitafile ;> 0,
<p<p' <o,

n 1
=1 L[—-—i]>0. (1]-)
e=1 "¢ Pc "bf
x-:]—iL[—l———L) [ ") (12)
: e=1 "¢ 'Pc f”i naeings :

r-n
§i Py =——. (asifel cd %; > 0, p; > 0).
&
] ! -> - >
Fie mai departe, 7= (Fi, =75 ta)y P =Py wrrs Pale D=3 -2 s Pu)-
Atunci are loc scf.',.cf@mdarm

HL”

Aceastd teorema se demonstreza prin metodele teoriei aproximarii

—+
@ (0us - 0)
(Ru) © M J(Ry) = H;" :; (R,).
ae i ad T . =k .
functiilor, prin functii intregi g-(x) de grad v(v,, ..., vs), adicd avind res-

pectiv gradele v,, ..., v, relativ la variabilele x,, . . ., %,. Aici un rol impor-
tant in demonstratie il au teoremele 1 si 2, precum si urmatoarele inega-
litati (vezi [4], care au loc pentru aceste functii:

ng
AL <vle,,l (14)
LY LR ’
H a1 LP(Rlxvgf) # IX@)
1 A e
3 n—m p’ A
” gj HL;,:(R ) 2 ]:[ 'U 1}3_[17{’155 ”g;} ”LP(R‘JI} (15)

E
ALmn, 1LpLp' < w).
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In prima inegalitate, care reprezinti o generalizare a inegalitdtii Iyj
S. N. Bernstein, functia gy» dupd cum am convenit anterior, este intreags
in raport cu %y, de gradul » aproape pentru toate punctele multimij
4'. In demonstrafia teoremei 3, aceasta mee,ahtato se aplicd pentry
R,x @' = R,. A doua inegalitate se aplicd in cazul dat pentru m = n.

Vom face tirmitoarea observatie. Teorema 3 in conditiile specificate
in enuntul ei, exprimd scufundarea

-}] TJ
H> (R) CH(R,)

=

Ao () . e G

Insd acum clasa H (R,) se poate considera ca inifiald i in cazul
>

inegalitatilor

1 1 L |
1\<._P’<j‘)”‘-<mt K':j—(TfP”JE-Q—>O.
v e 1 1 "

In baza aceleiasi teoreme 3, se poate trage concluzia ca are loc scufundarea
-+
B (R,) © MER,),

—P’ : ; A =¥
unde ' = (P}, ..., P)) =« P.
-5
Este de remarcat faptul ¢i dacd am trece dintr-odata de la p la p"

-
am obtine chiar vectorul p’. Astfel teorema 3, in sensul arédtat, are un caracter

tranzitiv.
-

: ; o gt
Un exemplu interesant de functie f de clasd H ;»(Rﬂ) pentru care cons-

tantele x%; definite de (12) satisfac inegalititile ;>0 (i =1, ..., n), este
functia (vezi [4,19, 20]) :

_ o H Fra 4 i) > K.f("l.j) :
f(x) =y, L= g , (16)
=1 A 2 i 1_
a ""u{‘ +,:§1 (‘ i q.,-) .-i}
2
sin—
1 1 2
e + Pl S ) = ¥ a Bl
P,‘ 4’,; ’ N(I‘,) x >

Se poate demonstra cd seria (16) converge in sensul L,(R,) cdtre o
-

-fun.cj:ie £ (%) EH(-E(R,,). Cu aceastd ocazie, pentru un & destul de mare,

-

aceastd functie apare ca functie-limitd a clasei H?(R,,), intelegind prin
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reeea Fi_qatite, iyt == )

" ; ; e dis
aceasta ca funclia nu apartine clasei H~ (R,) oricare ar

fi7si e > 0. Mai departe se poate demonstra ci daca 1 Lp<p'Loo si dacd
sint satisficute toate conditiile teoremei 3, atunci functia f se poate repre-
zenta de asemenea sub forma unei serii convergente in Ly (Ry) :

n Q ,,_e
II Fyv =——" (x)

= 1 b (17)

1 A 1 w1
ey @) 14+ (14 — —
fje! u { ( ,,')E, Q,-}

A .' . - d _*
, de unde, 1n baza celor spuse anterior, rezulti ci S(x) nu
-
numai ca apartine clasei H},E)(R,,), dar este si o functie-limiti a acestei
clase. Acest fapt arata cd afirmatia ficuta de teorema 3 nu poate fi imbuna-
tatitd in cadrul claselor H. '
Ne vom opri incd i asupra teoremelor privind prelungirea funetiilor
=4

. i .
din clasa H;—l(@) (vezi [8], teorema 2.2) :

J(x) =

8

Ny een Xy

n—1
unde b =a *

>
TrOREMA 4. Fie GC R, 0 mullime oarecare deschisd, fGH(—rl(@) (respec-
i

o

3 (r) ; 4 e T ; ;

liv fEW}:{@)) §i 8 >0 in asa fel incil Gy sd fie o multime nevidd. Atunci
-+ -+

T 45, (r) i Ar R
existd o functie fEH ;(R,‘) (respectiv jElfIf(})i(R,,)) astfel incit f = f pe Gs st
T i 4
i <0
”/”H(_}}{H”) < G|/l
r P

veshectin 7l —," | = !
(f i i/?t( v ”j ”[V}J(R”) \< Ca !"/”;.V(_IJ ((l)) ;
) P

13(@)

-5
unde Cy este o constantd care depinde de § si 7.
Trebuie sd relevam faptul ci in general constanta Cy creste nelimitat
atunci cind 8§ — 0.
Enuntim de altfel :

TrOREMA 5. Dacd (vezi [28, 21 49])
g =A :{aig_x,\{b,-; t =1, ..., 0}

este un parvaliliped, avind laturile paralele cu axele de coordonale, alunci
constanta Cy pentru 8 — 0 este marginild pentru clasa H, dacd toale numerele
T1s - oo Yu SiNE neintregi §i este posibild o prelungive pe R, din A.

In cazul cind #, reprezintd numere intregi, aceasta afirmatie, dupi cite
se pare, este de asemenea adevirati, dar ea nu este demonstrati. FEa este
valabild pentru clasele W [21].
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—+

R i
§ 3. Clasele HY, BY, W}

o Y
Clasele H(;—»)(R,L) in cazul cind p, = ... = p, = p le notdm prin HSJ(R”).

Aceste clase mai particulare, posedad proprietdfi mult mai bogate. In cele
ce urmeaza vom expune proprietatile lor mai importante.
-

In definitia functiei f din clasa H:)(R,,) au intervenit explicit numai
proprietati ale unor derivate nemixte ale ei. Teorema de mai jos da un
raspuns la Intrebarea : ce fel de derivate mixte are f si care sint proprie-
tatile ei (vezi [B], teorema 3.2),

-
TrorEMA 1. Fie fEHY(R,) si fie n numere intregi nencgative ¢y, . . ., P,
satisfdcind inegalitilile
n

Y ?,—:<1. (1)
k=1

Atunci existd in R, derivata pariiald
P et Q"f
——___l
ax%t . axl"
1 i

-
aparitinind clasei HY(R,), unde

= AN 11—y % =1
r=(r, w BT =1 gglf (=1, )
§t
GQI et @uf ‘
= <C Y
| ax% axn | : EE Hf”Hg)(;?”)
1 " ngl)(R”)

unde constanta C nu depinde de factorul aldiurat ei.

TEOREMA 2 (¢ compactitdlii) (vezi {25, 26]). Fie dat sirul de Junctii
J. avind una din wrmdatoarele proprietafi (despre clasele H,, vezi sfivsitul
paragrafului 1) :
A lLle . <K
' i H#(R,)

Iy o < K
YA

G fitnd o multime deschisd.

8 ~— Studii si cercetiiri de matematici nr. 1/1961.
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TEOREMA 4. Dacd pentru numerele r; >0, 1 < pi< p' <L oo, st numerele
naturale 1 < m <L n sint indeplinile inegalitdtile

n s 1 1 _-I;”L
lﬂE*P' ” #;r

Atunct se poale extrage un sz.'-b,sw'{fgk} st existd o asifel de funcfie f,
satisfacind condifiile a), b) si astfel incit sd aibd loc urmdtoarele proprietati :

e 5 ; ik = =5
Oricare ar fi vectorul v', care satisface inegalitdtile 0 < ¢ <, are loc
in cazul a)

1 7 f)e &
lim (| f,, — = =0 h— >0,
i, Sge(Eo] (g
tar in cazul b) : wftle \Pe P Pt e
lim o *f ,_t "n = 0 )
R_}w“f;\ “Hfﬂ*)(a) sk Z’L( ! 1)}“ (=1, . ),
e=1", \ P, P

pentru orice domeniu mirginit G' C G’ cg.

Daci g =A={m; < <l i =1, .. -, ny este un paralelipiped, avind
laturile paralele cu axele de coordonate, atunci se poate considera

e

[ .

atunci nolind cu g; = ——, are loc relatia de scufundare
e
= L

-+ -+
2 o 0 (R,) CHQ(R,,).
v o ! (r1y eny H i
Exemplele ne aratd cd pentru clasa H? — g Pl ;), unde numerele 1_;( n) ;(
5 1o Py

A . . o ﬁ . .. .
Pn nu sint egale cu unul si acelagi numir P, teorema compactititii de tipul
dat, nut mai rdmine valabili in general,

L5

In baza teoremei 3, putem si obtinem numai scufundarea

In cadrul claselor H, aceastd afirmatie nu poate i imbunétatita. De
acest fapt ne putem convinge (vezi [6]) cu ajutorul exemplului functiei-

=+ . « 2 adh < 1efa 5
limitd f, a clasei H®(R,) definitd de relatia (17) § 2. Dacd sint satisfacute

> -

7(r) (e Al o e i i 2 v - v : e

H;} 5 H?‘ B E P =1 conditiile teoremei, atunei se poate ariita cii aceastd functie poate fi scrisa
2 J

: . i pentru un b > 1, de asemenea sub forma
§1 apot sa aplicim teorema-compactititii formulats anterior, considerind

- " Preve Py,
mulfimea datd de funcfii ca o mulfime aparginind clasei HY. = = _Hl Fyo — 0; (%)
Are loc urméitoarea teoremi de scufundare (de tipul II), care di posi- f(x) pa 020
bilitatea ca din proprietitile diferentiale ale functiei f definite in R,, sa : -7 AL {' '*(1 i ;) %)
se afle proprietdfi diferentiale-ale ei in R, C R, (vezi[4], teorema 12 pentru
= whi - i o ® )
= 2 ‘ _ De aceea, dupid cum stim deja din § 2, pentru un b suficient de mare,
JI\ . v N e
EOREMA 3. Daca — TR g S Lo Vo i <
J(x) este o functie-limitd a clasei Hf.f)(lf,,}, adicd nu apartine unei clase H
: e Sl mai bune,
x=1——% —>0, (2) i ; i care ia in consideratii diferi-
et W Teorema 4 este teorema cea mai generald care ia in consideratii :
: ; tele ordine posibile ale derivatelor nemixte pe care poate sa le aibi fungjna
atunct are loc scufundarea , data, aceste derivate fiind sumabile la diferite puteri. Nu.m_el‘vdf % 1 %
- - sint astfel fncit teorema 4 se bucurd de o proprietate tranzitiva 1ut0_$ma1
l[[(r) R H‘Xr) [i) g . - -+ i e > re T
p (Ba) ©HV(R,) ca g1 teorema 3 § 2. Trecerca de la (p, 7, n) 1a (p', P, m) si apoila (p", ¢, €),
- ; » f1 1 uita intr-o s ra
" o ! = T IT ) unde pyp' <P, 1 <L em L n poate fi inlocuitd printr-o singu
In cadrul claselor H, aceastd afirmatie nu poate fi imbunititits. Com- o o 5

| o 2 o 5 S
binind aceastd teoremi cu teorema 3, § 2, se poate obtine drmitoarea trecere de la (p, 7, n) la (p"', ', ¢) si invers, dacid la fiecare trecere sint

-+ >

satisfdcute conditiile teoremei 3. In particular, trecerea de la (p, », n) la
=* = . .

" - e F o 7 P 2 Rl area « ¥ 1e:

in lucrarea [18]. ; (p', 7', ) siapoi la (p', #'", m), duce la urmatoarea afirmat

&
teoremd de scufundare mai generald, pentru clasele HE?(R,,}, demonstratd,
;p
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TrOREMA 5. Are loc yelatia de scufundare
-+ -
H;':)(RH) L HSE’J(RW):
dacd 1 m <n, 1L pLp LKoo si dacd
1 1 1% 4
TR L e
P PS5 P ot %

In cadrul claselor [T aceastd afirmatie nu poate fi imbunatatitd. Ul-
tima afirmatie poate fi verificati cu ajutorul unei functii-limita de clasi

-

(r 4 . ~ A 5 w i w“
HY(R, [6]. Mai remarcidm fincd urmitoarea teoreind care completeazi
teorema 2 (demonstratia vezi [18], 4.1) :

-
TrOREMA 6. Dacd f& H},’J(R”) si dacd este salisfacutd inegalilatea

P m4-1 Yy

atunce in wrma unei modificiri convenabile a ¢i pe o mullime n-dimensionald
de mdsurd nuld, pentru functia modificatd f, au loc inegalitdlile

Ilfl(;+ k_) _f("_) ”LP(R

J)lJ
-+ n ,]z'i'p': (0<Pi<]}, ;
<Oy =X § |k In|h|| (0; = 1), 3)
U (TS

unde b = (hy, ..., k), iar pi=rn (1=1,... n),

i
Daca fEW(,”(R,,), atunci inegalitatea poate fi finlocuiti cu relatia
mai tare

.- _ _ i O(‘ by ID’.) (ﬂ = P 1),
/25 +8) = 0],y = X, § Ol bt ) (b =1), 4
O(| A4]) ' (p: >1).

Vom observa cd egalitatea (4) intdreste rezultatele ui V. I. Kondra-
§ e v pentru functiile fE W (G) despre care s-a vorbit dejain § 1 (vezi [3]).
Ordinul in formulele (3), (4) in cazul ¢; — 1, nu este definitiv.
Aceste formule pot fi precizate dacd se evalueazi a doua diferenta
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a functiei f in locul primei diferente si atunci in conditiile teoremei
= :
4 vom avea pentru f€ HY(R,) inegalitatea
1 /o (% +B) — 2f4(2) + fi(x — F) e,y <
;u ],}_G',.‘ 0’P1<I
el (0> 1)
i
iar pentru f EWS(R,) inegalitatea
e et hd 9, 2 gy "LO (] f %) x! :
|fo(x + 8) — 2 [1(%) + Fi(x — Blleyiz,y < C Z{ o( (k) (h;— 0) (5)

i=1
Intr-un anumit sens, evaluirile date de formulele (5), (5) sint definitive,
intrucit cle se transformid in egalitafi pentru o functie-limiti de clasa

-
HY(R,), [20].

Teorema 3 poate fi completati in sensul c@ in anumite conditii referi-
S

toare la functia f din clasa H},”(R,,) se poate afirma existenta nu numai
a urmei ei flg cisia urmelor pe R, a unor derivate partiale ale ei. Cu acea-
sta ocazie, chiar gi in forma precizatd, aceasti teoremi se inverseazi com-
plet. Anume, au loc urmitoarele douid teoreme, directd si reciproci (vezi
[4], teoremele 3.3 si 3.4).

e

i - . TR . . (r .

TrorEMA 7. Fie datd funciia f(x), care aparline clasei H‘,,)(R,J), fie

1<m<<n si fie date nuwmerele NENEative Ay yy, - - -, Iy Jormind un sistem ().
Presupunem cd sint satisfacute inegalitdtile

) H lj 1 i 1
Al
S R o BESG i BN
i I';( 1 ._L > b 772 r.) =
Jj=mi1 g i=m+1 "5
;Lm-l-]'l ...—}-l”f 1 }
Atunct derivata parfiald —p—— 7 1 wrma wnei modificari con-
8xm +1 : al\'.’.ﬂ 1
venabile pe o mulfime n-dimensionald de masurd nuld, considerald ca funclic
de variabilele xy, ..., x,, pentru orice X1, <0 Xy fixali, apariine claser
=3 .
(%) i . - .
Hﬁ," )(R,,,), P (Pﬂ”, N ,(3‘)) st are loc inegalilalea

=9
| L'b”ffg,@m)(”m) <C ”f”HA(f::)(Rn”

unde Ry, reprezintd subspatiul m-dimensional al lui R, oblinul prin fixarca
sistemudut, de altfel arbitrar (X1, - - -, %)
alux+f R A’iff

(_!) — LI} (xll asal 5 ','.\"") = 7’.!”{»] __T-”_
axl 7 the: axm o
m

tar C este o constantd care nu depinde de factorul ce se gdseste aldlural ei.
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Ultima alirmatie se verificd In cazul functiei-limita.

TEOREMA 8 (reciproca teoremei 7). Fie dat vectorul pozitiv 'r_ (F 15 =z )
st toate sistemele pusabala de numere intregi nenegative (A) = (dui1, - - +» M),
a i o i St
pentru care vectorii p(l):(p§ s ,p‘,,,’) sint pozitivi. Presupunem cd [iecdrui
sistem (A) i corespunde o functie opy(xq, - . ., x,) de m wvariabile, care apar-
>
! : ()
tine clasei HR (R,) :
(7&) :
o e HE(R,). (6)
Atunci se poate construi in R, functia f(x), avind wrmdtoarele proprie-
tagi : '
"
i
1) € BY(R,)

”f“H(r)U—. ) <C E ” (Pu,) | Q(l))

unde constanta C nu depinde de factorul aldtural ei, iar suma se extinde asupra
tutuyor sistemelor (1) posibile.

aa‘m—r1+ 3‘mf

) ahmerts o =
axm-ﬁ-] co0m"

b2

R
"

-

D. D. Kudriavfev ([15], cap. 1) a aritat ci functia f€ HY(R,),
care figureaza in aceastd teoremi, poate fi definita astfel, incit ea sa fie
infinit derivabila pe R, — R,. Se poate defini efectiv un operator liniar
care sd facd ca fiecarui sistem (6) de functii gy, si-i corespunda o functie

-
fE HY(R,) infinit derivabild pe R, — R,

Toate teoremele date in acest capitol sint demonstrate prin metodele
teoriei aproximirii functiilor. In particular, in demonstratia teoremelor
—3 un rol important il are inegalitatea noastrd ([4]'§ 1) :

1

8 o Ip
Mo ey < 27" IT, ) Do,
B o

m

pentru functii intregi de tip. exponential g, ..,

Facind abstractie de o constantd, ea este un caz particular al inegali-
tatii (16) § 2. Trebuie si avem in vedere faptul ci are loc urmitoarea teo-
remd de aproximare ([4], teoremele 7, 10), care generalizeazi teorema lui
Jackson-Bernstein de aproximatie. -
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TroreMA 9. Penlru ca functia f€ H (’)(R,,), este mecesar si suficent ca
sd arbd loc relajiile :

A3(fly=As..0, (/) <C 3, —

.] U I

(s> 1),

unde constania C nuw depinde de vy,
Aici
A3(f)p=int | S — g7,

v

P”\I“)

unde limita inferioard este extinsi asupra tuturor [unctiilor intregi de tip
exponential de grad » dat.

In baza teoremei 9, se obtine usor si urmitoarea teoremi (0. V. Besov
[31]). '

TrorEMA 10. Noyma

7 k
' Ly e s
”f”ﬁ(;}l(-‘?u) = ”f”Lf,(R,;) tsup B4 (), (8)
este echivalentd cu novina ||f|| o adicd au loc inegalitatile
Coll iy < W1y < Coll s e,

unde C,, C, sint constante care nu depind de f si b > 1.

-
Trecem acuma la definirea claselor Wm Wit s BY = Bl

si la descrierea proprietatilor mai 1mportante '11e acestora.

s ty)

In § 2 s-au definit deja clasele Wﬂ’(R,,) penteils % - oy ¥y Intrepi si
s-aut relevat unele proprietdti ale lor. In cele ce urmeazid se da definitia

=
claselor W (R,) in cazul cind’ 7, sint fractionari (I, M. Slobodetki
[33, 34]). :

Fie # > 0 un numir diferit de un numir intreg, r = r 4+ «, unde 7 e
intreg si 0 < a < 1.

Fixam un numar natural ¢ (1 < ¢ < n) si scriem pe K, sub forma pro-
dusului topologic R,=R%x R’, unde R” = (— o0 < x; << o0) este axa i-unidi-
mensionald, iar R’ este subspatiul punctelor w=(%1, .., Xi_q, Xig1 -« > ).
In felul acesta, orice punct xE€ R, poate fi reprezentat sub forma

perechei «x = (x;, w), dar functia f se poate reprezenta sub forma
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|} - . =
r
(%) = f(x;, ®). Conform definitiei, functia f€E Wi? (R,) daci f€ W (R,) Yie, ca maiinainte 1 { p <oo,# >0, ;=7 + a;, unde 7; este intreg,
(vezi paragraful 2) si dacd in afard de aceasta : ! g ' 0<<l (=1, ...,n). =
e =3 gal _ ! U - . TERT + ) . S o () -
o . |f£'3(%£, w) —f.(ur;(j’;, w) | 'y Vom spune cd o functie f(x) apartine spafiului huu,jrr;r;;nal B{, ) =
| 175 H u' P dx; dy; dw. N = B " (R,), dacii ea are derivate parfiale generalizate =, in raport cu
| ) e/ i — Vi b L X
| (i) - ‘ . = i
] ‘F R R, b % awriabild x.. p-sumabi in R h — T e e Bi=1. tuelen) @i ~3
:‘ ” Vot serie tindelinilie ‘ cite o variabilda x;, p-sumabile 1111 R (e =10, 1 ) i , M) si daca
i 411! { » Ljp
! ) r 4 o <) \ L j/ = or g/
| : [f“llf ([‘ {Hf”ll [' (f’ + ”j “ (;: } 0 # “f ”BE.:')( il f“, ([\ gll . - s 1+ [a;] ]L’ !" dt =T ’(8 )
0

' o A A = I " :
" Mai departe, conform definitici avem fEW,* p:' IV( Y(R,) unde de data Aici [e«;] este partea intreagi a lui ¢;, iar of inseamnd puterea de ordinul
$ alui o

aceasta numerele r, pot fi atit intregi cit &i Cllfenle de numere intregi, i3 definiti TR Lefiniti
sta definitie este echivalenta ¢ rmatoarea definitie exprimata

dacafCiV( *‘( R,) pentrd ¢ =1, ..., n Odati cu aceasta se introduce [ . Aceastd delinifi Ble0 d e . 2Lk nifie eXprimata
in termenii celei mai bune aproximatii 4;(f), a functiei f/ cu ajutorul func-

MR G N " tiilor intregi de grad v in metrica lui L,(R,):
2 .
=l : T X Vom scrie pentru b > 1
”f“,, I {,Z’lu'f””(."')“"u) }P- B
4

| v @ .ll-!, ‘ pk
;: L. N. Slobodetki ademonstrat in cazul p = 2 teoreme analoage ”f“ a{ e ||f||me") T L; 2 A,}T., 3
1 cu teoremele 7, 8 stabilite anterior pentru clasele H. I'eoremele lui se for- ; . s
‘ | muleazd exact la fel ca teoremele noastre, daci in ele se inlocuieste pretu- & (compard cu teorema 7 din acest "pqragraf).. ‘
| ; Vrem sa spunem ci caracterul finit al uneia din normele (8'), (9) peutru
i
1

Lo e

]

| tindeni H cu W, iar p cu 2.
o functie oarecare f, atrage dupa sine caracterul finit al celeilalte si ca,

’

| In nota lui [43] s-a obfinut si teorema 1 pentru clasele Wy "). A in afara de aceasta, au loc inegalitatile
| In 1)&11g11fu1 1 am examinat clasele BM( R,) ale lui O. V. Besov. Ele ) WAl o HfH = ”f” 2 (10)
) sint cazuri particulare ale unor clase mai generale, considerate tot de citre % B,y S 5h) (s By
14 Q.- N. Besov: n ; . B ;
iy ) : unde C,, C, sint constante, care nu depmd de functiile [ consid=rate.
[ - B(r) R = 1ty R ¢ . —> - . A : ! :
W po( ) = B (Ba), 7 Spatiul By'(R,) este un spatiu Banach (vezi [10]). El este un spafiu
it care depind, in afara de parametrii obisnuiti p, », # gi de parametrul a e o e 0 Y el A :
I " 0 (1< 0<w). Ne vom margini aici la descrierea proprietatilor acestor . Sel)d?alfﬂ' s:p]re fishapbics Gospapinh o (Ry) eare il ssie i ‘spajin. separail
. clase in cazulcind p =0 (1 L p <), desi cazul p£ 0 prezintd si el ‘ (vezi [32, 31]). 5 ,
i 1 interes ; in accst caz alaturi de p finit sc_gaoate considera si cazul p = oo, Pentru spat'ul BY(R,) au loc exact aceleasi teoreme de scufundare
| | 0 - lrd G Do = a -' . >
i) Vom fncepe cu (lefim'tia claselor B (R.), pe cafe le vom nota cnu ‘ ca teoremele 1, 3, 5, 7, 8 pentru clase, adici ele ramin adeviarate daca
i R se Inlocuieste I cu B (vezi [10]).
simbolul mai simplu B(')(R,,). Atit definifia, cit si teoremele despre care in particular, din teorema 1 rezultd ci clasele BY(R,) si BY “"(R,)
il va fi vorba mai jos apartin lui O. V. Besov. . sint echivalente, ceea ce vom nota prin egalitatea
| ‘ Vom introduce modulul de continuitate de ordinul intii si cel de ordinul P B b
' al doilea al functiei f € L,(R,) in raport cu variabila x; cu ajutorul rela- : LB L :
tiilor : - ' S . 0 ;
- O. V. Besov a aritat cd pentru 7, fractionari, clasele BY(R,) si

w, (f, te) = o (f, te)) = sup||f x4 ue;) — f (%) Lyttt > )
WE(R,) sint echivalente, In felul acesta are loc relafia

w, (f, te;) :ITIIEUI ,4:+.4w,) —2f(x + ue;) + f(x ”’-p“‘ ; ' ' '

unde ¢; este versorul axei x;. ) 1 E )(r)( w =W (r)( "), (11)

e — s
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dacd tofi 7; sint fractionari. Aceastd egalitate (de echivalentd) se mentine

=%
$i pentru orice # dacd p = 2,

O. V. Besov a stabilit de asemenea valabilitatea urmitoarelor
scufundari

= -+ -
: Bg)(Rﬂ) = Wg,(Ru) d&Cé 1 =T p< LI
& - (12)
Wi(R,) C BYA(R,) daci 2. p <o,

-
care au loc pentru orice 7. Aceste fapte au fost deja remarcate de noi in
cazul 7y = #5... = 7, = 7 in paragraful 1 (vezi (9)). Acolo s-a observat ci
pentru 7 intregi §i p-£2 expresiile din membrii stingi ai relatiilor (12) se
deosebesc esential de cele din membrii drepti.
Legdtura dintre clasele corespunzdtoare H si B sau H si W se vede
din drmatoarele relatii:

= ]
5 B(R,) -
HYYR HO(R r<7
P ( ’4} c oy C ( n) (?’ <7 ) >
WP(R,) :

De aici urmeazd, de exemplu, cd evaluirile (3), (4), (5), (6) din teorema 6
se extind asdpra claselor B si W. Dar pentru clasele B s-au obfinut [32]
si evaludri speciale, proprii lor.

Pentru a ne da seama de rezultatele care decurg din (11) si (12), si

-
cautdm sd vedem in ce mdsurd este adevarati pentru clasele WY (R,) teo-
rema analoagd cu teorema 5.

Fiel<men 1<hg ' <o

1 VU 1 1
Bl =yt P Sl e iy
i

Atunci scufundarea

-
(r)

-
W3 (R,) C W5 (R,) (13)
are totdeauna loc in cazurile enumerate mai jos :

- -+ »
v s1 wr fractionari;
-+
2)
> >

3) » este oarecare, iar w7 este fractionar, daci 2 < D <o,

Folosindu-se proprietatile (11) si (12), pentru clasele W se pot obtine
de asemenca teoreme analoage ale teoremei mai generale 7 si ale teoremiei
8, inversa teoremei 7

Ry
este fractionar iar xr este oarecare, daci 1 < p' 2,

(&
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§ 4. Proprietiti ale functiilor din clasele HY, W, BY, definite pe
varieti(i diferentiahile

Clasele H)(g), W5(g) au fost definite in § 1. 0

Vom remarca faptul cd facem o deosebire intre HY==7 H},”. In defi-
nitia primei clase au intervenit numai derivatele in raport cu cite o varia-
bild ale functiilor, iar in definitia celei de a doua clase, atit cele in raport
cu cite o variabild cit si cele mixte (in raport cu mai multe variabile).

Aceasti observatie se referd si la clasele W si 5.

Vom remarca de asemenea ci in virtutea teoremei 1 § 3, despre deri-
vatele mixte, pentru & = K,, valabild de asemenea si pentru f:lfxslele b
(0. V. Besov [10]), precum si pentru clasele W, au loc egalititile

HY(R,) = Hy* " ()
BY(R) = BE YR,

care exprimi in mod conventional echivalenta claselor respective.

Mai remarcim ci daci frontierea S a mulfimii g este o suprafatd de
clasa C(_’H)(adicé este o suprafatd de -1 ori contindu derivabild), atunci
functia fEHY (@) pentru » diferit de un numir intreg (san fEWﬁ,:)(@")
pentru 7 oarecare) se poate prelungi in R, cu péastrarea claset, astfel incit
sa aiba loc inegalitatea

1, < € 141

H) (&)

HY (R

: I s e

”j””’f,f)(h'n) = Hj | ”,}:)((;L)
unde constanta C nu depinde de f (vezi [27, 21, 28]. Evident ca funcfia
fewa), fEHP(G) pentru v diferit de un numar intreg se mai poate
defini ca o functie care se poate prelungi in R, astfel incit functia prelungita
rewa), e H(@). -

P A i - = o . f "t.". EH(r) @)

In cazudl lui 7 intreg, teorema despre prelungirea funcfici f b (
bandim ci are de asemenea loc, dar acest fapt nu este dovedit. o

. ¢y o P yssn

Din teorema 4 § 2, referitoare la prelungire, rezulti ca dacd fEW) (4)
sau fEH" ", atunci FEW(Gs) respectiv FEHY(Gs), oricare ar fi § 0.

Mai are loc si urmitoarea teoremi ([5], teorema 2.4).

TEOREMA 1. Sd presupunem cd, cu ajutorul unei transformdri de
v + 1 ori continun derivabile

Xy =W Wiy o] ) (f=1, o, 5) (1)
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~
' punctele x = (xy,. .., %,) ale mulfimii deschise G se transformd in mod biuni- Ne ddm numerele arbitrare /i,y q, ..., #, i definim in vecinitatea
! voc in punctele u = (uy, ..., u,) ale altei maudtimi Q si cd jacobianul lrans- o functia : .
[P 0 . Y . - B 2 I 4 "
ormariy este mdrginit superior st inferior de constante pozilive. . o LI wA y (i)
f : il j)(r) st 1nf 2 le pox M2+ % BN;|=flw + % U_{J)]z?-, s X Y By,
Atunci, dacd f(x) € H)(G) (sau dacd FEWL (@), functia transformati mil mtl mpl
i ) n : 2 (
‘ f(u) :'f(lpl(ull Sty “Jl)' ey Lpll(f’f’la i ’l}bm)) ‘ s "PifH-l + E 0!}3:]|—llllﬂj. oy @y + E Otjf)kj) =3
| : . ; = . . F=m+1 j=m+1
i1 aparfine clases Hﬁ,”(ﬂa) (saw f(u) EWE (Qp)). i
| y = F(x G B hy) = F (ES (4
i v S it 4 ; e C AR ) oo b B
‘ 54 consideram suprafata S C R, care este o variatate m-cdimensional, (%1, s Xy P15 y ftw) (h) (4)
' | marginita si diferentiabild definiti in felul urmator. S este o multime apar- B de variabilele %y, %y, . .-, Xy, By 4 =+ By Dacd e pi)_sibi} sd se modifice
! il finind lui R, si astfel incit fiecare punct x, al ei poate fi inconjurat de o aceastd functie pe o mulfime n-dimensionald de masurd nuld in aga fel
1 sferd n-dimensionala cu centrul in punctul respectiv si cu o razd suficient incit in urma acestei modificdri pentru o anumitd functie F(x,, ..., x,)
; de micd incit sfera sa separe din S o portiune o, definiti, cu o numerotatie sd aibd loc relatia
I corespunzatoare a coordonatelor, prin ecuatiile .
“ P d N ¢ 1; 11n1 SS | F(fl) = Flp (le v .d:\‘m =)
iy 4 2 a — 7 7
=% s ey Xp) (k=m1, ..., "), (1) ; T ligls0 o
!, " i : 1 o k=m+1
1| cind punctul (x,, ..., %) parcurge un domeniu o, m-dimensional. Aici " y — s el trchider i il gt ok ; o
i | functiile @, (k=m 41, .. ., n) au in ¢ derivate partiale continue pina la 01‘1caretar fi dOl‘llle.l‘llu o'’ a cérui inchidere apartfi g, atunci vom spun
[ ) .= e " s i rma lui f pe ¢ §i vom scrie
: ordinul cel putin » + 1. In afard de aceasta, se presupune cd e posibil ca ci I este urmalui fpe o 5
i | fiecarui punct ¥ € ¢ s3 se ataseze n —m vectori unitari flo=F(%y, - %n) =F(%1, -+ ) Zos Py - ) @)
11 . : o - 7 .
i N N 9 ' Se poate demonstra ([5] § 4), ci dacid f€ HY(R,) (cu atit mai mult
‘ : mityn., N ) ! D O(R,), intrucit ultimele doud clase f te di
daca fEW,'(R,) sau fEB'(R,), intrucit ultimele doud clase fac parte din

ortogonali intre ei, in asa fel incit fiecare din ei sa fie ortogonal la varietatea prima), S este o suprafatd de clasa &> 7+ 2 si

= -

[ . £ ol e S . -
I lineard tangentd in punctul » la S. Proiectiile acestor vectori = : yom B=B s (5)
| | ﬂ
! ~ » ‘ o ;
' 7 . . ) .
| Nj = (af, ..., ol#) (j=m4+1,..., %) atunci functia .
f I ':fls
it : sint funcfii de x,, ..., x,, avind derivate partiale continue pina la ordinul are sens, ea nu depinde de alegerea vectorilor normali (3) si in cazul c&
| v+ 1 inclusiv. portiunea ¢ a varietdtii S este datd explicit prin alte coordonate, diferite
[ 5 b o f () Tedel . . de x;, ..., x,, functia F se transforma in noile coordonate asa cum se face
Dacd o functie oarecare f€ H'(R,) este continui, atunci ea induce a 1 P Sy 3 v ; :
a 12t are f p () ua, ! in cazul functiei f(x,, ..., %m Pui1, - - -, @a), Infeleasd in sensul obisnuit

pe varietatea S o functie anumiti f|g. Pe fiecare din portfiunile o, aceastd

f i i isa ; io tui termen.
il funcfie poate fi scrisd cu ajutorul funectiei al aces

Intrucit fiecare punct al lui S poate fi acoperit de o portiune deschisi
{ 7 = 5 v, Jealg . . = A s : (") .
i F(xy, oootm)=f(2y, ..., %, Pty + v o5 D) (3) o definitd mai sus, atunci in conditia (5), pentru Ufuucjcla JEHY{R,) se
: determind urma f|, = F prin metoda indicatd. Dacd » >1, atunci pentru
de variabilele x,, ..., x,, definiti in domeniul m-dimensional o respectiv., ; () N ; af (@ =1 4
] e Lt : L : . e o EH(R,) existd derivata EH A (R)e =7 pentru care, in
Desigur ca aici, aceastd functie noi in mod conventional o exprimam explicit funshia ety | k) exista desivate 9% v (), :
prin primele m coordonate. In realitate, pe fiecare portiune ¢ aceste m conditia
coordonate, in general, se schimbai. _ amm g
In cazul general, cind functia f nu e obligatoriu continui, ea este e b
definitd pe R,, abstractie ficind de o multime #n-dimensionald de masuri
nuld gi de aceea functia f|; rimine nedeterminati. Vom stabili imediat
ce infelegem fin acest caz prin f,.

la fel cum s-a determinat urma f|,.

s poate determina urma
axi s

|
|




:,,_T‘.

o et
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Daci functia f are un numdr suficent de derivate paifiale continui,
atunci se pot exprima prin functia F(%) (vezi [5]; valorile pe o ale oricérei

derivate mixte a lui f dupi directiile N; (j=m 1, ..., n). Anume
i rE (B " :
-Na'lr:-l-la ! N N afﬂ'mfl L htu (?\ = E 7\3')' (6)
6 werl | i 61 w19 e B E) "“ M=

In cazul general, egalitatea (6) se poate considera ca definifia urmei
derivatei mixte a functiei f/ pe o. Derivata mixta a functiei f indicatd in
partea stingd a egalitatii (6) se defineste pe porfiunea o a varietdtii S ca o
functie de x,, %5, . . ., &, citre care tinde in medie pe ¢'' C o', atunci cind

"
2 . . 53 w " Y
hi — 0, derivata mixta corespunzatoare a lui I7 serisa 1n partea
k ) (h)s

w1
dreaptd a egalititii (6). Prin aceasta se definegte de asemenea gi derivata

mixtd pe toati suprafaa S.
Daci punctelor porfiunii o se ataseaza un alt sistem de vectori normali

1\7;5(9_;(&), e 80, S0 (h=m—+1, ..., 0
cu formulele de transformare
Gy = (N,;, N,) (B s =1, w1,

atunci functia Fy) corespunzatoare acestui nou sistem, se exprimid prin
functia Fy, introdusd prin egalititile (4) in felul urmitor :
F(h) == F(-'\’l) sy X [{m-i-ln CR 0 Hﬂ),
=
" (‘)
Hi= Y, Ci by (= L1, ., 7).
j=m-t1

Vom acopeti varietatea noastrd S cu un numir finit de porfiuni des-

chise a7, o a: care se exprimi explicit, fiecare in parte, prin coordo-
natele x,, ..., %, (sau prin alte coordonate) cu ajutorul ecuatiilor
> - A A - L
A= fpj(,\ 1 ey X (-1'11 ey -1'111) EG,‘.
k=1, .. mt r=mwm-1,. ... 85
Inlocuim pentru fiecare & porfiunea o printr-o porfiune deschisa
a, astfel incit o, C oy, iar sistemul o,, ..., o, sd acopere complet pe S.
Punctelor fiecdrei portiuni o, atagim un sistem de vectori unitari,
Nups1, -, Ny, normali la S, supusi conditiilor pe care le-am exprimat mai
sus. Varietatea S, impreund cu acoperirea o, ..., 6, formata in felul

acesta, se noteazd cu S*.
Convenim si scriem
orf

A AT A
] 4m+1 " "
61\ m+1 aNN s*

= H}P)(S*) :
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daca pe fiecare portiune o;, pentru normalele N,,‘Jr] ..., N, atasate ei,
] A . ~ . . 2 . o
functia corespunzitoare de variabilele (xy,..., x,) (sau de alte variabile)

are proprietatea ca

€ H(s})

T

atf
aNlm'l—l_ e aN::n

m--1

unde o, este proiectia lui 6, pe subspatiul x, .. ., %, Mai presupunem ci

v v B

HJ(r,Q)(S*) "

I

aN:“-Jl;+l_ = aNin alwl,u—i 1 ON:L”

m--1 S* m+1 I'I},Q)(O}t)
O definifie analoagd are loc pentru clasele W@(S*) intregi si fractionare
si pentru clasele BR(S¥).

Are loc urmatoarea teoremi, precum si reciproca ei (vezi [4]), care
generalizeazd (pentru 7, = ... =7, =7) pe varietiti netede, teoremele 7
si 8 (vezi [4]) formulate in § 3.

3
TEOREMA 1. Fie f€ HY(R,) si fie dat sistemul (2) de nwmere intregi
nenegative hyyq, - - ., A, pentru care '

n

= % n ®

k=m-1
51
(4) 0w — in
e By ) q
P i (9)
Atunci
A (&)
2 ens
aNmil = == (’)1\‘ u" &F
ot/ .
o SR o w <CA Lo,
H 3Nm++ul‘ i aN”n st H;()Q( J)(5"’) oty

unde constanta C nu depinde de f.

TEOREMA 2 (reciproca teoremei 1). Iiie datl in spafiul R, un sistem

Jfinit de wvarietiti

DSy
care nu se vntersecteazd doud cile doud, avind vespectiv dimensiunile

— ’n‘}lk

P

> U)

My, -, WY (1’ -
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Fiecare varietate e acoperitd de un numér finit de portiuni ¢ agezate
pe ea, care se' acoperd reciproc. Aceste portiuni se exprimd prin anumite
my, coordonate cu ajutorul unor egalitdfi de forma

p=qp(%y, -, %)  (B=my+1, ..., n)

si de punctele lor sint legate anumite sisteme de vectori Ny 1, - -+, N, nor-
mali la o. . 7 _

Mai departe se dd un numdr pozitiv 7 si toate sistemele (2;) posibile
(admisibile) de numere intregi nenegative A, 41, ..., A, atasate fiecarei

varietati S; pentru care.
i

A= Z R ==F
',-':karl
1) n —im !
ol Pram o
p

Tiecdrei porfiuni ¢ ce se giscsie pe varietatea S; si fiecirui sistem

admisibil (1) se atageazd functia Iy, o definitd pe porfiunea o, care se mai

poate nota si cu Fy),,o. Dacd porfiunea ¢ se exprima explicit prin coordo-

natele %y, ..., &, (sau prin alte my coordonate), atunci sia presupunem
ci functia exprimatd prin aceste coordonate apartine clasei

=)

B o) = ™)),

unde o’ este proiectia portiunii ¢ pe subspatiul liniar al variabilelor
Xq, - - -, Xmy, (sau al altor variabile).

Pe pirtile comune care se acoperd reciproc ale porfiunilor ¢ ale uneia
si aceleiasi varietdfi S, functiile F),, o se presupun puse in acord intre ele,
in sensul ci ele verificd formulele corespunzatoare (7) de transformare a
unui sistem de vectori normali ]_\f,,,k, ..., N, in 4altul si a my variabile in

altele, necesare pentru ca sa fie posibile egalitatile
1 ¥
orf
A +1 7 A
& N
aN o i

n k—H

(10)

=Fay,o

pentru toate sistemele (1), admisibile i pentru toate portiunile care
acoperd una si aceeasi parte a varietdtii S, pentru una si aceeagi functie

f(xll L :\Fu)'

| a n . Sl 9
In acest caz in spatiul R, se poate construi functia f(x,, ..., x,) care
satisface turmitoarele conditii :

1) f€ H(R,) .
||f||n(h’)ue”)‘< Cg:. (1210 | Ewg ol (™).
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unde € nu depinde de functiile Fy) o Aici a dova sumi se extinde asupra
:(u‘ruror.mstemeloyr admisibile M1, -0, My corespunzitoare portiunii o,
in functie de }1t1maru1 de dimensiuni ale ei, iar prima sumi se extinde asupra
tuturor portiunilor posibile ¢, care conform condifiei teoremei acoperi
varietdfile noastre.

2) Pe porfiunile corespunzitoare o, pentru normalele N,,_,kﬂ e

% A . T T 7 %
definite pe ele, sint valabile egalititile (10):

} 11{ cazlt}‘] cind S este o varietate cu m = n — 1 dimensiuni, nit e necesar
sa ne ingrijim de acordarea derivatelor normale, date pe diférite portiuni
de fur_lc‘,[ii.care se acoperd pe S, pentru cd in fiecare punct x, €S e;:isté
numai o singurd normald la S al cirei sens se poate alege in muod arbitrar
dar odata ales, acest sens ramine determinat. In acest caz teoremele 1 9
se reduc la urmitoarea teoremi : J by

TEOREMA 3. Dacd f € Hg){R,,), atunci aw sens functiile

L0 .
= L (11)
Pa GHIS_ 7;)(‘?), (12)

pendru tofi N intregi nenegativi pentru care
1
# R —— )
P

I J nvers, dacd pentru fiecare astfel de % se dd o Sfunctie care satisface con-
ditia (12), atunci existd [ € HY(R,) astfel incit sd Jie satisfacutd velatia (11).
L. D. Kuadriavtev a demonstrat ([15], teorema 9.4) ;é daca
sup‘r:’\ifal:a S este de % ori continuu derivabild, atdnei functia se poate cons-
trui In asa mod ncit ea va fi de & — 1 ori contindu derivabil in R,— S si

integralele
(S i)+ e artef
: oxt .- oxy

P 1/p
dR) e

n

(isf«—s +7, lézbgco]
1

vor fi finite, oricare ar fi € >0, ¢ i x

; >0, unde 7 este distanta de la pumnct ;

integrare pind la S, ’ e
: Teorema 1 si reciproca ei 2 au fost demonstrate in lucrarea noastrd
[‘ 1. Ambele a]cest'e teoreme au fost extinse de 0. V. Besov (vezi [107)
gi la clasele B. Aici O. V. Besov pleca de la urmitoarea definitie a clasei

(r) . 7 .
Bys(€4). O functie [ apartine acestei clase dacd ea poate fi prelungiti pe

9 — Studii 5 cerceldri de matematici nr. 1/1961,




130 5. M, NIKOLSKI 34

R, astfel incit functia 1')1'e1ungitz”176 B},’A(R"). Clasele ]3&-,’%(5‘), unde SC R,
este o varietate 7 4 2 diferentiahbild, se definesc acum la fel cum au fost
definite clagele Hy(S).

Teoremele 1 gi 2 sint de asemenea valabile si pentru clasele W lite-
ralmente In acele cazdri care atl fost complet analizate in § 1 cud ocazia
teoremelor de scifundare pentrd clasele W(R,) si W(R,,). Acolo se poate
inlocui pretutindeni pe R, cd o varietate m-dimensionala de clasa 7 - 2.
De aceea nu vom repeta formuldrile respective. Trebuie sd avem in vedere
faptul cd in acele cazuri referitoare la $ si 7, cind clasele W si Bf(«,") n coin-
cid, ne putem folosi de relatiile (14) gi (15) § I (unde trebuie sd se inlocuiasca
R, cu o varietate m-dimensionald S). In forma generald, teoremele 1, 2
ad fost demonstrate in intregime pentru clasele W de O. V. Besov i 5. V.
Uspenski, insd inainte de aceasta erau cunoscute o serie de cazuri par-
ticulare ale acestor teoreme : pentru p=2,7=1,m=n—1,H. Atonsza-
in [7]; si alti autori ; pentru p=2 gi orice », I, N. Slobodefki [8];
penttur =1, m =n — 1 p522, E. Gagliardo [9], pentrur =
=2,3, ..,p#2sim=mn—1, L, N. Slobodetki [8],iar pentru m
oarecare 0.V, Besov [10].

-
Apoi O.V. Besov a creat clasele sale BY, in particular clasele
Bf;}, si a demonstrat o serie de proprietafi interioare ale lor, adicd proptie-
tati exprimate numai in limbajul corespunzator claselor B. Despre acestea
s-a vorbit mai sus in acest paragraf si in cele precedente. In particular,
el a demonstrat teoreme de tipul 1, 2 pentru clasele sale.
Un timp oarecare nu s-a cunoscut de loc legitura dintre clasele B si
W. Se stia doar ci BY(R,) — WY (R,) pentru orice 7 > 0. Pentrd p 72
arbitrar insd, problema dacd clasele respective W si B sint echivalente
a rimas un timp o problemd deschisd. Prin aceasta se explicd faptulcd
cercetirile cu privire la teoremele de scufundare ale claselor Ws-au fécut
independent, fird a selda in considerare teoria deja creatd a claselor B.
In aceste conditii S. V. Uspenski a obtinut toate teoremele de scufundare
(de tipul I, 1T, III, vezi § 1), printre care si analoagele teoremelor 1, 2 dis-
cutate de noi acum, care pot fi exprimate in mod obiectiv in limbajul cores-

punzitor claselor . Una din aceste teoreme, si anume reciproca teoremei
n— m

2 pentru S = R, si cind numarul kA =» — >0 este un numar frac-

tionar, a fost demounstratd concomitent gi independent de catre 5. V. Us -
penski si de P.V. Lizorkin [19].

Numai dupi aceasta O. V. Besov a demonstrat cid clasele W sint
echivalente cu clasele B pentru 7 fractionari si pentru p (1 < p << o) oare-
cari si in felul acesta toate teoremele de scufundare pentru clasele ¥ unde
interveneau numai # > 0 oarecari si numai indici k fractionari se aflau

in fond inci in teoria Idi despre clasele B. In afari deaceasta, 0. V. Beso v’

a lamurit faptul cd problemele ramase in urma rezultatelor lui 5. V. Uspen-
ski (vezi pirtile de exceptie din teoremele 1.5i 2 § 1) in realitate nu se rezol-
vi in clasele W, insi se rezolvd complet in clasele B (vezi § 1, [14] si [15]).
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Am considerat anterior o suprafatd méarginitd S de clasa kv -+ 2.
Aceste rezultate se pot extinde si la cazul suprafetelor netede pe porfiuni
formate dintr-un numir finit de portiuni netede, insi conditiile de tipul
(11) trebuie si fie completate cu alte citeva conditii, pe care trebuie si le
satisfacd functiile @, in punctele de intersectie ale diferitelor portiuni
netede 6 C S. Vom formula rezultatul respectiv pentru n =2. Pentru
aceasta, va fi necesar si introducem o anumiti nofiune noud, pe care o
vom ildstra mai bine prin urméatorul exempld simpld.

Sa consideram in plan o functie neteda, de exemplu un polinom alge-
hric P(x, v).

Notdm prin I' linia formatd din T'; reprezentind semiaxa pozitiva y
si I';-semiaxa pozitivik x. Pe I' introducem lungimea arcului s, considerind
ci s = 0, corespdnde originii coordonatelor, iar valorile negative si pozitive
ale 1ui s corespund respectiv punctelor lui I'; si I',. Normala nla T' o indrep-
tim in interiordl cadranului intii (v = 0, ¥ > 0). Atunci functia

(s) = L
P | an |
va fi definitd de egalitatile

4P
— (0, —5s) (s£0),
ax

. :PI(S) = 6P
— (5,0) (s >0).
0y

Derivata ¢(s) este, in general, o functie discontinua. Pentru s=0, valo-
rile ei limitd la stinga si la dreapta se calculeaza cu formulele

2
#,(0—0) = — 22 _(0,0),
oy ox
5 92P
¢,(0 40) = 0,0).
1 oy (

De aici apare in mod necesar legidtura dintre aceste valori limitd, exprimata
prin egalitatile

91(0—0) + 93(04+0) = 0. (12)
Se pot considera functiile
P 2P
=] O = ,
Po 0 @1 B P2 ant |,

si se poate presupune ci I este o linie unghidlard formata din doud portiuni
destul de netede I';, I'y, tnite in punctul x,, care corespunde valorii s = 0.

Atdnci pentrd s = 0 intre valorile limitd la dreapta si la stinga ale
derivatelor Iui @) apar anumite relatii liniare, al ciror cel mai simplu exem-
plu este relatia (12).
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Dacd se did numirdl p > 0, atunci relatiile care apar intre valorile
l[imita cpaﬂ;z)((},,, 0) si cpﬂ:*)({}—[-(l) pentrd A; + Ay < p le numim relatii ﬁlﬂ‘f,’
Acum sintem pregititi pentrd formularea teoremei noastre.

TeOREMA 4. IYie dat intr-un plan un contur ' neled pe porfiuni,
Sformat din porliuni netede T, . . ., Uy de ordinul v-2 de netezime, cu unghiuri
nedegenerale, cu virfurile Ay, ..., Ay, Dacd functia f(x,y) aparfine clasei
HY(R,) si

ot
wl5) ==L
@a(5) T

’
iy

alunci pentru tofi h naturali admisibili (mh'mf asifel ineil v — » — nd >0]

il

i G
P E Hyp (T'%) (k:],Q,...,N)
st -are loc inegalilatea

<C Hfllﬁg)(f?n)’

Sl %)

4 (')
unde C este o constantdi care nu depinde de factorul ce st aldiuri de ea.
in afard de aceasta, dacd p=7r — % = 0‘, atunci fdunctia ¢, satisface
relatiile Jflffi? pentru toate punctele unghidlare 4, ale conturului L.
Are loc de asemenea si teorema reciproci.
TEOREMA b. Fiey >0, 7 — =L pl= E - oc,E intreg, 0 < o <1, 1ar pe
un contuy fragmentar neted, cu 1,n-n£rizvfm*¢' nedegenerate pentru lofi \ > 0 nati-
rali admisibili | adicd de asa naturd incit v — h — k] >O] se dd un sistem de

; y 4
Sunctii @, (s) avind wrmdtoarele proprietdli

()

1) 9, €H, (Ty) pentra v —x — %d-z'j'mfz.’ de un numdr intreg,
(r-2--) i
9, E W, Py pentru y —n— . intreg
=1, ).

2) Fuynctitle o, satisfac in punciele unghiulare A, ale conturului T'

2

et

o , 2 : 1 e Sy :
relatiile 4, BT pentru v — Z >0 si v — — diferit de un numdr intreg st
P b
1

r
velafiile A, P pentru v — L 0, intreg.
i

123/ DESPRE TEOREMELE DE SCUFUNDARE, PRELUNGIRE S5I DE APROXIMARE 123

Atunci existd o functie f (x, v) € HY(R,) astfel incit
1
PR

1My < € Bl (72D

N ep o
(-r — A — —| diferit de wun numdr inlreg,
b

1
. - ¥—Ah— —
1/ ”H}:‘)(N“_) <C !,E;L [l %4 ””‘{ ? )(Fk) )

ke
(?’ =N — —) vilrey,
P

st egalitatile (13) sini salisfdacule pentru loli N admisibili.
In ambele teoreme 4 si 5 date mai sus, tn rol important il are numaral
o v gttt ; 5
Yy =7 ——. $i andme, dacd y >0, atunci se iveste necesitatea de a lua in
P

considerare nu ndmai proprietifile diferentiale ale functiilor o, pe diferitele
7 =
(=)
A s
., v w 2 ; : :
Remarcdm cid dacd r — = >0, atunci are loc scufindarea (vezi teo-

porfidni netede I'y, ci si relatiile

rema 1, § 1 pentru clasele Iﬁ’) ;
S e
Ho (R cC HMNR,)
si in felul acesta, pentru functia f€ HY(R,), derivatele partiale de ordin
2 sint continuve, si ca pentrd {funclile limita

ce nul depaseste pe » — =
P

_ 9

on*|n

Pentru clasele B gi W cu » arbitrari, teoremele de tipul 4 ¢i 5 pentru
suprafefe S netede pe portituni nu au fost studiate complet in literatura
de specialitate. Trebuie totusi si remarcim urmitorul rezultat al lui L.
Gagliardo [9] (vezi de asemenea [39]), care a examinat teoreme de
tipul 4, 5 pentru 7 = 1, pentru o suprafatd S care poate fi nd numai fragmen-
tar neteda, ci chiar si mai general,

TroREMA 6. (E. Gagliardo). Sd presupunem cid suprafaja S care
mdrgineste domeniul g se poate impdrti in asemenea porliuni ¢ care se acoperd
reciproc, incit ficcare din ele, dupd o eventuald permulare a coordonalelor
este definitd de cite o ecuatic de forma

@, au sens relatiile Hi P)(R,,').

=%y, -, Xu_q), (Z1=0 Znia) E 6"
unde o’ este proiecfia porfiunis o pe planul x, = 0. Mai presupunem cd funclia
@ de pe o' salisface in raport cu loale coordonatele x4, . . ., x,_, 0 condilie a lui
Lipschatz.
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Atunce
(-3)
wigicw, P cwlig) (1<p <)

Am remarcat deja in teorema 3 rezultatul 1di I,, D. Kudriaviev, in
virtutea cirdia; in conditiile acestei teoreme, funcfia f prelungita pe R,
de pe suprafata S, poate fi derivabilda de k—1 ori, daci suprafata este
derivabila de % ori. Prelungind functia de pe suprafata S pe R, astfel incit
ea sd aibd mai bune proprietati diferentiale la limitd in domeniul & cu
frontiera S, putem impune si conditia ca ea sa satisfaci pe K, o anumitd
ecuatie diferentiala, de exemplu si fie o funcfie poliarmonica. Mai jos se
dati rezdltate de acest gen, care au un caracter definitiv §i nu se mai pot
imbundtédti in cadrul acelor clase in care ele se formuleazai.

in baza teoremei 2, aplicind metoda variationald (vezi S.1,. Sobolev
[2]), se poate afirma ci dacd un sistem de functii Iy, satisface conditiile
teoremei 2 si 7 >/, atunci existd in 4 o singurd functie fE€ w(@g), care
satisface in £ ecuatia poliarmonicd AY(G) si pentrd care sint satisficute
egalitdtile la limitda (10) (vezi [27]). Dupd cum am mai remarcat, teorema
2 este valabild in intregime, dacid se formuleaza pentru clasele W si atunci
in baza ei, dupid aplicarea metodei variafionale, se poate afirma (L. N.
Slobodetki [8]) cd dacd sistemul de functii Fy), satisface conditiile
teoremei 2 (enuntate pentru clasele W) si » = [, atuinci exista in & o singurd
functie f € WY (g) care satisface in g ecuatia poliarmonici A'f = 0 precum
si conditiile la limita (10). Invers, dupd teorema 2 (enuntatd pentru clasele
W), din faptul cii f€ WY (), urmeazd ci pentrd f sint satisficute proprie-
tatile la limitd (10). Astfel s-au obtinut conditiile necesare i suficiente
pentrd o functie [-armonicd, pentri ca ea si apartinid clasei WS (g), dacd
frontierea S a domeniului & are ordinul de netezime [ 4 1.

Teoreme aseminitoare, care exprimi in limbajul corespunzitor pro-
prietdtilor functiilor-frontierd conditiile necesare sisuficiente pe care tre-
buie sd le satisfacd o functie l-armonicd de clasd datd, pot fi gdsite s in
cadrul claselor H. De exempld In cazul cercului unitar ¢ din plan, are loe
urmatoarea teoremi la limitd (pentru p=2, [23], iar in cazul general Ia. S.
Bugrov [29],vezi siT. I. Amamnov [30]), enuntata pentru clasele H.

TrOREMA 7. Fie functiile de perioadd 27
ox(0) € HiTH (R (k=0,1,.. ., 1—1; 1< pLoo; r>0).

Atunci functia poliarmonicd u(p, 0) de coordonatele polave (0 p <1,
0 << 0L 2x), care rezolvd in cercul unilar o problema la limitd

Aup, 6) =0 (15)
9Fu i
L2 =) (k=0,1,...,0—1) (16)
6P =1
ot 1 o 1)

aparpine clasei H, 20

&
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Aici, asa cim am convenit pretutindeni, egalitatea se infelege in sensul
egalitatii :

(vezi observatia de la sfirgitul § 1 cu privire la clasele periodice).

Dach se compari afirmatia teoremei 7 cu teorema 1, vedem cd in
acest caz s-ad obtindt conditiile necesare si suficiente, exprimate in limbajul
corespunzator functiilor la limitd, pentru ca sa existe o funcfie l-armonica

(+++4-)

o

— 0 (P — 1)
aPI.'f

(P,0) — #u(8)

Lp(0,27)

care si apartind clasei H, (o).
Aici modul in care se pune problema este ceva mai larg, pentru cd in
1 2 N o i 0 B
exponentul 7 + I 4+ — — 1, numarul 7 poate fi orice numar pozitiv.
y

O teoremi asemdinitoare pentru clasele H (exactd de altfel la limitd
tn cazul numerelor # diferite de numere intregi), a fost obtinutd in lucrarea
lui O.V. Besov [35]in cazul unei functii armonice in semiplanul superiori
g¢iin lucrarea lniN. I” Mozjerova [36] in cazul unei funcfii armonice
de 3 variabile, definitd in domeniu cu ajutorul unei functii destul de neteda.

Teorema 5, de asemenea poate fi intdritd intr-un mod corespunzitor.

in baza teoremei 5, aplicind metoda variationald, se poate obfine
urmitoarea teorema de existentd pentrd solufia problemei poliarmonice
(I-armonice)

Au=0,

intr-dn domeniu ¢, mirginit de un contdr I' neted pe portiuni, definit in
teorema 5, in conditiile la limita

%
I 0 e e T s, B (17)
gnt L

(vezi [24], teorema 3).

TrOREMA 8. Dacd un sistem de functii ¢ definite pe I' satisface condi-
tiile teoremei b pentyu p = 2, iar qpandrul veal v > 1, atunci q,\ri.stff in dom_.m-z.uﬂ
G o singurd funclie l-armonicd care vezolvd problema la limitd (17) si care
apartine claser w.(a). :

in cadrul claselor H acest rezultat nd poate fi imbundtatit.

Este curios faptul ci in cazul domeniilor cu pun~te ung‘h}'ulare, ?Lfirma—_
tiile de tipul teoremei 7 (in care nd ne mulfumim cd stabilirea existentei
solutiei ecuatiei, ci cdutdm conditiile care trebuie si fie puse tgnc‘,culor-hmlt_a ;
conditii ce atrag dupd sine anumite proprietati diferenfiale ale so}ﬂbej
inclusiv pe frontiera) se abat mult de la afirmafiile teoremei 4. In legatura
cu aceasta vom da citeva teoreme aparfinind elevildi med V. V. Fufaev
[44], care a dus pind la capit citeva din cercetirile mele cd privire la func-
tiile armonice date in domenii cd dunghiuri [22, 23, 247].
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Fie, Q C R, un domeniu plan cu frontiera T, reprezentind o portidne

(r 4 l) ,
a unei curke netede de clasa C . , ale cirei capete se dnesc sub un
unghiw, iar anumite porfiuni ale curbei de lingd virful P al unghiului, sint
segmente rectilin’i. Vom presupune ci valoarea arcdlui s — 0 corespunde
punctului P gi ca lungimea Idi T este egald cd /. Funetia limitd f o vom
considera functie de arcul s pe segmentul 0 < s < L

. Considerdm clasa WPHY(Q), 0 < « < 1 de functii f € WP(Q), astfel
incit derivatele lor de 01‘(11'_1111[ o=, -, satistac o conditie a lui Holder
de gradul o« in metrica L,(Q) (vezi §1 (1)). Astlel, pentru 0 << a <1,
WWH"(Q) = HE(Q).

o < 1 . AL S .

FEorema 9. Fie r — s un nuwmar pozitey diferit de wn nwmdr intreg si o
Junctie armonicd

w € WPHNQ), r=74 a (18)
Atunci funclia armonicd

=) (19)

satisface wrmdloarcle condilii :

: (=)

1) fie H (0,1),
2) in cazul o :% (j=1,2,...)
F9(+0) = (=1)* (o)
pentru lofi k=0,1, ... pentru care ky < p, unde g = » Jri —p 4P, peste

intreg, 0 < B < 1.
. 3) Dacd e =m; (m inlreg), alunci este salisficuld in mod suplimentar
tnegalilalea

n ‘
(Slf{mj)(“) - (*l)mf(mj)(— ”) ip a’!u)‘fp< c /zﬂ, (7\ = “).
0
Iwvers, din conditiile 1,2, 3 impuse Juncliei f(s), dacd, in afard de
2 el . . :
aceasta, ¥ — % =0, rezulld cd functia [(s) armonicd pe Q, care satisface (in
medie) condifia (19), aparfine clasei W5H'™(Q), (conditia (18)).
In cazul unghidldi o = ~2n—, aceastd teoremid a fost demomnstrati in

lucrarea mea [23]; in cazul general acesta este rezultatul lui V. V. I u-
faev [44].
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Astfel, pentru unghiuri speciale de forma -~ (j =1, 2, ...) care for-
I p ; 7

3 A o e 2
meazi un gir discret, ad loc teorema directa gi (pentru » — = = 0) teorema
P

ei reciproci. Conditiile 2) si 3) care caracterizeazi salturile functiei limiti

J intr-un punct unghiular, sint legate in mod specific de caracterul armonic

al lui .

In ceea ce priveste condifia 1), care exprima proprietitile diferentiale
ale 1di f(s) pe conturdl T', congiderat ca o porfiune netedd, ea este aceecasi
ca gi in teorema 4 (A =0) si dintr-dn anumit punct de vedere ea decurge
din teorema 4. .

In aceea ce priveste unghiurile o care nd se pot pune sub foria
Jo . i e . - 2 " = = B
—(j=1, 2, ...), peutru ele situatia are un caracter cu totul diferit.

; : .
Trorrma 10. (V. V. Yulaev), Dacd o nw este egal cu uwnul din numerele

T ; . : ; e e 2
—(=1,2,...), alunci parlca reciproca a leoremei 9 este indeplinild numai in con-
/

1
i
- 2 kL3 s w o p ( )
difia r — — <<=, adicd dacd f € 1, ¢
? o ;
mdr inlreg ; alunct

. 1 il
(0,14) st v — Tcsl.c diferil de wn ni-
2

wE WOHDQ) (r=7 +a).

S AR D A B : . o
Daca insa ¥ — — > —, atdnci aceastd afirmatie este inexacli ; se poate

P 0]
construi o funcfic limita f(s) care are oricite derivate pentru 0.< s< !/
gi este egald cu zero pe porfitnea 0 s 8, I -8 L s/, avind proprie-
tatea cd o fdnclie armonicd u pentru care #| =f, nu aparfine clasei

Wy H™(Q), r =7 + e

Intrdcit aceastd functie este identic cgali cu zero pe un arc care cou-
tine in interiordl sad punctul dnghiular, valorile limitd ale ei si ale deriva-
telor ei in punctul s = 0 satisfac oricirei relatii liniare.

Am dat citeva rezultate pentru domenii cu unghiuri nedegenerate.
Daca unghiurile degenereazi, situatia se schimbi. Mai jos se di un rezultat
obtindt de curind de citre 1. G. Globenko [40].

Vom udmi corp conic cu parametiii a, oy, A, un domeniu inchis #-dimen-
sional (@, mirginit de suprafete ale cidror ecuatii au forma :

v S EEL S = (>0 K31)

r_:

Vom considera domeniul & in care fiecare ptinct poate fi atins de un
corp congrdent cu cel fixat,

Cua alte cdvinte, pentru domeniul dat ¢, trebuie si existe un astfel
de corp @,, incit miscindu-1 in interiorul Ilui &, cu virful lui sd se
poata atinge orice punct x. Intr-un singur caz (cazul clnd p’ este finit) se
mai pun condifii suplimentare notiunii de ,atingere’”. Nu le vom formula
aici, trimifind cititorul la articolul [40].

Are loc teorema:
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TeorEMA 11. (I. G. Globenko) Dacd 1 < p <p' <o,

R

g :y—[ﬁgﬁ] M =0,
v=r= (5 — ) Mk — 1) +1]
alunct are loc scufundarea :

wig) c wi(R, g).

Pentru A = 1, obfinem de aici teorema de scufundare a lui S. I,. Sobolev,
care a fost formulatd in § 1.

§ 5. Clase ponderate

Teoremele de scufundare pentru clasele W si B sint legate de asemenea
si de asa-numitele clase ponderate. Chiar si demonstratia unora dintre
teoremele pentru clasele W, B se bazeazi pe proprietitile claselor ponderate.
Pe de altd parte, clasele ponderate intervin in mod natural in rezolvarea
problemelor la limitd de fizicd matematicd pentru ecuatiile de tip eliptic
cu degenerare pe frontieri.

Teoria generali a scufundirilor claselor ponderate a fost creati de
L. D. Kudriavfev sia fost expusd In monografia lui [15]. L. D.
Kudriavfev a studiat clasele ponderate comparindu-le cu clasele
H. Multe rezultate obtinute de el, exprimate in termenii claselor H, nu se
pot imbunitati si sint definitive,

In ultimul timp, in teoria claselor ponderate s-au obtinut o serie de
noi rezultate in lucrdrile lui A. A. Vasarin, P. I. Lizorkin 171,
[19], S. V. Uspenski [12, 13].

In aceste lucrdri s-a limurit legitura strinsi dintre clasele ponderate
si clasele W si B. Caracterul firesc al acestei legituri se manifesta in faptul
cd unele teoreme de scufundare ale claselor ponderate in clasele W si B
pot fi inversate in intregime. Incd in lucririle Iui I,. V. Kudriavtev s-au
obfinut asemenea teoreme reciproce, insi, fiind exprimate in limbajul
corespunzitor claselor H, ele inversau teoremele directe corespunzitoare,
cu o precizile pina la un = > 0, oricit de mic.

In lucrdrile lui A. A. Vasarin [16, 427, pentru p = 2 au fost
stabilite conditii complet reversibile in termenii claselor W, care trebuie
satisficute pe frontiera domeniului & de ciitre functie, dacd primele ei
derivate sint sumabile pe & la puterea doua, cu o pondere oarecare. P. T.
Liizorkin [17] aobfinut apoi o teoremd asemin#toare pentru orice p > 1

In cazul general al derivatelor de ordin superior, rezultate de acest
gen au fost obfinute apoi In lucdrile lui S. V. Uspenski [12].

Examinarea comportirii funcfiilor pe varietdti de diferite dimensiuni
a dus la teoremele de scufundare ale claselor ponderate in clasele W si B.
Pe de alti parte, prelungirile corespunzitoare ale functiilor ce apartin
claselor W si B au dus in mod natural la scufundirile acestor clase in cla-
sele ponderate.
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2 LT . . v - 4
in urma cercetarilorlui 5. V. Uspens k'1 [18]; B % Li zort ki
[19] si O. V. Besov [l10], s-a creat o teorie complect inchisd in sine
a unor astfel de scufundiri ; rezultate definitive in aceastd directie (:::iaiul
intreg si varietdti de dimensiuni inferioare lui n—Fk, vezi mai jos) se dato-
resc lui S. V. Uspenski. oy . e :
Considerim un domenin g C K, avind [rontiera m-dimensionald destu
de netedi A, .
Luim in considerare distanta P = P(x, A
A,,. Functia p® = p(¥, A,)* o vom numi pondere cu exponentul a.
" P initie, functi artine clasei ponderate wi.(@), unde
Prin definitie, functia f apart n Ly
—m—m) <allp 1<p <ow(l=1,2,...), dacd f are in g dertva
generalizate pind la ordinul / inclusiv si daca norma

2 E(Spalfm ,P d@)lf}’< o,
4
(— (1 —m) <o <Iip)

de la punctul x pind la

1110y = Wz q)

este finita, 1
Au loc urmitoarele trei propozitii, care incheie rezultatele fundamentale
respective ale Iui L. D. Kudriaviev:

TEOREMA 1. Are loc scufundarea

wig) CWhlu@), (1)
dacd o« — kp +n—m=>0.
TEOREMA 2.
b et ies o
Wi(g) < W£ 2 (@) c B( R

9 ]—=1,A. A Vasarin, iarcazul general, P. I. Lizor-
V. Uspenski; inlucrarea initiald a Jui L. D. Kudriav-
(l _a _n —m_e)
G % P b
t e v in partea dreapti a relafiei (2) se gdsea termenul H,

e > 0).
3 z (*) (R o =
Remarcim ci pentru 1 < p 2, are loc relatia By’ C W', iar pentru

(pentru p =
kin si o.

(M),

i e y "
7 fractionar, By = Wy
3 y - 4 9
TROREMA 3. Are loc de asemenca inversarea completd a relatiilos (Ti)
si anwme, dacd pentru fiecare sistem admisibil de nwmere naturate
‘(7\) = (Dng1r - - -» M) pemivu cave este satisfacuta inegalilatea

l—ﬂ;?ﬂ— Z 7\'->0J

w1
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este dald  functia
n—am "
|
n
(Aw)

[I _n=m S § li)
(in lucrarea lui I, D. Kudriaviev emEHy * ML A1)

atunci existd definild in G o Junctie
L4 ¥ .
AR W;.I};J—H‘-m(@) (7= 2%, J)

astfel inctl penlru toate devivatele ei normale scrise mai J0s, corespunzind sis-
temelor admisibile (1), sint satisfacute concomitent egalitafile

(z
P = QW (Xy, - -, X) E By

alm T T O 'a

"“erI ’lu = (P(a-).'
C’M'm.{ TR0 a'l'u- Ay

_Amintim ci in cazul 2L p < o are loc scufundarea Wi BY, care di
posibilitatea de a exprima ultima afirmatie numai in termenii claselor V.
Remarcdm un rezultat care aparfine teoriei problemelor la limitd ale
fizicii matematice, care intireste teorema reciproci a teoremei 3.
A. A Vasarin [16, 42], intdrind rezultatul corespunzator al lui
L. D. Kudriavjev [1B], a aritat ci daci pe o frontierd destul de
s ' lfu)
neteda I id i se da functi ( z
a [ a unut domeniu & se da functia ¢ € |7, (') (L. D. Kudriavfev
(o) 1—a T ) TRy . . it
e EHF (L), ¢ >T , existd o solufie u definitd in .G si una singura, a

ecuafiei cu derivate partiale
" q
Lu=Y i(f“ a"') —0, (3)
i=1 0% X

solutie care apartine clasei ponderate Wéj:'a((ﬁ) gl satistace conditia la
limita

(=

1 {r' =g,

Alci ¢ fnseamni o functie pozitiva, de doud ori continuu derivabild in 4,
cate satisface inegalitatea

Cie(x) <o(x) < C, p(x)

unde C; si C, sint constante, iar p este distanta de la punctul x pini la
I'; A. A. Vagarin a aritat de asemenea ci si invers
' (1 ==
(1) 2 )
z(@) C Wy * (T),
ceea ce este acum un caz particular al teoremei 2 formulate mai sus.

: Primele cercetiri in problena la limiti (3), (4) apartinlui M. V. Kel-
is . [47].
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P. I. Lizorkin a considerat un domeniu plan & cuo frontierd
I' netedd pe portiumni, cu unghiuri nedegenerate, din care o portiune repre-
zintd un segment ce coincide cu axa x-ilor. El introduce functionala

Dy, olf, G) = SSU! || grad f|" dxdy (1 < p < o) (4)
g

pentru acele functii f € L,(G)pentru care ea are sens si este [initd. Totodati,
pentru anumite functii ¢ € L,(I") se introduce functionala

dp, (') = Sd‘SMS %QL}LMW“(M: Q)dSq,
r r

unde w(M, (), in cazul cind unul din punctele M, se giseste pe axa w-ilor,
se defineste ca distanta cea mai mica de-a lungul lui I dintre M si Q. In
cazul insa cind ambele puncte M, Q se'afld in afara axei x-ilor, atuncie (M, Q)
se defineste ca minimul distantelor de la M si Q pind la axa z-ilor. -

P. I Lizorkin demonstreazi teorema :

Din faptul cd |
FELQ), Dpolfg)<e (—1<a<p—1;1<p<w) (4

vezulld cd ave sems

\

o =/, ()

PELYD), dpo(p,T) <m0 (—1<a<p—1,1<p<wm) (5
Propozitia inversi este de asemenea adevirati, adici o functie ¢ care
satisface conditiile (6), se poate prelungi in £ astfel incit si fie satistdcutd
relatia (4'). Mai mult, aceastd prelungire se poate realiza sub forma unei
functii %, analiticd in domeniul & si satisficind in G ecuafia diferentiald
U? U;v;t ‘F 2Uny ny + UJE’! UYJ‘ ==
1+ U+ Uy
O astfel de functie (chiar printre functiile de doud ori continuu derivabile)
este unica.

0.

U1x+Uyy+%Uy+(P_2)
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