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CALCULUIL APROXIMATIV Al, EXTREMELOR
UNEI FUNCTII

DE

F. RADO
(Cluj)

Comunicare prezentatd la Colocviul de analizd numeried din §— 15 decembrie 1960, Cluj

1. Metoda de calcul aproximativ al extremelor unei functii de o vari-
abila reald, datd in aceasta notid, este aplicabild in cazurile cind nu existd
derivata sau este greoi de a o scrie efectiv.

Presupunem, pentru a fixa ideile, cd functia f(x) are un minim de
abscisid x4, in intervalul I, = [a, b], este descresciatoare in [a, x,] si cresci-
toare in [, b].

Tiec,d € I, ¢ < d. Dacd f(¢) < [ (d), avem %, E[a, d], iar dacd f(c) >
J(d), avem x, €[¢, b]. Notam cu I, intervalal [a, d] in primul caz, respectiv
intervalul [¢, b] in al doilea caz. Intervalul I, contine in interiorul sau unul
din punctele ¢, d si alegem incid un punct &; € I ; astfel intervalul I, este
impartit in trei intervale partiale. Prin acelasi procedeu pe care 1-am aplicat
mai sus intervalului I,, se giseste cd x, se afld intr-un interval I,, format
prin reunirea a doud intervale parfiale vecine. Continuind in acest fel obti-
nem un sir de intervale i

Lol S s SN e = Lty : (1)
care toate confin punctul xg. '

Se vede usor cid punctele £, € I,, n =1, 2,..., pot fi alese in aga fel
ca I, = 0. De exemplu, daci se ia pentru £, mijlocul celui mai mare dintre
cele doud intervale in.care I, se gdseste impartit, atunci I, - 0. Extre-
mitatile intervalului [, furnizeazi valori aproximative pentru x, prin
lipsa si exces,

2. Ne propunem si determinim punctele ¢, d i £, astfel ca sirul de inter-
vale (1) sd tindd cit mai rapid posibil citre zero. Sint necesare doud precizari:

*) Aceastd lucrare se publici ¢i in limba francezi in revista , Mathematica'
3(26), 1961.

10 — Studii si cerceliiri de matematici nr, 1/1961,
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a) Punctele ¢, d $1 &, nu determini sirul (1) ; functia f(x) ne arati care
doud din cele trei intervale parfiale ale lui I,_, formeazi intervalul A
Ne situdm n'ipoteza cea mai defavorabild pentru rapiditatea convergentei :
presupunem cd la fiecare pas se lasd la o parte acela dintre cele doud inter-
vale parfiale de la margine, care este mai scurl (in caz de egalitate, oricare
dintre ele). In aceastd ipotezd, problema noastri devine independenti
de functia f(x).

b) Vom zice cd o alegere a punctelor ¢, d, £, precum si sirul {/,} al
lungimii intervalelor care rezulti din aceasti alegere si ipoteza a) sint
optime, daci condifia urméitoare este satisficuti : pentru orice alti alegere
a punctelor ¢, d, £, si pentru sirul {24 al lungimilor intervalelor cores-
punzitoare'existd un numdr natural Ny, astfel ca [, < 2, pentru # > Nj,

TroreMA 1. Existd un singur sir optim, care se obfine luind pentru
¢ st d punclele care impart intevoalul Iy in medie §i extremd ratie ((d—a)? =
= (b—a) (b—d), c—a = b—d) si pentru &, simetvicul in raport cu miglocul
lui Iy al punctulue de diviziune situat in I,

Consideram pentru demonstrafie intervalul I, = [0, b] si punctele
Co, @y, care Impart acest interval in medie si extremi ratie (fig. 1)
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Ludm in intervalul I = [0, d, ] punctul c1=dy — ¢, care impreuni cu
. i 0 i < i 5 o o L % "
¢q divide pe Ii in medie si extremi ratie ; pastrim in continuare intervalil
0 Py s
Iz = [0, &' 3t eare se mai ia g, =y~ § 8 mdly = b -l; =ds,

V51

l2 = 0o, 33 =y ln = z lugl-

Sa considerdm pe de altd parte punctele oarecare ¢, d, £,, (¢ <d) care
determini intervalele Iy, I, I,, ... de lungimi A, = b, 2, Agy - Distin-
gem doud cazuri :

a) Daci ¢ § (c,, dy) sau d & (cy, d,) atunci evident A, > /,.

b) Fie acum ¢, d € (¢p, dy). Ajunge si considerim cazul

¢4 d ¢y + dy
>.__
g F
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ciaci putem aplica la nevoie o simetrie in raport cu mijlocul intervalului
Iy Avem

cd = (“ s d]*_ [d— ”)3 >(*’n+d0]2_ [du—""r: ¢o do,
2 2 2 2

sau
A dg > 1yl
si
dus & _2 _ V5 +1
L dy '\/5 —1 b 4
2

Asadar avem In toate cazurile :

V5 +1
> B, @)
si
}Ll < 31 —_— }"1 )-2 > 31 lz. (3)
Notam
o:,,=£'—, =01, ...

i

Aplicind rationamentul prin care am ajuns la relatiile (2) si (3) intervalului
1, de lungime 2, in loc de I;, obtinem ca aceste relatii rdmin valabile daca
inlocuim pe Ay el Ay, Ag 0% Apyq, by CU oyoq by 51, €% 0ty Ly g

V5 +1

Ay > Oly—1 l:s

2
Ay < ‘xn-ll;u = Ay 7\:1+1 = Oly—1 lu lu+1-
Deci avem ¢y =1,

- ML (4)

Oy

si
2
Oy < Ohy_q —> Oy Oyyq > Oy (5)

Din (b) se deduce ci dacid o, < a,_q, atunci Cpg g = Oy Rezu_lta ¢
dintre doi termeni consecutivi ai sirului {e,}), cel putin unul este mai mare
egal cu oricare termen anterior si

o pi < oy — Lpti—1 > Olpy  Oyfita = Oy, B == 1: 2; voae (8)
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Tie
0 e S (7)
indicii n pentru care o, < 1. Tinind seami ci o9 = 1, din (6) avem
Bpetn == 0 =1,

Din o, < 0 = n 41 TezUtd o, >0 i tinind seami de (5)

2 1
Opgt1 = Oug—y » —— > 062
{ 0’.”2
si in general
Epr > 08, : ((8)

Din (6) si a, < 1 deducem a,, __, > 0% iar din (4
k41 L B :

Bl
WSty B e B (9)

= 3 A . . bt L, .
})eoallece. BI——)-ADO, cind kv—a- o, relatia (9) poate fi verificatd numai pentru
f‘l:nlilia:[em;;(ércﬂ]eglt 111£) nr:tmainja\l_ftural ky 51 astfel girul (7) contine un numir

i ni. Daea %> Ny ==y, avem oy =1 si Ay > 1, Am demons-
trat cd girul {/,} este optim.

~ Pentru a arata unicitatea sirului optim, si observim intii ci daci

sirurile {L,} si {A,} nu coincid, atunci existi nu indice # — v astfel
ca s ] cavem oy > 1 sad oy > 1, iar din (6) rezulti ci pentri-o infini-
tate de indici n, o, >1 sau A, >/,

!

e _ G i ; . e
o lha ])165}11)g11§:1£1 cd i sirul {7} este optim i cele doud siruri {I,}
st {4y nu coincid. Existd nd ndmir natural Ni, astfel ca n > Nj,

bi > 1y;

d‘al: pentn{ 0 11.1f%111tate (_le lllfll.Ci n avem l, > [, Contradicia la care am
ajuns arata unicitatea girului optim.

3:. Procedeul de aproximare de la nr. 1 poate fi aplicat sub urmitoarea
formd modificats :

. _Presupunem ial;ﬁ;ii cd funclia f(x) admite minimul f(x,) in I, = [a, b]
gi cd f(x) dgscregt.e In [a, x,] §1 creste in [x,, b]. Alegem punctul ¢ E (a,b)
in mod arbitral.‘, Jdar punctul d ca abscisa minimului polinomului de inter-
polare al funcfiei f(x) pe nodurile a, b, ¢ - '

d = 10 =) fla) + (& — a?) f(b) + (a® — %) (o) 10
¢ (6—0c)f (@) + (c—a) f(B) + (a—0)f(c) 10

Determindm ca la nr 1 intervalul I,. Considerdm polinomul de interpolare
al funcfiei f(x) cu nodurile in capetele lui I, si in acela dintre punctele ¢
§i d care se afld in interjorul lui /,; notim abscisa minimului acestui poli-
nom de interpolare cu &;, s. a. m. d. -

|
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Acest procedeu modificat prezintd o analogie cu metoda partilor pro-
portionale pentrd aflarea ridicinilor dnei ecuatii F(x) = 0. Dacid F(x)
este o funclie convexi satt concavi in intervalul considerat, atunci se stie
cd radicina ecuatiei este mai mici, respectiv mai mare decit valoarea ei
aproximativd aflatd prin metoda pirtilor proportionale. Existd o proprie-
tate analoagd si in cazul procedenlui nostru modificat. -

Functia f (x) este convexi de ordinul 2 in intervalul [a, ], dacd dife-
renta divizata

[JJ]_, X9, X3, 3\;'1;f]>0 (11)

pentru nodurile distincte x; E[a, b]; i=1, 2, 3, 4. Fie L(xy, x,, %35 f|%)
polinomul de interpolare al functiei f(x) pe nodurile x;, x,, x; Condifia
(11) este echivalenti cu udrmitoarea proprietate geometricd : pentru

B Xy = ey = Wyl
L(x1, %9, %53 f|x) < f(#),

Din (12) rezdltd cd diferenfa L(xy, ¥y, ¥y, f|¥) —f(«) ia in intervalele
(@, %3) (% %5 (% ®q) 5 (%4, D) vespectiv semnele =, o, =[] TDaca
() este o funcfie derivabild in [a, b], proprietatea de mai sus subsista
si in cazul cind doud din nodurile x,, x,, x4 se confundd, infelegind in acest
caz prin L polinomul de interpolare al lui Lagrange-Hermite.

daci x4 < v < b. (12)

TROREMA 2. Fie f(x) o funcfie convexd de ordinul 2 si odatd derivabild
in [a, b] sia <c < b, flc) < fla), flc) <f(b). In aceste ipoteze funclia f(x)
admite in [a,b] wn singur minim de abscisd x, s1 Xy > d, wunde numdrul d
este dat de formula (10). Egalitatea xy = d este posibild nwmai dacd d = c.

o

Existenta unui minim este evidentd. Si presupdnem cd avem douad
minime in [a, b] de abscise x, si %, % < %;. P(x) = L(x, %, %1; f| %)
trebuie si fie in intervalul (x,, x,) deasupra curbei f(x), ceea ce este in
contradictie cu faptul ci P(x) creste in acest interval. Rezultd cd avem
un singur minim %, in [a, b]. vl

Pentri a demonstra cid x, >4,
ne folosim de drmétoarea proprie-
tate elementard a parabolelor P; si
P,, avind axele paralele cu Oy, cu ra-
mirile infinite indreptate spre y >0
si care se intersecteazd in doud
puncte A(a’, a'’) st B(b', b"): acea
parabold are minimul mai apropiat
de punctul de intersectie cu ordonata
mai mare, care intre 4 gi B se situeazi
sub cealaltd. In fig. 2, P, se afld sub
P, in (a,b) si a” > b", deci m, < m,, 0
unde #,, m, sint abscisele minimelor :
celor doud parabole, Pig, 2
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o gipgiug)%}li}gl1‘la)CEDP;?;LCZGE az, Z;,eg,rd sint agezate in urméatoarea ordine :
e Notén; a0 Xy = ¢, ema 2 are loc, deci putem presupune
Py(x) = L(a,c, b; f|%)
Py (x) = L (a, x,, %3 [ %).

In intervalul (x,, b) avem P, (x) < f(%), deci P, (
= : - % e ¢) < f(e). Dar =
= P(c), asa da;v P,(c) — Py(c) < 0. Pede alta ]_)al‘té in)(a, z,j)r( %—’1(3:) i(j”)(x)

I
|
|
]
'
1
1
1
]
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L

o

¥ SRR

Fig. 3

ezultd ca exista un punct

deci P,(x,) < f(#,) sau Po(x,) — R
; ;I(fc) = Py(a). Din proprietatea rela-

E‘Eu{a, ¢) astfel ca P (§) = P,(&)

tiva la cele doud parabole rezulta ci .
Sa  presupunem acum ordinea a < ¢ i

= : ) ez <.d'< b (fig. 4). P, (%)=

=L(a,¢,b; flx) >f(x) in (¢, b), deci Py(d) > f(d). Dar P,(d) :) 1111'1_111(3,)@?),

a=x=b

deci f(d) < P, (c) = f(c), f(d) < f(b), de unde rezulti ¢i ¢ < x, < d. Notim
Py () = L(%, %, b; [l%).
Avem Py(c) = flc) < Pyle) si Py(x, iy : I exists [
: : ’ 1 st P1(%9) > f(x5) = Py(x,). Deci existi n astfel
ca ¢ < qa<.'.1u = bu.51 Py(n) = Py(n) < Py(b) = Py(h). Rezulti d < o
In sfirgit, dacd c¢=d, tinind seama ci in (a, ¢) avem f(x)>

> Ld(cz ¢, b; flx) >flc), rezultid ci in acest caz ¥y nu poate fi situat intre
a 3§l d 51 cu aceasta teorema 2 este complet demonstrati.

- "" o . - =

. b?b(izif,m? 1° Avem o teoremi analoagi pentru functii concave in

2,61, lnite prin [¥y, ¥y, ¥y, ¥,; f] < 0. Ficind pentru o functie concava

/schimbarea de variabili independents &' — %% _ x, functia [ devine con-
g !

AN
=%
B
\/

:'c(i’fii Z;HIV putem aphvca teorema 2. Asadar teorema 2 rdmine valabild dacd
voam wn vpotezd ,, functia convexd' cu ,,concavd’ si in concluzie relatia
Xy, 2 din x, <L d. ' ’
() (o] ) b g " *
: 1;1:‘ Tegrg?;l'a 2 este utﬂ_a in ca]cﬂl}ll numeric deoarece cd ajutorul
putem stabili de multe ori, in care din cele trei intervale partiale ale
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1ui [a, b] se giseste %, si nu mai este nevoie sa continddm caledlul cd redni-
rea a dodd intervale partiale. Aceastd situafie se prezintd in urmaitoarele
cazuri 1 1) ordinea este:a < ¢ << d < b; atunci d < %y < b; 2) ordinea
punctelor este @ < d < ¢ < b 5i f(d) < f(e) ; atunci d < %, < c.

NMPUBJIWXEHHOE MCUMCJAEHHUE 3KCTPEMYMOB ®YHKLHWH

KPATKOE COOEPXAHWE

Jlan MeToj TPHEIHIKEHHOrO HCUMC/JIEHHS SKCTPEMYMOB (DYHKUHH OJHOM
BELLECTBEHHOH TepeMeHHOH, A/ CyvaeB Korja MpofsBoAHas HE CYUIeCTBYeT
HIH TPYAHO HamucaTh ee 3(P(eKTUBHO.

Jlnsi onpejeleHHOCTH TPEANOJIAraercs, uTo (DYHKUHS HMEET MUHHMYM ¢
aGeuyccoil X, B uuteppane I, = [a, b], ABaserca yOuBaouell B [a@, %| u
Boapacraomeii B [%,, 8]. Tlyers ¢, &, €1, ¢ <d. Ecmu f(c) > f(d), nveem
%,E[a, d]. a ecnn f(c)>f(d), umeem ¥,E [c, b]; obosnauaem uepes /, nureppa
[a,d B mepsoM ciyuae, COOTBETCTBEHHO HHTepBas [¢, b], Bo Bropom ciydae.
Hurepsas [; conepikut oy us touck ¢, d u BhOHpaeM eme TOUKy & E/y ;
TakgM o6pasom [, pasjened Ha TPH 4aCTHUHBIX uutepsana. IlofoGHEIM
06pa3oM HAXOJUM, UTO X, HAXOLHTCS B HHTepBane [ 06pasoBaHHOM ABYM:A
COCeIHBIMM YACTHYHBIME HHTepBajaMu. llpojonxkass Tag, TMoJgy4aeM paf
HHTEPBAaJ/0B

LiDdio LD - @)

KOTOpHIE BCE COAEPIHKAT TOUKY Xo.

Moxuo Jierko BHAETh 4TO Toukd &, €I, Moryr ObTb BEIGpAHBl TAKHM
obpazom, urto I, 0. CraBurcsi Bompoc Belbopa TOUeK ¢, d, €, TarEM
obpaszom, uto psm (1) crpemmics OB Kak MOXKHO — ObicTpee K HYJIBIO
B CaeiylolleM cMBicae: psia ly,ly, ool - JUIHH HHTEPBAJIOB HA3bIBACTCH
ONTHMAJBHEIM, KOTAA AJsl BCAKOTO APYTOTO Paaa h, =l Aa, oo :
MOJIY4EHHOTO JIPYTHM BBIGOPOM TOueK ¢, d, E,, MOXHO Hafitu N3 TaK, uTOObI
l, < 2 pns << N. B nacrosueil paGore 3Ta 3ajadua peuena B IpeAnono-
JKEHHH, 4TO y Ka)JIoro liara Mepexofla OT HHTepBala K APyroMmy, H3 ABYX
KPaeBbIX UACTHUHLIX WMHTEPBAJIOB OTJaraercs B CTOpoHy Gouee KOPOTKUII.
Penienue 3amaun naHo Teopemoii:

TropreMA 1. Cyuecrayer Toaoko 00un ONTUMAAbHBUE PAd, KOTOPbLL NOAY-
waercs ecaw subupaesm 0asn ¢ w d Touku, pasdessiouue untepsar I, 8
cpedren u kpaesom ornouenuu ((d—a)* = (b—a)(b—d),c—a = b—d)
u dan £, cummerpuunyio no cepedune uurepsaira I, npeduiectayrouieli
rouku Oeaerus, rescaveti 8 I, ;. '

Onucannblfl crnoco6 NPHOIHMKEHHsT MOMKET OBITh H3MEHeH CJeNyIOIHM
o6pasom: BhiGHpaeM ¢ € (a, b) nponssosibHo, a Ang d Gepem aGemwecy
MUHEMyMa HHTEDIOJALMOHHOrO mnojunomMa Qynknmu f(x) B ysmax a, b, ¢,
paunbix Qopmymaoit (10) uw mocrymaercs aHasIOTHUHO B CJydae Moc/efoBa-
TeJIbHbIX UHTEPBAJIOB /.
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TeoPEMA 2. [Tyers [(x) seinyxiasn hyrryus 2-oz0 nopsdka u Oug-
tbeperyupyenan 6 [a, bl u a<c< b, f(c) < f(@), fle) < f(b'. B arux npeo-
noLosceruss umeem oas abcylucco, COUHCTEeHHO20 MUHUMYME Xy PyHKyLL
f(x), xo>d 2de d dan ¢opmyroii (10). Pasencrso Xo = d B803MONCHO
TOALKO ecalt d = c.

CyriecTByer aHanorHuHEI peaybTaT s BOrHYTBIX (pynkuuii. Teopema
2 monesHa, Tak Kak OHA TOKA3BIBAET HAM BO MHOLMX Cyuastx, KOTOPHIH M3
TPEX UACTHYHKIX HUTEPBA/OB COACPIKACT Xo H TakuM o6pasoM HeT HajoG-
HOCTH DOJIOJIXKEHUsST HCUHCIeHH ¢ OGBeAHHEHHEM JIBYX YACTHUHBIX HHTEp-
BAJIOB.

LE CALCUL APPROXIMATIF DES EXTREMES D'UNE FONCTION

RESUME

On donne une méthode de calcul approximatif des extrémes d’une
fonction d’une variable réelle pour les cas ott la dérivée n’existe pas ou bien
lorsqu’il est difficile de 1’écrire effectivement.

On suppose, afin de fixer les idées, que la fonction Jf(%) a un minimum-
d’absciss x, dans I'intervalle I, = [a, b], qu'elle est décroissante dans [a, x,]
et croissante dans [, b]. Soitc,d € I, ¢ < d. Sif(e) < f(d), ona xy E[a,d],
et si f(c) > f(d), on a x, E[c, b]. Notons par I, l'intervalle [a, d] dans
le premier cas, respectivement I’intervall [c,b] dans le second cas. I,'inter-
valle I contient dans son intérieur 'un des points ¢, 4, et 1’on choisit encore
un point & €17, ; de cette maniére I, est divisé en trois intervalle spartiels.
On trouve que x, est situé dans un intervalle I 5, formé de la réunion de
deux intervalles partiels voisins. En continuant ce procédé , ou obtient
une suite d’intervalles

o I Y oy L 1)

qui contiennent tous le point x,.

: On remarque aisément que les points £ € J, peuvent étre choisis de
telle maniere que I, — 0. Le probléme se pose de choisir les points ¢, d,

s tels que la suite (1) tende le plus rapidement possible vers zéro
dans le sens suivant : 1a suite N R longueur des intervalles
est dit optimum si pour toute autre suite 1 — bop Ay, -+ Ay, - .. quel'on

obtient par un autre choix des points ¢, d, £,, on peut trouver N, tel que

ly < Xy pour n > N. Dans le travail ce probléme a été résolu dans I’hypo-

thése qu’a chaque pas de passage d’un intervalle 4 I'intervalle suivant on

écarte le plus court des deux intervalles partiels marginaux. Ia solution

du probléme est donnée par le :

THEOREME 1. Il existe ume seule swuite optimale, que I’on oblieni en
prenant pour c et d les points qui divisent intervalle T o en moyenne el exity éme
raison ( (d—a)® = (b—a) (b—d), c—a = b—ad) et pour E, le symélrique par
rapport aw miliew de I, du point de division aniérieur situé dans I s
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Le procédé d’approximation \décrit peut étre mod(llfle de la lf?’i%gc?;gé
vante: on choisit ¢ € (a, b) de maniere arbitrare, et pour @ on ;D]’Cl](l @ 1.1;19
du minimum du polynome d’interpolation de \1;1 function f(A) surles neozve;:
a, b, ¢, donnée par la formule (10) et on procede de maniere analogu .
les intervalles successils [,. :

THHEOREME 2. Soil f(x) une fonction convexe de ?—ciw Iurrig el‘z-z,cazg
fois dérivable dans [a, b] et a < ¢ < b, f(c) < f(a), [(¢) ?f(})(n() 45;75.3> g
hypothéses on a pour I’ abscisse du seul HURTIUNL X de la f;mc I"O‘?b-{:f" m!]g”:unz
otr d est fourni par la formule (10). L’égalité x, = d est possible seuteme
% dll_eiiste un résultat analogue pour les fonctions concaves. Le tthe—
oréme 2 est utile car il indique dans maints cas d_ansylequel des/tro:s in ?i]l:eh
valles partiels est situé x,, et, par conséquent, il n esi.pgs nécessaire
continuer le calcul en réunissant deux intervalles partiels.
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