ASUPRA UNOR POLINOAME DE TIP BERNSTEIN *
DE

OLEG ARAMA
(Cluj)

Lucrave prezentatd la sesiunea stiinfificd de comunicdri in domeniul aufomaticis,
organizald de Comisia de aulomalizare a Academiei R.P.R., in perioada 23—24
notembrie 1961, Bucuregli.

1. Inlucrarea de fatd se continud unele cercetari anterioare [1], privind
aproximarea functiilor prin polinoame de tip Bernstein.
Pentru functii f(¥) care admit in intervalul [0,1] derivate de ordinul £,
continue, se introduc polinoamele de interpolare BW(x; f), definite de
formula (2) gi se studiazd diferentele

Baileif) =210 _ 2 gy« (=0, Ly B

Se aratd ci dacd £ =1, in anumite ipoteze suplimentare privind functia
f(x), polinoamele (2) aproximeazd functia f(x) in vecinitatea originii mai
bine decit polinoamele obisnuite (1) ale lui S. N. Bernstein.

In vederea studierii restului R, :(x; f), am aplicat metoda generald

v s k) p ra pEne
propusd de prof. T. Popoviciu in lucrarea [13], metodd bazatd pe
utilizarea functiilor convexe.

Se arata in lucrarea de Eata cd oricare ar fi numerele naturale £, m si
i=0,1, ...,k restul in cauzi este de ,,formi simpld” [13]. In acest scop
se pun in evideuté unele proprietifi de monotonie ale sirului de polinoame
(2) (teorema 1).

Rezultatele astfel obtinute se extind la functii de doud variabile inde-
pendente.

Aceste cercetidri au fost ficute — pe de o parte — in vederea aplica-
tiilor pe care le au in integrarea aproximativi a ecuatiilor diferentiale ordi-

*) Aceasti lucrare se publici §i in limba francezd in revista , Mathematica”,
vol. & (27), 1962.
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nare. Referindu-ne la metoda de integrare aproximativi propusi in luc-
rarea [1] si bazatd pe utilizarea polinoamelor de interpolare (1), se poate miri
(in anumite ipoteze) ordinul ei de aproximatie, dacd se utilizeaza polinoa-
mele de interpolare (2) in locul polinoamelor (1).

~ Extinderea rezultatelor obtinute in aceasti lucrare pentru functii de
o singurd variabild independentd, la funcfii de doui variabile independente,
le-am ficut de asemenea in scopul unor aplicatii pe care le-ar avea la inte-
grarea aproximativd a unor ecuafii cu derivate partiale.

Prezentarea insd a tuturor acestor aplicafii va forma obiectul unor

alte lucriri. : BB N i)

& : ! ey s g .
_ =+ Fie f(x) o functie definita in intervalul [0,1] si fie B,,(x ;f) polinomul
de interpolare a lui S. N. Bernstein, asociat acestei functii precum si inter-
valului [0,17, adici
" " \
Bulwif) =¥, Cur(l—2)"~ s )
i=0 : i
Fie k un numar natural ales arbitrar, pe care insi il vom presupune
fixat in cele ce urmeazi. Vom presupune ci f(x) € C*[0, 1], adici f(x) admite
in intervalul [0,1] o derivati continud de ordinul k. Introducem urmi-
toarele polinoame de interpolare :

B(%; )=/(0) + — 5 S0) + ...+ 40 +

(k—1)!
0
(x — ,\')k_[ dt
+ S“W B,”(S ,T%J ds (:F-ﬂ - 1'2' R ) (2)
0
Notind
_ i il — a1 ;
f-Pr‘,m,la(-") = Cm 7("’7—1)'7 3'(1 — S)"'_l a5 =
0 )
e 0 i o M
= C, ST S - (kz=1, 0=s=m), (3)
a=0 (e +1+ 1) (e +44+2) ... (¢4 L+ k)
obtinem

ak—1

Bix:f) = £0) + 7 SO + - + 75— £ 0 4

o
+ X pimalr) —22 (9

d xk
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Au loc urmatoarele teoreme:

&

i v . 7 &) A - : v

TrorEMA 1. Dacd functia : f(;)-' este in indervalul [0, 1] convexd, res-
@x

pectiv neconcavd de ordinul intii (adicd dacd orice diferenfd divizald pe
cite trei moduri distincle din intervalul [0, 1] este vespectiv >0, =0),
alunci orvicare ar fi 1= 0,1, ..., k, sivul de polinoame

P df &
2 B‘,”(,\:; /), - Bg’)(x;f), S EBS:)(% 5 (5)

dxt dxt

corespunzdtor functiei f(x) si intervalului [0,1] este descrescitor, respectiv

necrescator pentru orice x€(0,1). Aceastd proprietate de monotonie a sirulur

(5) se mentine adevdratd si in puntul ¥ = 1, cu exceplia cazulut 1 = k.
Afirmatia acestei teoreme rezultd din urmitoarea teoremd stabilitd

in lucrarea [1]:
Daci o functie F(x), continud in intervalul [0, 1] este convexd de ordinul
1 in acest interval, atunci pentru ea au loc in intervalul (0,1) inegalitafile

Bm_|_1(-"‘5;f) — B,,,(x;f)<0, (?2"!‘::1,2, )
DIl 2. ¥ ) il | (%) Eo
Scriind aceste inegalititi pentru funcfia F(x)= Fan - DTesHERa, poin
@x

ipotezd continui gi convexi de ordinul 1 intervalul [0,1], si finind seama
de formula (2), se obfine afirmatia teoremei 1.

TrorEMA 2. Dacd funcfia f(x) apartine clasei C*[0,1], indiferent dacd
verificd sauw nu vreo velafie de convexitale, pentru ea au loc velatiile

. a1 (e 2 {
flx) —BWa; f) =—— [ . — x] B B s Brai ]
(=13, i), (6)

unde EXy, 10y, oL BV s sint valori distincte din intervalul (0,1). Egali-
tatile (6) sint valabile ovicave ar fi x€[0,1]. Y

Demonstratie. Dacd se noteaza
. . (R)f . .
Ryu(x: f) = f(x) — B)(%;f)

si se presupune x fixat in intervalul [0,1], R, (% ; f) apare o functionala
definitd pe spatiul C*[0, 1] al functiilor care admit in intervalul [0,1] derivate
de ordinul %, continue. Aceasti functionald este aditivd, omogend i mar-
ginitd in raport cu norma

h—1
(%) = max |f(x)| -+ X, [/(0)]-
rE[0,1] i=0
') Notatia [‘E.(,i)l el ESj)k+3 : [] reprezinti diferenta divizati a functiei f(#) pe nodurile
St o Eya
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-Se observa cia
Ry wlx ;1) = Rywz; 2)=...= R, u(%; #4) =0 (7)
sicd

k—1

G B"‘(s i xz] s

¥ x

k4 2)1 X — S'k—l a =) /75‘#7[
_ 2) g(\‘ ) . ads — k2! Sh ) B,(s; x2) ds =

2

0 0

n

(h+2)0 ((x—s5)ft s
:‘—i')—SLU,._—)I)r{Sz —— [+ (m -l)s]}ds =
(1]

= e
2 (F — 1)! i d 0
0

(k4 2)0 ((x— T s(s—1) PR [I.- 240 J
-— X

Relatiile (7) si (8) ne aratd ci functionala R, ,(x: x**2) are gradul de
exactitate g = £41.

In altd ordine de idei, {inind seami de teorema 1, rezulti ca daca

. Y ; - ;
functia 2 /(%) este convexd de ordinul 1 in intervalul [0, 1], atunci are

loc inegalitatea

B(x; f)>BY (x: ), (9)

valabild pentru orice %€ (0,1] si pentru orice numir natural p. Trecind 1a
limitd, cind p — o si {inind seami de faptul ci in ipoteza continuitatii
s s k . f ; . = ALl

in [0,1] a functiei f“(x), polinoamele Bf,f’ﬂ,(;t'; /) tind uniform in interva-

lul [0, 1] cétre functia

¥

i St (k1) (5 — 5! @ )
) + = (O)JF--"P‘WJ‘ (0)+S(f——17_f (s) ds = f(x),
0
precum si de faptul ci sirul B®(x; ) m =1, 2, .. .) este descrescitor,
rezulta din (9) inegalitatea
B (x; f) > flx), %€(0,1]. (10)

Acest rezultat ne arati ci oricare ar fi x fixat in intervalul (0,1], functionala
R, (% ; f) ia valori negative pentru orice functie f(x) care este convexi
de ordinul 241 in intervalul [0,1].%

IR

-2) O functie f(x) definiti intr-un interval J se spune ci este convexi (respectiv neconcavi)
de ordinul v in acel interval, daca orice diferenti divizati a ei pe v + 2 noduri distinecte din
J este pozitivd (respcctiv nenegativi).
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In continuare ne vom folosi de urmitorul rezultat obtinut de prof.
T. Popoviciu in lucrarea [13]: s

Fie R[f] o [unctionald (reald) liniard, definitd pe un spatiu vectorial
(F format din functii veale, continue intr-un interval J si continind toate poli-
noamele. Conditia necesard si suficientd ca functionala R[f] avind gradul
de exactitate n, sd fie de ,,formd simpl@’”’, adicd de forma

Rff] = ‘A h [EIJ EZ) = 'JEJL+2;f]’

unde A este un nwmdy independent de functia Foaar B n o Euys Sint n+2
functe distincle din interiorul intervalului J, este ca si aibi loc velatia R [f]20
pentru orice functie f (€ (F) convexd de ordinul n in intervalul J.

Utilizind aceastd teoremd si finind seami de cele stabilite anterior,
referitor la functionala R, w(x; f), rezultd ci aceasti functionald va avea
pentru orice x€(0,1] forma

Rm, fc-(n; ,f) = flm,f.‘. * [E\:(;?,}Ij Es;r:,)ga v W E.»Sﬁ?ﬂ{kﬂ;f]; (]1)

unde constanta 4, , nu depinde de functia f, iar E,(,’ff; P Eff?kw sint 243
puncte distincte din intervalul (0, 1).

Valoarea constantei 4, , se obtine indati inlocuind in relatia de mai
sus pe f cu x**1 si tinind seami de formula (8) :

y o ekt .
4 I Rm, k.(x » ¥ Tz) T om

i (k + 2 J

Inlocuind valoatea astfel obtinuti a lui K,,, in (11), se obtine formula (6),
valabild pentru orice x€[0, 1]. Se observd insi c# aceasti relatie are loc
si pentru ¥ = 0, intrucit pentru aceasti valoare a lui x, ambii membri din
(6) sint nuli.

Observatie. Pentru £ = 0, formula (2) nu are sens. In acest caz, in locul
polinoamelor (2) trebuie considerate polinoamele (1), care reprezinti poli-
noamele obignuite ale lui S.N. Bernstein. Vom utiliza pentru aceste polinoame
notatia BY)(x; f), subliniind astfel faptul cid ele corespund valorii £ = 0.
Dupi cum s-a arditat in lucrarea [1], oricare ar fi functia F(x) continui in
intervalul [0, 1], pentru ea au loc in intervalul [0, 1] relatiile

F(:\:) i Bl:::i){x’ F) = o J_“ = ! [E.\m,v E.uu,2' EHI,B; F] (f"n =1, 2! v ‘)’ (] 2)

m

unde &, 4, &nq Ewg sint valori din intervalul (0,1). Comparind relafia
(12) cu relafia (6) in care se presupune =1, se constati ci polinoamele
Bff'(;u;f) (k=1) aproximeazd functia f(x) in vecinitatea originii mai
bine decit polinoamele obignuite ale lui S. N. Bernstein, B (x;f). Se
mai observid ci in vecindtatea originii, ordinul de aproximatie creste odati
cu numarul £, ; ;
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TrOREMA 2%, Dacd functia f(x) apartine clasei C* [0, 1], indiferent

dacd verificd sau nu vreo velafie de comvexitate, pentru ea au loc. relafiile

d'f(#) 2. itk L Logigig
A : Bm x, = AR =5 ==
dx' dxt (1 f) n ( 2 X] o
i ey i &
X ’agf:l), ESJ’:.Z) By W e Ef:,k)*l"l'a ; (:f’f) J (”ﬁ = 1‘ 21 B ')D (13)

unde F,fffj 2 Ef,fj Dbl s o Ef,’f'j ?..,-H sint valor: din intervalul (0,1). Aceste relatit

sint valabile oricave ar fi x€[0,1] si oricare ar fi i =1,2, ... k.
Demonstratia acestei teoreme se face cu usurintd observind ci oricare
arfii=1,2, ... %, are loc identitatea
d k Al x 5 4 hi 1 .
7 B ) =700) + 2 FN0) 4 .+ T Ehg) 4
da 11 (h—i—1)!
AR ¥ ] /
S“_; Bf,?)(s;i’;—] ds — B (x; F), (14)
(F —i— 1) ds
)
i)

unde s-a notat F(x) = =
X

Presupunind intfi c¢i numirul natural ¢ satisface inegalitatea ¢ < &,
putem inlocui in enunful teoremei 2 pe f(x) cu F(x), iar in locul numaralui
k sa considerdm numirul 2—¢ (k—i = 1). Obfinem astfel afirmatia teoremei
2* pentru cazul considerat.

In cazul { = £ se tine seami de relatiile (12).

TreOREMA 3. Dacd funclia f(x) apartine clasei C* [0,1], indiferent daca
verificd saw nu vreo relafie de convexitale, pentru ea au loc in intervalul [0,1]
egalitdtile

'm(m +1) 2

B (v f) — B9z f) = — L(i o ;\c] CEE 0 e

= 1,2, )= (13)

Demonsirafia acestei teoreme de face considerind funcfionala liniard
Rup(%: f) = Biha(x; f) — BY(x: )

si procedind apoi ca si in cazul teoremei 2.
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TrorEMA 3*. In ipotezele teoremei 3, ovicare ar fii =1, 2, .. ., k, au loc
in imtervalul [0, 1) relatitle

i~ !
o Brnlxi f)— 25 Bil(w; f) =
ax 1

(k* i+ 1

kB —dg 2 (k,i) (%) d'f(x)
— & Ceey —it3 T i
mi{m 1) ( 2 ] [Em,l ' St e '

(=1, 8 o0}, (16)

ki ki b B
unde £S5, WD ECO) s stut valoyi din intervalul (0,1).

Demonstratie. Aceasti teoremi se obtine din teorema 3, la fel dupa
cum teorema 2% s-a obtinut din teorema 2. In cazul ¢ — £, se fine seami si
de urmitoarea proprietate [1]:

Oricare ar fi funcfia F(x) continui in intervalul [0,1], pentru ea au
loc in intervalul [0, 1] relatiile ‘

x(1 — x <
B;(,?L](fl’; ’ f) R Bsg)(x 2 f) F=E= < A) [Em,ll am, 2 Em,31 J.fj
ni(m -+ 1)

(m=1,2,...). (17

3. Pentru functii de mai multe variabile independente se pot de aseme-
nea obtfine polinoame de interpolare de tipul celor considerate anterior.
Pentru a nu complica expunerea, ne vom mirgini la cazul funciilor de
doud variabile independente. Extinderea rezultatelor pe care le expunem
in aceastd lucrare, la funcfii de mai multe variabile independente, nu pre-
zinta nici o dificultate.

Fie deci f(»,y) o functie definitd in domeniul D precizat de inegali-
tatile

si fie
W i

Bualw.g: /)= B % Ci Chat—2)"" via—yy (= 2] ()

i=0j=0 m n

polinomul obignuit a lui S. N. Bernstein, corespunzitor functiei f(x, v) si
domeniului D considerat.

Fie de asemenea % si / doud numere naturale, alese arbitrar, pe care
insd le vom presupune fixate in cele ce urmeazi.

Vom presupune ci functia f (x, y) admite in domeniul D derivate par-
fiale de ordinul & - /, continue.
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Considerind pentru moment pe y fixat iar pe x variabil, f(x,y) apare
o functie de o singurd variabild independentd x. Construind polinomul

B®M corespunzitor acestei functii, conform formulei (4), obfinem urma-
toarea formuld aproximativa :
k—1 P P : ad /( ]
f(x:_'}’)tz—r— Bf“J) +Z (Pt Mfr(x —,‘3' (19}

ax
unde @, m, (%) reprezmta pohnoamele (3). } g
Considerind membrul al doilea al formulei (19) ca o suma de functii

de variabila y si scriind in locul acestor functii, polinoamele BY corespunzi-
toare (relativ la variabila y), obfinem formula

bt 0,_
N h—1 , — J’_ ap—}-r/(n 0) 3 f( )}_}_
[ 9)~Y, o { g )

M -1 ¥ akﬂ ,f(”“‘, 0 n ak—H(E . i-)
T E @i, m,k(x) { L + Z Pin, t = } (20)

r=0 ! a+* ay’ ax" ay
Membrul al doilea al acestei formule este un polmom in variabilele x si
y, de gradul m+k in raport cu x si de gradul #n+4/ in raport cu y. Il vom
nota in cele ce urmeazi cu By (%, v;f). Avem deci

- E’
, " GH rf (— O]

E=11—-1 5 ¢ pt+r 1
(R, 1) . - 'y 8 10, 0) ; fﬂ
Hon (%Y ’f) Pga r=0p!r! ast gy r o ' ,';.: P k ax" a8y
a.bJrif lnl-) T a*“/(t ) %)
0
m, x 2 21
o Eﬂ P! JZ’(PJ (3 3t 5y +120 JZ 91,m (%) @i, i) — a8y 1)

fn cele ce urmeazs, vom demonstra pentru aceste polinoame teoreme
analoage teoremelor 1, 2, 2%, 3, 3* stabilite anterior.

TrorEMA 4. Dacd fmntm f(#, v) admite in domeniul D derivate parjiale '

de ordinul k-1, continue, atunci ave loc in domeniul D evaluarea

fir ) = B,y ) = =22 (= ) B B S0,

.

A R ) & [ A ()
o [f‘r i y){ L y+
k=1 a? 1(0,9) |
+ _[n pii B -;ﬂ1+3;wj ] (22) .
pgo pr1 L P

wnde & By o Epaa 5N - Migs reprezintd valori din intervalele 0 < x <1,
respectiv 0 <y < 1.9) :

%) Notatia [E;,% .., Exyai (5 7) )x repruzmta diferenfa dnuzfltd partiald a iunc‘g1e1 f(x ¥)
in raport cu vanabxla #, pe nodurile E;, ..., Exyq-

—OXY o
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Demonstrafie. SA consideram expresia care figureazd in membrul drept

al relatiei (19). Ha reprezinti polinomul BY [x; F(x x)] corespunzitor
fl.llle,‘IEI de o singurd variabila independenta F(x x) =f(«, ¥), ¥ fiind considerat
parametru. in cele ce urmeazi, vom nota acest polinom cu simbolul

Bf,’:,.)[x, v flx, v)]. Tinind seamd de (3), putem scrie urmétoarea formula
analoagid cu formula (4) :
ak,((i“.‘p}
(0, 1) = n

+ E (P! m k(x T{‘—" (23)

i=0

B®[x, y; f(x, )] E
In mod analog definim

I—1 7 é f(#‘l)
(+40) ; ¥ 6 (x,0) n
B %y flx, 9] = % + z 95, n,1(9)
=0

¥l

(24)

Cu aceste notatii, si considerim identitatea
A&, 9) — Buid(%,35 f) = {f(%, ) — B Iz, 5 Az )]+
+ (B %, v ; fix, )] — Bulx, v fiz 9]} (25)

Primul termen al acestei identiti{i se poate scrie in baza formulei (6) sub
forma '

S, y) — BY 1, v flx, 9)] =

kLo L2 1) ,
S == x) [ B = E,,,,“ : f(x, J’)L- (2(,)

m 2

unde prin [E51, ..., E%%,s; f(x, ¥) ], s-a notat diferenta divizati parfiald
a functiei f(x, y), relativ la variabila x, pe nodurile g e "ers . Aceste
noduri depind de variabilele x si y si sint situate in intervalul 0 < x < 1.

Pentru a evalua cel de al doilea termen care figureazi in membrul
drept al identitafii (23), ne folosim de expresia (20) a polinomului

ff: ,’f [#%,v; f(x, v)], care ne condute la identitatea

Bl (2,9 (%, 9)) = BSx, v BE [%, 95 flx,9) 1) (27)
Utilizind aceastd identitate, observiam ci termenul al doilea din membrul
drept al identitdfii (25) reprezinti aproximafia dati de polinomul B!’}

corespunzitor functiei BY' [, v; J(%, ¥) ], referitor la variabila y. in baza
teoremei 2 (formula (6)) putem scrie

BG %, y; flx, 9)] —BED (%, v; fx, 9)] =
BG) [,y f(%,9)] —B M,y ; B %, 9 flx, y) ]} =
=— _ﬁ_l (ti__?' _ :);JD(x, j’), (28)

1
I
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unde D(x, y) are expresia
D(%, y) = [45" (%), 03 (%), -, nnids(#) s B (%, 5 fm 9 ) (29)

si reprezinti diferenfa divizatd parfiald a functiei BE) (%, v ; flx, )]
in raport cu variabila ¥ pe nodurile A £, q,‘f 2 a(%). Aceste noduri
depind de variabilele ¥ si y si aparfin intervalului 0 <y < 1.

Fie in continuare a = (aq, @y, - - -

tincte din intervalul 0 < y < 1. Sa cons1deram urmitoarea expresie
Efa;f(x, )] =[a; Bu (%3 f(x )]s (30)

reprezentind diferenfa divizatd partlala a funciei BY(x, y; f(x,%)) in
raport cu variabila y, pe sistemul de noduri a = (a,, a,, - .., a;,3). Aceste
noduri le considerdm ca parametrii independenti de variabilele x si 2

Intrucit cei doi opcratorl (diferenta divizatd si operatorul BY")y  care
se aplici funcfiei f(x, y) in formula (30) sint liniari si intrucit acesti
operatori se referd a variabile independente, putem sa-i permutam si astfel
obtinem egalitatea

Ela; f(x y)]= BW(x; [a; f(x 3)1]),

unde BW reprezinti operatorul definit de formula (2). Utilizind aceastd
formula, obtinem

Efa; f(x, y)1=[a; f(0, vJH——[ ;28 “J+ o ‘[.,“ 1“’”]+

1) axk

_]_S_(ijff_—i Bm(s; [ﬂ, a""'s_y):l ) as. (31)
¥
0

(k—1) | ash

Aplicind integralei formula a doua de medie, obfinem relatia
S——("”ﬂwml B,u(s; i) MJ st = Bm{;; l-a : a”(s'ﬁJ ) (32)
(k—1) 1 v k| ast |y
0

gk
unde s€(0, x) si deci s€(0, 1). Apoi, $inind seamd de formula (1) precum
si de identitatea

i X

E L2l — &)™ =1,

ak f(s, v
se observa cd Bml }a; s}

] ] din (32) reprezinti o medie a valorilor
y

Eunc;liei F(x) :la;

intervalul 0 = x =< 1. Tinind seami de aceasta observatie, in baza continni-
ok {(x, 9)
P

J de o singurd variabild independentd ¥, in
i

tatii functiei in domeniul D, vom putea scrie urmitoarea formuld

de medie

Y (= [ et s ] ) [ 8k )
s 7] - 2

, @1,5) un sistem de /43 noduri dis-
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unde s€(0, 1). Astfel pentru integrala din (31) se obtine formula de medie

7 : k=1 3 N T G 2
S“;L Bm{s; [u;wJ }ds sl [a; aki(s‘—j—)] ) ! (33)
(R — 1)} ask |y kI axk |y
0 .
iar relatia (31) se transcrie _
. N et A LY () ik ak f(s, y)|
}L [ A JJ‘ = . ‘_ (L 2 _—I— v & 2 ‘-L_‘-_ . :
[“ )f("‘, y)J {p;u fb! [‘l ' aat JJ‘ + k! [ < 8k jj‘ (34)
Revenind la expresia lui D(x, y) din (29), observim ci ea se poate obfine
din (30) efectuind inlocuirile a, = 7% {(%), . .., ar 3= 04l s(%)
D(x,y) = E[a; f(x, 'Y)] L,,. = n’(;’:':_f)(,), G =130, i yeg) (-55)

Inlocuind aceasti expresie a lui D(x, y) in (28) si tinind seami de relatia
(34), se obfine o evaluare a diferenfei ce f:gureaza in primul membru al
relatiei (28). Utilizind aceasta evaluare, precum si evaluarea (26), se obfine
din (25) relatia (22), ceea ce demonstreazi teorema in cauza.

Observatii. 1°. Daci functia f(x, y) admite derivate parfiale de ordin
suficient de inalt, atunci formula (22) devine

J(x, )—B,“,E(x y; ) =— LI,

pUas (k +2 x) AN )

m(k+2)! 2 guht2
oy g2 ek okiH B ) SR AP a0 M) (36)
w(i42)t | 2 kU askaytr o Spt axbaytr [ |

unde £, £ sin, 7 (p=0,...,k —1) sint valori din intervalele 0 < x <1,
respectiv 0 <<y < 1. .

20, In vederea evaluirii restului f(x, y) — BY(x, v; f), sa utili-
Z’1t in prezentarea anterioara reprezentareﬂ

By My 1) =B (% ws B ’[» ¥ [ 9 (27)

care de altfel ne-a condus la formula (21). Tinind seami de forma simetrica
pe care o are expresia (21) a polinomului BY% N, v, f), se constati cu
usurintd ca acelasi polinom B f,)(x, v ; f) admite, in afard de reprezen-
tarea (27), si reprezentarea '

BSMays H=BS w93 B d vy i )T (27)

2 — Studii si cercetdri de malematica nr. 2/1961
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Utilizind aceastd noud reprezentare gi ficind un rationament analog cu

acela din demonstratia teoremei 4, se obfine pentru restul f(x, y) —
) : % : 5 oy

— BU M, y; f) urmitoarea expresie, analoagi expresiei (22) :

k, . Ty I 7 O I
f(xs ,’}’) _’Bfu,in)(xn Y3 f) o ET (‘_;._ o 3’} [:T]Ii sy Miggs f(x- y)]y =
4_2’"”’1 k~|*2m . zi Grﬂl ']l)
—{—==—3| {” [Ex, -+ Eags 0 ] 5
= arf(x, 0)]
g‘—,[al,....zm;-—”—* ’J } (37)
—0” ayr’ g
unde &, ..., &y Si Y, My, ..., Miys Teprezinti valori din intervalele

0 < x < 1, respectiv 0 <<y << 1.

Daci f(x, y) admite derivate partiale de ordin suficient de inalt, atunci
aceastd formuld devine

; ) ; yrE [l +2 9 f(x, n)
x4 —Byulx, v fl=— — s
fi3) ~BE 3w 9 fl=— [ -yl
s [k B, ; sk fE =) o ghtrt2f(E,, 0) (38)
n (k4+2)! ) 1l gakt2 gyl S axktayr t

unde £, £, (=0, 1, .., =1)siv, q sint valori din intervalele 0 <= ¥ < 1,
respectiv 0 <y < 1.

39, In cazul special &£ = 0, I = 0 trebuie considerat in locul polino-
mului Bl (%, v f) din (21), polinomul B, (%, v; f) din (18). In acest
caz, In ipoteza continuitatii functiei f(x, y) in domeniul D se obt{ine formula

f(x; ,V) &Y B,,,‘”(i‘l.?, ¥ f) —X pan u [glﬂ iz: a:}; f(;“:r y)}x —
_J(1:3 [fh; Ma» ﬂa:f(fj J’)],,, ('39}

unde £; si n; sint valori din intervalele 0 << ¥ << 1, respectiv 0 <<y < 1.

In adevir, utilizind notatiile

BYwy: flm, )] = % Ca #0 = 9" 1[5 3), (40)
-.u [9" ¥ fx y ] - Z C"y - y)'L—jf(x’ —j—‘,)’ (41]

putem scrie

B al%, )= BNz, v; BR[x v; flz, )
si deci

f(x, _‘)’) =] Bm n(:‘:’ Wi f E{f(:r, 'V) - BE,?)[%, ¥ j(j' y ] } ==
+L{Bu s, ; flr, M) — B Iw 2 Bae vi fiT): (42)
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Primul termen al acestei identitifi se scrie in baza formulei (12) sub forma
(0,- - x(l — x) g ‘
f(x, y) i B'g .)[ﬂ:, Vi f(x: y) = "5 —r_ [E-un 1 m 2 m,3 ’ f]‘n
uide £, 1, &, 8 &. 3 reprezintd valori din intervalul 0 < x <1. Al doﬂea
termen al identitatii (42) reprczmta aproximatia datd de polinomul B\,
corespunzitor functiei B [x, v; f(», »)], referitor la vanabﬂa y. In

baza formulei (12), acest termen se poate scrie sub forma — ¥o —1) D(x,v),
L

unde
D(x, ¥) = [, 1, Nu, 20 fn,as Bf:}.'-.l(x’ ¥ [(x, L)’))]y (43)

reprezintd diferenta divizati partiala a funciiei By x, v; flx, v)] in
raport cu variabila y pe nodurile n, 1, N, 2 M, 3 Aceste noduri depind
de variabilele x si y si aparfin intervalului 0 <y << 1. Din formula (43)
se obtine indatd evaluarea :

D(x’ y) == Bm(ﬂ”; [ﬁ'-l, g, g ; f(x‘l ,‘);)]_1')1

Se stie insd ci dacd F(x) este o funcfie continua in intervalul [0, 1], atunci
are loc formula de medie

B,(s; F) = F(§), E€(0, 1).

Considerind 'in aceasti formuld F(x) = [a;, @y, ay; f(¥, ¥)], si finind
seami de continuitatea functiei f(x, v) in raport cu variabila &, obfinem
din_(44) evaluarea

D(J\I, _'V) = [‘zls iy, g, f(ax _')})]‘.l‘ in, =Ny,

De aici si din (42) rezultd in definitiv formula (39).
O formuld aseminitoare cu formula (39) a fost recent obfinuta prin-
tr-o altd metoda de citre D. D. Stancu.

(44)

tr1:r|“,]. ”2:“,!'|2| ‘13:‘1,,_3

........

= Misa

TEOREMA 4%, In ipotezele teoremer 4, ovicave ar fi nummerele naturale
B satisficind imegalitifile 0 <o <<Fk, 0 =P=/, au loc evaludrile

3" *+P j(x, y) i) é@"“r (ko 1) 5
B,\-“B,pﬂ ﬁ“\’ a1 B B'”’ " [’V L ,/(3',')’)1 =
P i (k—owrz a(a T P (LR
= — . g Gy~ e =
m 2 —el aa-“a_v" ¥

7

B e e x"_“ R =By 8"+, y) o
2 (h—u) ! = axtayP
k—

—1 a a—l—ﬂ+‘P,,'(0'j,) ! ety

Toate diferentele ciimzate care intervin in aceastd formuld sint hmte po noditri
din intervalele 0 < x < 1, respectiv 0 <y < 1. ;
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Aceastid teoremi rezulti din teorema anterioars, observind ci are loc
identitatea

g%th

+B
B (%, 9 f(x,9)]= B =N ke (G5
ax“a_pﬂ { l_ﬂu}’ 3 f(ll"y)-] s [«%y 3 a;l;‘xayﬂ ? (46)

care de altfel se stabileste usor, folosind identitatea (14) precum si identi-
tatea (27).

Se pot face si aici observatii analoage cu observatiile 19 si 29 de la
teorema 4.

TEOREMA 5. Oricare ar' fi funcfia [(x, y) admitind in domeniul D
derivate parfiale de ordinul k + I, continue, an loc relatiile

Bs:i)i,n+1 [x;j"; f(x»j’)] = Bs;':'jr} [5’6:}’ ,f(x’J’)] o

yR+1 k42 yl Gi/(* )
_ — —— e R ; T
mim--1) ( 2 J{Z! [El Ek+3 3_1’1 Jx+
1—1 yr . arf(x, 0)
—|~E-—|[E1,---,£k+3:' ’ ] =
= aw x

o R I+2 L "_k " L8R HE, 3)
n(n 4+ 1) [ 2 y}{ff! [7}1: LG axk L o

k—1 P

Gl . ar 7o, v)
+I§0p![m,...,m+3,mw ” (47)

unde £ ,Si"fis (t=1, 2,...,k + 3) sint valori din intervalul 0 < x < 1, zar
st (=1,2,...,0+3) sint valori din intervalul 0 Sl 2T,

Demonstratie. Vom arita intli cd are loc evaluarea

Aw =Byl (% y; flx, )] — BEY [x, v flz, )] =
R il L. SO 8k J(E, 9)
'H(u+1)[ 2 "v]{z’r!{nl, R 7)-’—|—3:7Jy+
e T R
+ EDF _"?1: L ey ’?l+3 ) ax? _Jy} i (48)

nnde & si vy, .
0<y<1.
In adevir, putem scrie

A w= BUUBY x v fx 9]} — BB, s flm 9) 1)

+, Mgy sint valori din intervalele 0 < » < 1, respectiv
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Aplicind teorema 3, obfinem evaluarea

pl+1

By — 2 Y
A n(n--1) ( 2 3] e L

. plk ) ;
omyss Bl (2 95 Az )]s
unde nodurile 7,,..., 7,,; depind 'de variabilele x si v si sint situate in
intervalul 0 < y << 1. Procedind in continuare intocmai ca la evaluarea
expresiei D(x, y) din (29), obtinem pentru A. , evaluarea (48).
In mod analog se obtine evaluarea

A, = BSh 0[5 v fla, 9)] — BED 5, 9 flz, 3)] =

AL (hyo 3 L8t f(x. )
—— {—-—’\7]{ [EI,---,EkH. ﬂ.n]_—{—

ni(m Jr_l—) 2 .’_5 3

1y rfi%;
A L ARTICL ) )

ajlr ; I
unde 1 $i &, ..., &4 aparfinintervalelor 0 < y < 1, respectiv0 < x < 1.
Revenind la demonstratia teoremei 5, ne folosim de identitatea
(ky 1) ¢ (k1 k, 1) (kD (&, 1)
Berl, n+1 — Bm, u.l — [Bm-i—l), n+1 = B}n, nJrl] “I‘ [Bm. w41 — Bm, n -

Evaluind cei doi termeni care apar astfel, conform formulelor (48) si (49),
obtinem relatia (47).

TrOREMA 5*. In ipotezele teoremei 5, oricare ar fi numerele naturale
o st B satisfdcind inegalildiile 0 << o <<k, 0 < B =<{, au loc evaludri de
ferma |

PRl (k, 1) g ts (k.0 .
— R Bm. n+1 [xr ,\]; f(-""’ J})] =2 Blii. n [’1‘-1 3’ ’ f(xi y.)] =
81" ayP ax* ayP
o Bt (3—7[34»2 ; PR , 8" TP HE, " '
am+1) | 2 j){(k—rx)l T ¢ r Mg~ ok g
B—a-1 g 2845 100 -
3 _ ¥ 10, 3)
3 ;::0 f’T[m’ o Mieprsr g aTs ayP L} ' i
5% +B 5 1) g%td ky 1) )
c"_vm 31'ﬁ B::i:_!.l' f [I, ¥ f(x’ _}J)] ol arx* a\i‘i’ii BE"' " [x' i .f(A" _3’” =
_ e [hgmtg e £ % bt f(x, 7) -
mm+1) | 2 TR e e s L P T
I—B—1 atBir
it o flx, 0)
- = By vy Chgepls —— ] 51
{ Z:o ”[él B P L} (51)
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Py

ot f
Bff,-]-tl].u-lrl [x; ¥y, f(x. '}’)] - 4—6'7 Bl(jf:::) [xa s f(x’ J’)J T

ax* 3P ax* 3yP

T A A (et A ¥ O Ll I g2 LAAAIC%))
= R et T} I A ) = A | B
m(m-1) 2 (7—p)! A & 3% a3y |«

1—=p—1

SRS %[51, gl s

aﬂ+ﬁ+" f(/“- 0) ks
ax* ayPtr

A (e A oM HE, )
A1) ( y) (k*!}’)l[qp cy Mi—pe3, axkayﬂ L;—I—

8%t B+ (0, y)

+ ¥ “[“fhw o :ﬂf—ﬂ+ﬂiA]$,}- (52)

ax*tP gyp

Afirmatia acestei teoreme rezultd indatd din teorema 5 daca se fine seama
de identitatea (46).

TrOREMA 6. Dacd in domeniul D{0 == x =1, y ==0<1} functiile

af(x, ) 3l f(x, 0) 8l /(x, ) .
A ) e : H3
fw 0), T (53)

sint convexe (respectiv neconcave) de ordinul k + 1 in raport cu variabila x,
’ . & I3 5
atunct  sirul  dublu {Bf,,f,)(m o f)}mrl. o ... este descrescdtor (respectiv ne-

n=1, 4, ..

crescdtor) in raport cu indicele m, in domeniul D¥{0 < x <1, 0 <y < 1},
adicd ;

BEA dmys )= Bualn, 5 ) <0, (%, ED (54)

O propriciate analoagd are loc si velativ la indicele n, in ipoteza cd in
domeniul D sint convexe (vespectiv neconcave) de ordinul I 4 1 in vaporl cu
variabila v urmdtoarele funclii :

J k— i k j
f0,y), o0 o0 F N (55)

ax Y gy 81"

Afirmatiile acestei teoreme rezultd indata din formulele (49) si (48).

Observatie. In cazul cind unul dintre numerele k sau / este nul, sau cind
amindou# sint nule, formula (21) nu mai are sens. De exemplu, dacd k =
— [ — 0, in locul polinoamelor (21) trebuie considerate polinoamele (18).
Cu aceasta conventie teorema 6 rdmine adevirati si in acest caz.

TrorEMA 6% Fie o si B numere nalurale satisfdcind inegalitdfile
0<<a<<k 0<<P<_l. Dacd in domeniunl D{0 =x=1,0 <y = 1) functiile

™y ) 8% fix, y) (56)

% B ie, 0y a% B py 0)
M . :

’ T e
81% 33F aa% gyPt! ax*ay

3% ay'
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sint convexe (respectiv neconcave) de ovdinul k — o -+ 1 in raporl cu variabila
c':"“rﬂi B(k., I) (’V - f)
3—“31 SJ-H m, n \<Vs _'} » }
pectiv necrescdtor) inraport cu indicele m in domeniul D*{0 <x<<1,0<y<1}.

O proprietate analoagd ave loc st velativ la indicele n, in ipoteza cd in
domeniul D sint convexe (vespectiv neconcave) de ordinul I — B + 1 in raport
cu vaviabila vy, wrmdtoarele functii

x, atunci strul a’ublu{ este descrescdtor (ves-

m, n=1,2,,,

a*tBp0, 1 a*tEH o, y) aFt8=1 40,9 8FFB x5y
axa B}H F] a,|a+l a)'ﬂ g R axkgl a-yp 3 axkayﬂ .

(57)

Afirmatiile acestei teoreme rezultd indatd din formulele (51) si (50).

O HEKOTOPBIX ITOJIMHOMAX THIIA BEPHILUTEMHA

KPATKOE COJEP)KAHUE

B HacrosimeM TpyJe paccMaTpHBAKOTCS MOJHHOMBI Bix;f)  sanan-
ueie opmynamu (2), (3), (4) mas Qyuxuuii f(x), mpuHaIIeKaMHX Kaaccy
C{O0,1] (. e. mas ymkuumn, momyckawomux Ha uutepsate [0,1] wHempe-

pbIBHbIC MPOM3BOAHbLIE NMOPAAKA £). YCTaHABAHBAIOTCH CJCLYIONIE TEOPEMBbI:

it
TEOPEMA, 1. Ecau ¢ynryus ‘_;fii) na uurepsase [0,1] asanerca sot-

NYKAOL, COOTBETCTBEHHD Heso2HYTOL nepsoeo nopsadka (T. e. eca aw0bas
pasdenénnasn PasHeTs Ha Tpex pasauduolx ysaax unrepsaaa [0,1] asaserca
coorsercreenno >0, = 0), to npu aobon ( =0, 1, ..., k, nocaedosareiro-
HocToy noaurosnos (5), coorsercrayrowas pynsyuu f(x) u unrepsaay [0,1]
aBA8eTea Yoolsaioetl, cOoTBeTCTBERRD HesodpacTaroweli 0as atoboeo %€ (0,1).
TEOPEMBI 2 u 2*. Ecau ¢pyusyus [(x) npunadaescur kaaccy CHO,1],
HECMOTPSL HA TO, BEPHO Al O Heé kaxoe-Aubyds cooTHOULEHUE BOIRYKAOCTIL,
uaw Her, To 0aa Heé umeior Mecro cooTHowlenus suda (13) daa arobozo
Harypaasrozo wucaq i =0, 1, ..., k u dag aobozo x€[0,1]. B arux coor-
atobozo  HaryparbHozo uwucaa (=0, 1, ..., k. B artux COCTHOWEHUSX
HOULCHLISLX Eff“ f), g f,’,"_' 44 Eif,fj}?,,-Jra, cyro 3Hauerus uz unrepsaaa [0,1].
TEOPEMBI 3 u 3% Ecau (ynxyusn f(x) npunadaencur kaaccy  CHO, 1],
T0 Oan Heé Ha unrepsae [0,1] umetor mecro coorHowenus suda (15), 0an
g0 EWD s asamores snaveHusmu u3 unrepéasa |0,1].
BrlleyKasaHiible pesyabTaThl PACIPOCTPAHSIOTCS H Ha (DYUKLHHE OT JABYX
HE3aBHCHMBIX [EPEeMEHHBIX, BBOAA mnoauHoMbl (21), oTHocammecss K (PyHK-
uuaM f(x, y), JONOCKAIOWMM YacTHBIC NPOH3BOJAHBIE mopaaka k + [, Hempe-
puiBHBIC B ofaacTi D{0==x =1, O=y=17}. Jlas 3THX IOJHHOBOM J[0Ka3biB&-
I0TCS TEOpeMbl aHajoruuHele Teopemam 1, 2, 2% 3, 3%
[Mosmnombl (2) w (21) BBemenbl ¢ IEJAbIO HEKOTOPBIX MPUMEHEHHI B
npUOJHMKEHHOM HHTETPHPOBAHHH OOBIKHOBEHHBEIX AH(QepeHIHanbibiX ypaB-
HeHHII W ypaBHeHHI ¢ YaCTHBIMH NPOH3BOJHBIMI,
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SUR QUELQUES POLYNOMES DU TVPE BERNSTEIN

RESUME

Dans ce travail on considére les polynomes BY)(x ; f) définis par les
formules (2), (3), (4) pour des fonctions f(x) qui appartiennent i la classe
C*0, 1] (c’est-a-dire pour des fonctions qui admettent dans Uintervalle
[0,1] des dérivées continues d’ordre k). On établit les théorémes suivants:

E £l
TurorbME 1. St la fonction éjf():—) est, dams Uintervalle [0, 1] convexe
X

respectivement non concave du premier ordre (c’est-a-dive si w'importe quelle
différence divisée sur trois noeuds distincts de 'intervalle [0, 1] est respecti-
vement >0, =0), alors, quel que soit + = 0,1, ..., k, la suite de polynome
(5) correspondant & la fonction f(x) et & I'intervalle [0,1] est décroissante,
respectivement non croissante pour tout x € (0, 1).

TaforiMES 2 et 2% Si la fonction f(x) appartient i la classe C*Ho, 1],
indifféremment si elle vérifie ou non une relation de convexité, pour elle ont
liew des relations de la forme (13), quel que soil le nombre natureli — 0,1, ..., k
et quel que soit x € [0, 1]. Dans ces relations Eff Ly ff gy e E,(,’f,' fhon, repré-
sentent des valeurs de I'intervalle (0,1). :

TurorEMES 3 et 3% S la fonction f(x) appartient & la classe A
pour elle ont liew dans Uintervalle [0, 1] les relations de la forme (15), quel
que soit le nombre naturel i=0, 1, . .., k. Dans ces relations g U L
représentent des valeurs de U'intervalle (0, 1).

Les résultats ci-dessus s’étendent & des fonctions de deux variables
indépendantes, en introduisant les polynomes (21) relatifs & des fonctions
f(x, y) qui admettent des dérivées partielles d’ordre & - I, continues dans
le domaine {0 =x=<1, 0 <y =13} Pour ces polynomes on démontre
des théorémes analogues aux théorémes 1, 2, 2%, 3, 3% énoncés plus haut.

Les polynomes (2) et (21) ont été introduits en vue de certaines appli-
cations qu’ils ont dans 1'intégration approximative des équations diffé-
rentielles ordinaires et des équations aux dérivées partielies.
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