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DESPRE TOPOLOGIZAREA INELELOR

DE
I. MAURER

Comamicare prezentatd la sedinja din 24 septembrie 1956 a Filialei Cluj a Academiei R.P.R,

Intr-o lucrare anterioard [1] am comunicat o metodd de topologizare
a grupului de permutdri P al unei multimi infinite arbitrare. Importanta
acestei topologizdri reiese din faptul ¢i orice grup abstract se poate scu-
funda in grupul de permutdri P ale elementelor sale (este izomorf cu un
subgrup al Iui P), deci prin topologizarea lui P obtinem o metodi de topo-
logizare a unui grup abstract arbitrar.

Este bine cunoscut faptul cd o reprezentare analoagd cu reprezentarea
grupurilor abstracte prin grupuri de permutiri, este valabili si pentru o
vastd clasd de inele : orice inel R cu element unitate este izomorf cu un
subinel al inelului E(R*) al endomorfismelor modulului R* al lui R [2].
Se pune deci fn mod firesc problema topologizirii inelului E(R*) al endo-
motfismelor lui R sau in general al inelului E(G) al endomorfismelor unui
grup abelian G. Rezultd din cele de mai sus cd, rezolvind aceastd problema,
obtinem o metodd de topologizare a inelelor abstracte R [cu element unitate].
Deoarece orice inel se poate scufunda intr-un inel cu element unitate [2],
rezultd cd metoda amintitd este gemerald in sensul ¢i rezolvi topolo-
gizarea unui inel absiract arbitrar.

Fie G un grup abelian si E(G) inelul endomorfismelor ludi G. In cele ce
urmeazi presupunem valabild pentru G axioma alegerii. Vom introduce
in E(G) o topologie pe baza unei notiuni de limitd. pe care o definim in mod
analog cu cazul grupurilor de permutdri [1] si anume in felul urmitor :

Definitie. Un sir infinit {o;} de endomorfisme oreE (G are ca
limitd endomorfismul «, dacd pentru orice element xeG existd un numdr
natural Ry in asa fel cd pentru v> Ry sd subsiste ega'ilatea a,x=o%. In acest
caz sirul {u{r} este convergent, in caz contrar divergent. In caz de convergentd
scriem ! o, —>q.

Pe haza acestei notiuni de limitd putem introduce nofiunea de inchidere
in E(G) in felul bine cunoscut si anume vom defini inchiderea 4 a unei
multimi arbitrare ACE(G) ca totalitatea elementelor lui 4, completate
cu toate elementele limiti ale acestuia.
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Sint valabile urmatoarele propozitii.
1. Dacd ay—o 51 ki<<ky<<..., abunci wp—o.
2. Dacd o,=o pentru orice v, atunci o,—»q.
. 3. Dacd {0}, {rzr_,}.,. cov {orrb, .. sint siruri convergente de endomor-
fisme, dar sivul format din limatele Oy, Ouyews, Op. .. ale strurilor de mai sus

este lol convergent, avind ca limild endomorfismul «, atunci se poate extrage
din tabloul format din termenii siruvilor de mai sus un siy convergent in asa
fel ca limita acestui sir sd fie egald cu «. . ’

Demonstratia acestor propozitii se face la fel ca si in cazul grupului de
permutdri P [1]. Intr-adevir, nofiunile de limiti introduse in comuni-
carea [1] si in lucrarea de fatd sint in fond identice : in [1] nu ne-am folosit
la demonstrarea propozitiilor 1, 2 si 3 de faptul ci permutirile sint aplicatii
biunivoce, ¢i numai de proprietatea ci ele sint aplicatii univoce, proprietate
pe care o au 31 endomorfismele.

Se aratd usor cd din proprietitile 1, 2 si 3 rezulti valabilitatea axio-
melorlui Riesz-Kuratowski [3]in E(G), deci E(G) este un spatiu
~topologic. : :

Sirurile convergente in F(G) au fncd urmitoarele proprieldli :

1*. Dacd a>o $t oo, atunci o, o —>oa.

2*. Dacd a—ra st a—>a', atunci o to—>ato

An raport cu demonstratia proprietitii 1* facem aceeasi observatie
ca st in cazul propozitiilor 1, 2 si 3 si ne referim 1a demonstratia proprietitii
corespunzatoare in cazul grupului de permutiri P dati in lucrarea i
Rimine deci si demonstrim proprietitile 2+ : -

Din ipotezele o —a si o/—o’ rezultd ci pentru orice element xe(;
existd un numir natural R, respectiv R, in asa fel ci pentru 7> R, res-
pectiv 7> R’ avem ax=ax respectiv o ¥=a'y. De aici rezultd ci daci
*> max (R, R ), atunci egalititile de mai sus subsistd sim:ltan, deci

: : o il :

(o, +a) r=ortour=ax¥+o'x=(a+a)r. In consecinti : o+ o —u-+a'.

Se vede usor, pe baza primei proprietdti din punctul 2*. ci, pentru a
ardta valabilitatea proprietitii «,—o —a—o' in conditiile de la punctul 2+,
este suficient si demonstrim urmitoarea propazitic : daci o —o atunci

’ pozit =
—a—>—o

__ Pentru audemo'nstra aceastd proprietate, vom arita in prealabil vala-
bilitatea urmitoarei leme : daci sirurile {er'} si {ogr—[—oc;} sint convergente,
atunci girul {o } este convergent. Si presupunem contrariul, Atunci exists
un element yeG astfel ca pentru orice endomorfism o, si existe un endo-
morfism @, (7>), asa incit o, y#Zay Pe de altd parte, din convergenta
sirurilor {or'} $i {o 4o } rezulti ci pentru un numir s convenabil ales
PR . ’ [ . U

avem oy = o.zfy si (“s+°"s) Y= (oct—!—at)y pentru orice {>s. Si alegem acum
numerele $ si ¢ in aga fel, incit si avem p=s 31 t=q¢. Atunci avem urmi-
+ ITI R - 5 .
Loalitele re.la_m_ : o:syfi Y, ay=ay si (a4 o)y= (_o;q—i-oc;]y, care se mai
5 & 2 o 8 ’ & .
poate serie s sub forma urméitoare : otsy+otsy:acqy+oc‘;y. Ultima egalitate
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ne di, pe baza relatiei oy — oy, urmitoarea egalitate : ay=a,y. Aceastid
insi contrazice inegalitatea oy #or.qy. De aici rezultd valahilitatea lemei.
Pe haza acestei leme putem trece la demonstrarea proprietitii din enunt.
Pentru acest scop formim sirnl {a + (—a« )} = {0} Acest sir este conver-
gent pe haza propozitiei 2 si are ca limitd endomorfismul 0. Deoarece
situl {o'} este convergent prin ipotezd, rezulti pe baza lemei demonstrate
anterior i sirul {—o'} este convergent. S notim cu B limita acestui sir:
—ao,~f. Atunci pe baza primei proprietiti din punctul 2* avem : o/ + (—a; )
—a'+p, deci &'+ f=0, de unde B=a', ceea ce era de demonstrat.

Pe baza proprietitilor 1* si 2* putem afirma ci operajiile definite in
inelul E(G) al endomorfismelor lui G sint comiénue. Deoarece E (G) este
1) un inel abstract, 2) un spatiu topologic, iar 3) operatiile definite in E(G)
sint continue, putem enunfa urmitoarea teoremil) :

TEOREMA. — E(G) este un inel topologic.
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Caledra de analizd §i algebrd

© TOIOJOTIM3ALHMK KOJIEL]

(Kpaxoe cojepikanme)

B aroii pa6oTe BBefieM TONOMOTHIO B KOJbIO £ (G) 3HI0MOP(HU3IMOB
EeKoToporo abGenepoil rpynnel (G Ha OCHOBE CJIEAYIOILEro IOHATHS Ipenesa:

Onpenenenne. Beckoneunast HesefioBaTe/bHocTd {0y } 9HAOMOP(HIMOB
or € £ (G) umeer mpemen sHaoMop(usM o, ecau A J0O0TO 3JeMeHTa
x € G cyllecTBYeT HaTypasbHOe WHC/I0 R: Takoe, uro mas » > Ry mieeT
MECTO PABEHCTBO ¢ ¥ = a % . B 3TOM cjyyae MOC/HEAOBATEIBHOCTD {0p}
HA3LIBAGTCS CXOJsALIefics; B NMPOTHBHOM clyuae — pacxofsiiefics.

Hamnpasasisicb oT 3TOro onpefefieHHsi Npejesa, BBeJeM IOHATHE 3aMbl-
Kauust B E(G) oObIuHBIM 06pa30M M YCTAHABJIHBAEM CJELyIOLIYIO TEOpeMY:

L) Multumim d-lui A. Kertész (Debrecen), care ne-a atras atentia cd in mogtenirea prof.
T. Szele (Debrecen), ce urmeazi si fie redactati de d-sa existi o metodd de topologizare a
inelelor abstracte, Aceastd convorbire ne-a dat ideea elabordrii prezentei note §i — urmind
o cale independenti de cea a lui T. Szele — am aplicat la inele metoda folositd de mnoi

pentru grupuri,
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Teopema. E (G) sBaseTcs TonoJornueckumy KOJIBIIOM,

IMocpeacreom 3Toit Tonojoruzandn Konbua £ (G) Mbl noayumin meron
TONOJIOTH3aIMH AGCTPAKTHBIX KOMEl, TaK KaK J060€ KOMBIO MOXKHO BIIO-
KHTb B KOJNBIO R C eIMHHYHOM e/eMEHTOM, a R MOMKHO BJIOMKITE B
Kompno  E (R*) sumomopdusmor moxysst R*t. Srtor METOJ, 4aHaJOTHUeH
METOZY, HCIIOMb3OBAHHOMY HaMu B caydae rpymm [1].

SUR LA TOPOLOGISATION DES ANNFEAUX

(Résumé)

Dans le présent travail, nous introduison une topologie dans I’an-
neau des endomorphismes d'un groupe abélien G sur la base de la sui-
vante notion de limite:

Déftinition Une suite infinie {or} d’endomorphismes o ¢ E (G)
a comme limite I'endomorphisme a, si pour chague élément xe G existe
un nombre naturel Ry, de maniére a ce que pour r > Ry subsiste 'éga-
lité @ rx = o x. Dans ce cas la suite fort est convergente et dans le cas
contraire, elle est divergente. ‘

En partant de ceite définition de la limite, nous introduisons la
notion de fermeture dans E£(G) de la maniére habituelle et nous établissons
la théoréme suivant:

Théoréme. E(G) est un anneau topologique.

Par cette topologisation de l'annea E(G), nous avons obtenu wune
méthode de topologisation des anneaux abstraits, parce que chaque anneau
peut étre plongé dans un anneau R avec élément unité et R peut étre plonge
dans 'anneau E(R*) des endomorphismes du module R*. Cette méthode est
analogue a celle que nous avons employée dans le cas des groupes [1].




