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Fie G si G’ doui grupuri abeliene. Operafia de compunere a elemen-
telor grupului o vom nota atit in cazul grupului G, cit ¢i in cazul grupului
G, prin simbolul + al adundrii. Daca aeG sau aeG’, elementul opus lui a
o si notim cu — a. In cele ce urmeazd, pentru simplificarea scrierii,
vom mnota

atata+t...+a=nxd.

de n ori

Evident avem
' nx(—a)= —(nxa)
si vom lua prin definitie
(—n) xa=nX(—a).
Tot prin definitie -
0xa=8

unde g este elementul nul al grupului cdruia fi apartine a.

Fie acum o functie abstractd f(x) definitd pe G si cu valorile in G'.
Vom numi diferen{d de ordinul # cu pas w, a functiei f(x) in punctul x,

clementul A2 /(%) al grupului ' definit prin formulele

Ao f(x)=f(xtw) — (%) ; ALf(x)=Du[ATH(®)] © Do fle)=A0 f(%)

=2, 3. . 1)

Prin inductie completd se aratd cd
n

AL f(x) = Z (—1)' (’}) X (41 —1 X o) (1)

=0
Definitic. O functie f(x) definitd pe G i cu valorile fn G' vom zice ¢&

; - ] 5 : -
este un polinom de grad = n dacd A*'f(x) = @, oricare ar 1 x §1 web.
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pentru ca functia f(x) si fie un polinom de grad efectiv n, trebuie in
primul rind sd avem
AL ()= (1) 2 X [f(x+w) /(%) 1=bs

xeG si weG. Pentru o =a, aceastd conditie este indeplinitd,
x ¢ G. Pentru ca si aibi loc §i pentru o =a,, trebuie ca pentru

Daci i ;) es i
acd functia f(x) este un polinom de grad =u si A” f( ‘) i
n este gradul efectiv al polinomuluj =* B Sellaie wo A
Definitia aci datd poli :
t @ 4 polinoamelor abst i
L T racte este bin a4 si i
= C 0 e cunoscutd si poli-
e (;leli?ilr?it%bsﬁmuie defmltfe astfel sint mult studiate in cazul in cﬁ L
e S,m sice il.l valgi.‘ﬂor functiei nu au elemente de ordin finite §rupul
e pare ca problema a preze i in i  ordinel
; : ntat a i
grupului G, respectiv G’ este / rlt;)spectiv / lzlliinlgu%nt T ot Fue
ey ; & i c ; arul tuturor functii i
._-azulpe r(i ]31 Pil vrgo%Ie in Gf este evident /%, Primele probleme cet]sléor defl
| m.wr i;oﬁlll urilor __HIAG de ordm finit sint acelea referitoare la e‘{i}:’;m 1!:n
u rqétl foan_le printre cele /¥ functii, mai precis referitoare {a Wk
| 7 ga;e‘5 ; e ec%;r al polinoamelor ce existd, in prezenta noti vom daﬂ‘Iil i
| e 1;: proGleme, pentru cazurile particulare in care oru uril lGaSPuu?
‘ ciclice, unul dintre ele avind ordinul doi P B
4- . . 3 >
| d: QI. Fie (1; grupul de ordinul doi si G’ grupul ciclic de ordj
‘ o o §1 @, elementele grupului G (a,—0) si cu b, b
lui G (by=6, bi—ixb). S
TEOREMA : i mpar ;
- vaZEorilerEI}z. Glf)a;i[laf;?;;zw:?ﬂ], pf';z}trg cele I* funciii definite pe G si '
4 et un polinom diferit de | 3 :
g ] : , i de functisle constante
devir, sd presupunem ci ar exista un polinom / (x) de grad = »

diferit de functiile constante ici
ot : ; , adicd | 1 o
finitia polinomului de grad < n av(c:::n pentru care f (a,) # f (a,). Dups de-

oricare ar fi
oricare ar fi
orice x sd avem
f("’"l’“l) _f('\):bm (5)
unde 7 este un intreg cuprins intre 0 5i 2%p—1 (0=m=2" $p—1), indeplinind
conditia 2% X b, =b,. acest intreg putind de altfel varia o datd cu #. Numiirul
m este prin urmare o anumitd functie reald de x; m=m(x), ce are domeniul
valorilor in multimea numerelor intregi cuprinse intre 0 si 2¢p—1. Domeniul
exact de variatie a valorilor lui m(x) este stabilit de congruenta

| 2n =0 (mod 2°p)

nul /. Vom nota
. -be_; elementele grupu-

si constd din mulfimea numerelor
ga—n pM, unde M=0,1,2,..., 2°—1.

Ficind in (B) x=a,, obfinem
| : f(ay) —f(@o) =bze—npm

n+1 -
Am /(V) — bD (2)' ‘

oricare ar fi ¥e G si we G (it 1), 8% lubm % = M fiind unul oarecare dintre numerele 0,1,2, ..., 2n_1

1td ordine fatd de variatia

tinind seama de
Hanv+n+1—ixa) = f(nf1—ixa) = [ /@) dackn +1= i (mod 2)
i | Hay) dacin 1 == 7 (mod 2)

ARt " )
— e fla) = (= 1)m21x [f(a)) — f(a)] (3)
um insd funcfia f(x) nu este constants
o Hm) — Hay) = by  unde 1<y
st din (2), 3) si (&) rezity 0 m =m

2"m = 0 (mod })

ceea ce este in contradictie i
cea ¢ tie cu ipoteza teoremei (7 i icti
finutd demonstreazi teorema. ot fresal YRR
Cum functiile i i
constante sint evident i
) X cf ] S . olinoame d d
e _ t p e grad zero, pu
Sp ) dftca ! este impar singurele polinoame existente gsint | .113 g
zero. Numdrul lor este evident /. R R
TEOREMA : Dacd [ = 2= ¢ ir 1
WS ’l i d'?b unde p este un numdr impar, atunci prin-
rlios e ; ch,? é'efmzzfe pe G si cu valorile in G' existd poli
. graaele efective = o, numdr ’ : :
K g = o; inu ul 07 ;
n(Q=n=a) fiind N, = 2atn—1 polinoamelor de grad efectiv

DeﬂlOH‘i[IafZl'El. i

h acestel teOl‘eHle 0O Vvon f i

- e e = z [l ace CO]IStI'u ld )9} i oamele de
gld(l t.‘fECtl‘ i "51 E‘fECtulIld numararea 101 i 1 11 ]

1A

=] (4

a $i o= a. Dupi (1). b

Facind x=a,, obtinem aceleasi relatii dar intr-o a
lui M. De aici se poate trage concluzia ci orice polinom de grad = #, n

punctul @, are valoarea

f(a)) =1(ay) +bgo—npm
M fiind unul oarecare din numerele 0,1,2,...,2"—1. Cu acestea, polinoamele
de grad = n sint functiile de forma

b pt.x=a
(%)=1,° ’
f ) {bzﬂ-—-.'tpm+bc pt: Xx=d.

unde ¢ este un numir intreg arbitrar cuprins intre 0 si /—1, iar M unul din
numerele 0,1,2,...,2°—1 pentru care numirul 24— pM este intreg.
Pentru ca functia f(x) si fie un polinom de grad efectiv ». trebuie in
al doilea rind ca A% f(x) si nu fie identic egald cu . Functiile pentru care
aceastd conditie nu are loc sint, evident, polinoamele de grad = n—1. Ele
sint functiile de forma
b, pt. x=a,

Ha)= { boo—n+lpy b pt. x=a;

unde ¢ este ca mai sus un numér arbitrar cuprins intre 0 i /—1, iar M unul
dintre numerele 0,1, 2,...,20"1—1, pentru care 2%7+1pM este intreg.
Aceste polinoame sint insi si de gradul # si anume le regdsim printre poli-
noamele de grad = n, daci ddm lui M succesiv numai valorile pare dintre
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cele posibile. Cu aceasta, evident, polinoamele de grad efectiv n sint functiile
f{f\’)'—“J b, ptex—a,

T bizg— 1y +0 pt. ¥=a,

unde ¢ este un numér oarecare dintre numerele 0,1,2,..., {—1, iar ¢ unul

oarecare dintre numerele 1, 2,... 271, Pentru ca polinoamele de grad efectiv

n sd aibd o existentd reald, este evident necesar ca n=x. Cu aceasta, prima

parte a teoremei este demonstrati. Din felul cum se prezinti scrise aceste

polinoame, rezultd imediat si numirul lor. In adevir, numsirul polinoamelor

de grad efectiv n (1=#n =«) este

L2 Ny= 2!1*1:2P211*1:£q+n—17)

Cu aceasta, teorema este complet demonstrati.

Pe baza acestel teoreme se poate calcula imediat si num#rul tuturor
polinoamelor existente printre cele /2 functii definite pe G =i cu valorile in
G'. Bl este

Y N =2up+_Z N;=2% p+ 3 guki-1p—gm 4

= Tl i=1

Numdrul functiilor definite pe G si cu valorile in (7, care nu sint polinoame
este evident

a
]2 ___Z A}'l_ —22a 752__:’32;1?:2‘20 p(fb*])
=0
de unde putem trage concluzie ¢, daci p=1, adici [=2, atunci toate
cele 4 functii sint polinoame.

Inainte de a trece la examinarea cazului in care grupul G" este de
ordinul doi, vom ardta ¢ putem face o clasificare a polinoamelor existente
printre cele /2 functii. In adevidr, daci prin suma a doud fv '~ definite
pe G si cu valorile in G’ intelegem functia ce are ca valori suma valorilor
functiilor date pe puncte, atunci polinomul de grad efectiv » poate fi scris
sub forma

flx) =Pg (2)-}-5,

unde

J b, pt. x=a,
= l b(‘_)q—l)ga—n‘" pt. x=a;.
De aici rezultd cd polinoamele de grad efectiv # se grupeazi in 22-1 clase de
polinoame U} (g==1, 2,...,2771), fiecare clasi avind ca polinom reprezen-
tativ pe P] si fiecare clasi continind 2¢$ polinoame, nediferind intre ele
decit printr-o constanti aditivd. Cu aceasta, un polinom de grad efectiv »
este perfect determinat dacd i se di clasa si valoarea lui intr-un punct.
Este de mentionat cd rolul clasei in determinarea unui polinom este mai
slab decit rolul pe care-l joaci valoarea polinomului intr-un punct, cici
pe cind valorile functiei in doudl puncte depisesc posibilitatea de a defini
un polinom, valoarea functiei ntr-un punct si clasa definesc polinomul
in mod unic.

B (%)
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TI. Fie acum G grupul ciclic de ordin & si G' grupul de ol_‘dlnulb dol:
Vom nota cu dg, @y,. . -.@_, elementele lui G(a,=0, a;=1xa,) si cu by, b
elementele grupului G'(b,=8).

o ) TRy
TEOREMA : Dacd k=2%, atunci loate cele 2*" functie definite pe (?
$T Clt Tf'czlomjie_ in G sint polinoame de grad efectiv cel mudt 2% —1, nwmdrul

o o] e
polinoamelor de grad efectiv 98 —1 fiind 2 : ok o
In adevir. fie f(x) o functie oarecare definitd pe G si cu valorile in G';

avem
2¢ 2“ e 0 p -
. - . 157 —f(x+2° X x
’_\f,,u f(\) 2 2%_1)!(5 )xf(,1—{—_ i X o) f(‘\/+ )+ )
i=0
aci 20) sint numere pare dacd 1="i¢="2" —1. Dar ordinul grupului G este
caci |- L N et

94 qsa cd 20 Xw=da, orecare ar fi w. Prin urmare
AT () =1(x) HW =2 X /(% =D,

si prima parte a teoremei este deglonstrafta. i
; Pentru a vedea care este numz_irul polinoamel . ih
vom caleula mai intii numirul polinoamelor de grad ==2

astfel de polinom.

; de grad efectiv 2¢ —1,
—2. Fie f{x) un

Avem
2%—1
[ | 2n. o e i
[« i " T e — :b—i—.."—l—r'XoJ)
Aum ]f(j():ZU (—1) ( ) )X[(fb—{ﬁz il LX(U} izof(

caci (2.: _1) este impar, oricare ar fi i. Prin urmare, f(x) fiind un poli-
}

Da 92
s/ 2

nom de grad =

2%—1

S fatar1-Tx0)=b,

=il

oricare ar fi xeG si weG. Cum insd oricare ar fi e G. (1‘2“2~1—;2l >i1m
i)arcurge toate elementele lui G cind ¢ parcurge Va]orﬂf 0,A X aé:[él.,;o =
rezultd ci f(x) ia valoarea &, intr-un numar par de punc e1 ce 4 gpgall >
tate se vede de altfel cd si caracterizeaza Pohtloarr’lele de gra — -
Numarul functiilor definite pe G si cu vvalonle in G ,ﬂcar}eﬁz %)a}ﬁ g;e 1
intr-un numir par de puncte, cste dupd cum ugor se stabiles

o )
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in consecintd, numirul polinoamelor de grad efectiv 2° —1 este
Nyo =292~ 1=01"~1.

Cu aceasta, teorema este complet demonstrata.

Este de remarcat faptul ci polinoamele de grad efectiv 2¢—1 se recu-
nosc. dupd aceea ci iau valoare b, intr-un numir impar de puncte ale
punctului G, ceea ce este evident, cici daci ar lua-o fntr-un numir par de
puncte gradul polinomului ar fi =2« —2.

Ca incheiere, vrem si semnalim o interpretare geometricd conventio-
nald a functiilor abstracte definite pe G si cu valorile in G'. Sa luim in plan
doud axe de coordonate rectangulare 0X si OY. Vom conveni ca punctele
de pe axa OX, de abscisi 0,1,2,..., k—1, sd reprezinte elementele
dg,dy, ..., a1 ale grupului G, iar punctele de pe axa OY,de ordonata 01,261,

si reprezinte elementele by, by ,..., bi_, ale grupului G'. Punctul de °

coordonate (X,Y), unde Xe(0,1,...,k—1) si ¥e (04, 2,.. ., i =1k ol
conveni si reprezinte punctul abstract (a,,b,). Datd fiind functia /(x), tota
litatea punctelor (X.Y) — tnde Y este determinat in functie de X prin
relatia f(a,) =b, — ne dau o idee despre felul de variatie a functiei abstracte
f(x). Pentru ca aceastd imagine a variatiei functiei s fi¢ mai concretd vom
uni, doud cite doud, punctele de abscise consecutive, prin segmente de
linii drepte. Linia frinti astfel obtinutd o vom numi graficul functiei.

S considerim cazul I avut in vedere in prezenta notd. Graficul poli-
nomului P} (x). ce determini clasa Uj . este segmentul ce unegte punctele
de coordonate (0, 0) si (1, 2g—1 2¢=1p). in fig. 1 se pot vedea toate polinoa-

mele P} (x) pentru cazul /=12. Punctat se pot vedea graficele functiilor
pentry care f(a,)=b, si care nu sint polinoame.

¥,
A
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$4 considerim acum cazul II, avut in vedere in prezenta notd. In acest
caz graficul este o linie poligonald cuprinsd intre paralelele Y=0 si Y=1.
In fig. 2 se pot vedea toate polinoamele pentru cazul i=4.

2

Dous pOiRoome oe

., groou v

,0——-—9
/

Oor ~polinoome oe groold trer
Fig. 2

Academia R.P.R. — Filiala Cluj
Institutul de caloul

OB ABCTPAKTHBIX MHOTOUJIEHAX, 3AJIAHHbIX HA TPYTIIAX

(Kparroe collepmaHme)

B sToit 2ameTKe AAIOTCS MEPBbie Pe3yAbTAThl O CYLIECTBOBAHMH H O 4HCIe
4GCTPAKTHBIX MHOFOU/IEHOB, 3aaHHBIX HA LHKIHYECKHX CPYMIaX KOHEUHODO
nopsiaka. PaccMaTpHBaeTcs TOJbKO ClydYail, Korja OAHa M3 rpynn G nmn G”
SIRAAETCS MPYNNOil BTOPOTO NOPSIAKA.

SUR LES POLYNOMES ABSTRAITS DEFINIS PAR GROUPES CYCLIQUES
D'ORDRE FINT ET AVEC LES VALEURS EN GROUPES CYCLIQUES D'ORDRE FINT

(Résumé)

Cette note présente les premiers résultats sur I'existence et le
nombre des polynémes abstraits définis par groupes cycliques d'ordre
lini et avec les valeurs en groupes cycliques d’ordre fini. On considére
seulement le cas oit 'un des groupes G ou G’ est du deuxiéme ordre.




