UN PROCEDEU DE ORDINUIL SASE DE EXACTITATE,
PE DOUA NODURI, DE INTEGRARE NUMERICA
A ECUATIILOR DIFERENTIALE DE ORDINUL INTII

nE
A. COTIU
(Cluj)

Se considerd ecuatia diferentiald de ordinul intii

7= p(x 2, (1)
si fie z(x) integrala ei, care satisface la condifia initiala
(%) = z,. (2)

Se presupune ca sint satisficute conditiile care asigurd existenta
si unicitatea integralei z(x), pe intervalul inchis [x,,«], unde x= x, + /.

I. Pentru integrarea numericd a ecuafiei diferenfiale (1), cu condifia

inifiala (2), A. Huta [3, 4] a stabilit doud procedee de ordinul sase de
exactitate [1], a cdror aplicare necesitd opt substitutii in ecuatia diferentiala.
TFormulele care se folosesc pentru aplicarea acestor procedee confin 42
constante. Nodurile si coeficientii care intervin in aceste formule, sint numere
rafionale.

Mai tirziu, E. Fehlberg [2] a aritat ci integrarea ecuafiei
diferentiale (1), cu conditia initiald (2), se reduce, printr-o transformare,
la integrarea wumei alte ecuafii diferenfiale, tot de ordinul intfi.
E. Fehlberg [2] a stabilit un procedeu de ordinul gase de exactitate,
a cdrui aplicare necesita trei substitifii in ecuafia diferentiald transformata.
Formulele care se folosesc pentru aplicarea acestui procedeu, confin noud
constante. Nodurile si coeficientii care intrevin in aceste formule sint
numere rafionale.

Dacd se integreazd numeric ecuafia diferentiald transformati si se
obfine integrala ei aproximativi, atunci formula de transformare ne da
integrala aproximativd a ecuafiei diferentiale data (1).

2. Pentru integrarea numerici a ecuatiei diferenfiale (1), cu condifia
initiald (2), in aceasta lucrare se stabileste un nou procedeu de ordinul sase
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de exactitate. In acest scop, se face, in prealabil, o transformare a ecuatiei
diferentiale dati, care difera de transformarea ficuti de L. T'ehlberg.

Formulele care se folcsesc pentru aplicarea procedeului confin cinci
constante ; aplicarea procedeului necesiti numai dous substitutii in ecuatia
diferentiald transformati. Nodurile si coeficientii care intervin in aceste
fermule sint numere iratic nale,

3. Vom arita, mai intli, cum se transforms ecuafia diferentiald dati.

In lecul funetiei s(x), integrald a ecuatiei diferenfiale (1), cu conditia
inifiald (2), sd intreducem, printr-o transformare, o nous functie y(x), astfel
incit si satisfacd la urmitoarele conditii

¥(x) sd fie integrald a ecuafiei diferentiale

y' = flx v, (3)
cu condifia inifiald
Y (%) =y = 2,; (4)
v(x) si functia f(x, y) si satisfacd pe nodul ¥y, la condifiile
;":, =0, y(;’ =0, (5)
{—"iJ =, (-ﬂ J =0 . (%)
ay Jo dx ay)o .
Din (5) rezultd imediat ci avem
af 5
—1] =0.
( ax}n (‘)

Se aratd usor cd conditiile (4) si (5) sint verificate de urmitoarea relatie,
intre functiile z(x) si y(x) :

, 1 e
2= 0(xy) =y + A(r — %) + 1+ 5 (x— w24

+ A% — %) (¥ — yo) 4 B (& — 50)2 (¥ — ), (8)

constantele A si B fiind oarecare,

54 determindm constantele A §i B, astfel incit si fie satisficute si
conditiile (6).

Din (8), dacd deriviim in raport cu ¥ si finem seami de relatiile (1) si
(3), avem

o(%.2) = [1++ A (x — x) + B (x — x0)2] f(x,9) + 7 +
2 (x — x) + A (v — 33) + 2B (¥ — 1)y — wy). (9)

Sd scriem cd derivatele parfiale in raport cu ¥, ale functiilor care figu-
reazd in relatia (9), sint egale ; avem

= j} =[1 4 4 (5 — %) + B (x — x)?] ai/ .
A 2B (¥ — ,\;u)_
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Din (8), avem |
& 1 4+ A (x — %) + B (x — %)%
ay
care, inlocuit mai sus, ne da
{ (¥ to) + B(x — \-)2131:[} + Ay — xp) +
1+ A(x — %) 3% — Xy 5

+ B(x — %9)% aif b A BB (10)
”
Facind x = x,, rezulta
2y - [ﬂ] ~ 4.
(ay 0 a9z )o
Pentru ca si fie satisfacutd prima conditie din (6), trebuie sd avem
A= (—f’i] ] (11)
az Jo

Vom determina pe B, astfel ca si fie satisfacutd si a doua condifie
lin (6). : . ; .
1 (P?entru aceasta, si scriem cii derivatele partiale in raport cu x, ale
functiilor care figureazi in (10) sint egale; avem
2 a¢
AL 2 B(x — %)) — =
[1 4 A(x — xp) + B(x — %)% e il ( o] o

: 8 4
[l LA(% — 2) + Blr— xg)% 2L 4[4 + 2B(z— %] 428

dxoy
Fiacind & = x, si {inind seama ca
3
Y L 0,4 = (_‘E] J
ay Jo 0z Jo

rezulta ci

24 5\2 a8 2
) (2, -
ax dvjo axdzjo a3z Jo

Pentru ca a doua condifie din (6) sd fie satisficutd, trebuie si avem
2 8 (]
. (i‘i) - (_‘P J
2 dxaz lo az Jo

fnlocuind pe 4 si B in (8), prin valorile lor date de egalitdtile (11) si

; > ey
(12), obfinem transformarea pe care trebuie s-o facem asupra ecuatiel difere
3

iale data. L - )
Fe eDin (9), in care 4 si B sint dati de relafiile (11) §i (12), avem

1

1 ss R L X *4‘1('\'—‘ ) )___
x, y) = %, 0(%, ¥) ] —2—20 (¥ — %) —A(y—Yo
% 3 = R B(%W{q}[
(13)

— 2B(x — %) (¥ — %)
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In concluzie, integrarea ecuatiei diferentiale (1), cu conditia initiald (2)

- 3

se reduce, prin transformarea (8), la integrarea ecuatiei diferenfiale (3),

cu condifia initiald (4), unde functia f(x, y), care figureazi in membrul al
doilea, este data de (13).

Integrala v(#x) si functia f(x,y) satisfac, pe nodul x, Ia conditiile
(5), (6) si (7).
obtine integrala ei aproximativi ¥(x), atunci formula
aproximativd 7 (x) a ecuatfiei diferentiale inifiale (1), inlocuind in (8) pe v(x)

Dacd se integreazi numeric ecuatia diferentiali transformati (3) se
(8) ne di integrala
cu ¥ (x), adica

—_— S~ r 1 r
() = 50) + alx — 1) + L7 (v — g)ot
FA(x — %) y[(x) — Yol + Bz — x;)® [3(x) — Yol, (14)
unde 4 si B sint dati de egalitatile (11) ¢i 12).
4. 53 stabilim acum procedeul de integrare numerici a ecuatfiei diferen-

fiale transformats.

Presupunem ci integrala y(x) a ecuatiei diferentiale transformati se
poate dezvolta in vecinitatea nodului %o, dupd formula lui Taylor: avem

I

N e LY L (15)

2!

Sd exprimdm numerele y{* | care figureaza in (15) cu ajutorul valorilor

derivatelor partiale ale functiei f(x,y), in raport cu » siy, pe nodul x,. Tinind
seamd de conditiile (5), (6) si (7), avem

2
= (}J ;\,nﬂ — ()J .\;g' — (6_‘{ :
. ax2)

asl = a-!f .
M= [—L)  ye)—= [ 2T , 16
M [E).‘\f”Ju Yo ( 3zt )U { )

. 5 2 3
_.1,[(1()';: (i"_J -+ 10 (if—] (—ii_] :
ax o ax® Jol ax2ayfy

Pentru caleulul numeric al integralei y(x) a ecuatiei diferentiale trans-
formata, si scriem urmitoarele formule

Ry =f (% + oy b, Vo) b,
kg = [ (x5 + %h, o + B k) B, (17)
Y(x) =y + ¢ by + o, Ky ¢ =y ok, (18)

Vom determina constantele %, ¢, B, ¢ $i ¢y, comparind coeficientii

puterilor lui 4, din dezvoltirile dupd formula Iui Taylor ale membrulyj al
doilea al relatiilor (17) si (18), cu coeficientii acelorasi puteri ale lui 4, din
dezvoltarea (15), dati de (16).
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[
|
|

Tinind seami de conditiile (5), (6) si (7) , obfinem

= st 4
1 214“: [%:juhs i ]éd % [%]Uhﬁ T (19)
=l (2 d 2+

Compararea coeficienfilor aceloragi puteri ale Iui k& 1dlelllad(i1zr\]f§1§1§;rr1&?
(15) si (18), tinind seami de (16), (19) §i (20), ne conduc
sistem de ecuatii :

| BY: ode, + wdc, =

1
18

2 ] ; I
(: iJ Broade o+ e, =—,
x 0
1
3 P
(B‘:)h“: afcl+agfu=j'
ax® Jo
s g I 21
)W, + oo, = .
X% Jo
3 4
= J 6

3 .
B Jm; o? ol Bo, =
ol ax2ayvjo

ii din si i : i care se intilnesc
Primele patru ecuatii din sistemul (21), sint aceleagl care se ir
in formula de cuadraturd a lui Stieltjes

{2(0) £(2) dx = Asg () + Aog(w) + R
‘ .
i ficientii / i nodurile x,, x, cuprinse
in care se cere si se determine coeficientii 4,, A% s 11_)(1}11:1_1@ :‘bh“ \;20 :;LE e
intre 0 si 1, astfel ca acestd formuli si fie ?xacta, ezdlua sa alt aC S sf
entru un ’polinom oarecare de gradul trei. I"un‘cir;m_ p(%) %s,se Ointervth\]
I;ozitivé pe intervalul [0, 1], iar 2(x) este o functie de clasa C* pe :

[0,1.] 2
In acest caz trebuie si avem

Ay Ay = (p(n) dx,
0

Ay - Ay 2 = Sp(,\:)x as%,
Q
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Alegind p(x) = x2, obfinem tocmai primele patru ecuatii din sistemul
(%1). De aici rezultd cd problema pusi de noi este pesibild, deoarece se stie
cd nodurile x, si #, sint reale si cuprinse intre 0 gi 1, iar coeficientii 4 ;si‘ A
sint pozitivi. : *

Deci, punind

e = A

; are, =4

1?7 7272 2?

primele patru ecuafii din sistemul (21) ne vor da, ca la formula de cuaciraturrﬁ.
a lui Stieltjes

3.1 s 2 1]/2
G = — — — |/ — e = — T e
173 gfs* ™ 3+3"5' &2
i 512 1 51/2
By /7, Ay= =2 /—
6 48 5 6 48.) 57
de unde
85, 125]/2 85 125]/2
ao BamT s )T s
216 864 b 216 864 5

Ultima ecuatie din sistemul (21), ne di

2 TQ 5
8 25 ooty — o) 680 4 250 V?
o = — s 0,
72 1 1 729 (24)
N,
4 3

_Aplicarea procedeului, astfel determinat, necesiti numai dous substi-
tufii in ecuatia diferentiald transformatd. Ordinul de exactitate al procedeu-
lui este sase. Formulele (17) si (18), pe care le folosim pentru aplicarea
acestui procedeu, confin cinci constante. Nodurile si coeficientii acestor
formule, aga cum arata relafiile (22), (23) si (24), sint numere irationale.

Universitalea ,,Babes-Bolyai" Cluj,
Catedva de ecuafii difeventiale
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IMPHUEM HIECTOTO ITOPAAKA TOYHOCTH, HA ABYX VY3JIAX,
YHUCJEHHOTO HMHTEMPUPOBAINIMY JHUODPEPEHIIMAJIBHBIX
YPABHEHMWH TTEPBOTO ITOPAOKA

KPATKOE COIEP)XAHME

B rpy/se manaraercs HoBbl Npuém, IHeCTOro NOPS/KA TOYHOCTH YHCIeH-
HOro HMHTerpupoBauust auddepennuansioro ypasuenus (1) mpn HauadbHoM
yeaoBun (2). C aTof meJblo TPOM3BOAMTCS, B IEPBOH ouepeiu, npeobpa-
30BaHNe 3ajaHHoro Auddeperuuansioro ypasaenus, @opmyast (17) u (18)
ICMIOIb3yeMble JIJI MPHMEHEHHS 3ITOro IpHEMA COJAEPXKAT MSTh KOHCTAHT.
[TpumMeneHue npuéma Tpedyer TOJBKO JIBYX 3ameH B TnpeoBpasoBaHHoM aud-
(pepeHuMaIbHOM ypaBHEHMH. ¥3Jbl H KOI((HIMEHTH, BXoAsume B (op-
mynax (17) u (18) sBAsOTCS MPPAUMOHAJLHBIMHE YHCIAMH,

UN PROCEDY, DU SIXIEME ORDRE D'EXACITTUDE, SUR DEUX
NOEUDS, D'INTEGRATION NUMERIQUE DES EQUATIONS DIF-
FERENTIELLES DU PREMIER ORDRE

RIFSUMIE

On établit un nouveau procédé du sixieme ordre d’exactitude, d'inté-
gration numérique de I'équation différentielle (i), a la condition initiale
(2). A cette fin, on fait, au préalable, une transformation de I’'équation
différentielle donnée. Tes formules (17) et (18), utilisées a4 I'application de
ce procédé, contiennent cing constantes, I, application du procédé réclame
seulement deux substitutions dans 'équation différentielle transformée.
Les noeuds et les coefficients qui interviennent dans les formules (17) et
(18) sont des nombers irrationnels.
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