ASUPRA UNOR PROPRIETATI ALE MARTICILOR
COMPLET PONDERATE $I COMPLET MIXTE?)

DE
ALEXANDRU B. NEMETH
(Cluj)

In teoria jocurilor, matricile complet mixte au un rol important,
decarece in acest caz sint valabile o serie de proprietati simple, si multe
jocuri practice sint de aceasti naturi. Proprietitile matricelor complet
mixte au fost deduse din teoria generali a reprezentirii solutiilor optime
extremale, In lucrarea de fafi dim demonstratii mai simple ale acestor
proprietifi, fird a face uz de teoria generali.

Am introdus de asemenea notiunea de matrice complet ponderats
(c.p.), care generalizeazi matricile complet mixte (c. m). Pentru aceste
matrici am stabilit teorema 4.

Reamintim definitiile $i proprietatile de care ne vom folosi in lucrare :

DERINTfIA. 1. O matrice de jocuri A se nwmeste c.m., dacd pentru
loale strategitle optime x si ¥, avem v, > 0 pentru toli i si Vi > 0 pentru
tofi 7.

DEFINITIA 2. O malrice de jocuri A se numeste c.p., dacd penlru orice
linie i §i coloand j gdsim cite o stralegie optimd x si vy, astfelca 110 = 0
st ;\12” =0

DEFINITIA 3. Strategia X a matricii A se nuwmeste complet ponderald,
dacd x; > 0 pentru tofi 1.

1. Orice combinatie convexi a strategiilor optime este strategie optimi.

2. Matricea de jocuri A’ obtinutd din matricea A, adaugind numiral a
la elementele lui A, are aceleasi strategii optime ca si A, iar valoarea ei
este v' = ¢ + a, unde v este valoarea lui A.

3. Daci pentru o strategie optimi x a matricii A avem x, > 0, atunci

(Ay), =2,

fa

*) Aceastd lucrare se publici $i in limba francezi in revista ,,Mathematica”, vol 4 (27),
1962,

Y — Sludii si cerceldri de matemalici nr. 1/1962
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pentru orice strategie optimd y (unde v este valoarea jocului).
4. Dacid A este o matrice c.p., pentru orice peteche de strategii optime
X si ¥, avem :
XA =v; Ay = v,

unde v este vectorul linie respectiv coloani cu toate elementele egale cu
valoarea jocului.

Aceastd propozifie rezulti imediat din definitia matricilor c.p. si
propozitia 3.

5. Orice matrice A c.p. are strategii optime complet ponderate.

Demonstratie. Considerim matricea c.p. A de ordin m x n. Din defi-

113{t1a mitlitcel.c. p- urmeaza cd pentru crice linie 7 si coloani § din A gdsim
cite o strategie optimi x re iv yi) as pli) > fots
gle optima x') respectiv yU) astfel ca ) > 0, ¥ > 0. Notim

C_Olnbillﬁjfia convexd a strategiiler de acest fel (unde X >0 (i =1, ..., m)
slw>0 (=1, ..., n)) cu x° respectiv v
x0 — 7\1X(1) + 7\2x(2) —|— . + )\mx(m) : YU = p‘Iy“) + -q2y(2) _% n . + EJ.,‘.\-'(M-

Aceste strategii sint optimale s complet ponderate,

TrorREMA 1. Condifia necesard §i suficienld ca o matvice c.p. A sd fie
c.on., este ca strategiile ei optime c.p. sd fie unice.

Demonstm:ﬁ')z ca f:ondll:lar este necesard, adicd daca A este c.m., atunci
ea are strategii optime unice.

‘ Plre_su};unen} contrariul : strategiile optime ale lui A nu sint unice,
}?1e x!six (]voua strategii optime diferite ale lui A. Construim vectorul x®
in felul urmditor : :

0=t + g(x! — x2).

.

Vom arata ca il putem alege pe € > 0 astfel ca x* >
=

pentru un 4,
Fie J = {i|x! — x* >0} (I este evident nevida pentru cd x! £ x?),

Vst x) = 0 cel putin

7

i) 2
& 4 < A A
11 alegem pe i, astfel ca —* = max -,
.1‘[-0 ie ':7 xi‘
L-.I
Fie acum &= — "% Atunei 40 1 ;
e . Atu = gl — 42) =
] Z net x) = x} + ¢ ( X, xio) = p
a o

Ne ramine sd ardtim cd pentru tofi indicii ¢ avem :
w0 — Al = 4l A2y © i
JG'. = "",‘ + »;(:L'. i ,‘C?) ;U.
Intrucit ¢ > 0, pentru i€ g inegalitatea de mai sus este satisficuti. Ea

trebuie verificata numai pentru 1 € 7. Pe baza alegerii lui 4, avem pentru
orice 1 € J : -

2 o 2 2
5 3 %. A
i ! i A 1
0 = o L‘l s a o a1 ol 2 1 1
1 T e e e .\u'f* X = = — xl — x?
Ty x; ! x; ,1 : G : g i + Y g
v 0
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De aici urmeazd cd x; +=(x; — 7)) =0.

m

Observam ci x° este o strategie. Intr-adevir 2 %) = 1; mai mult,

i=1
xA = x!A | ¢(x'A — x?A) = v, de unde urmeazdi ci x° este o strategie
optima.
Am gisit deci o strategie optimd x° pentru A, astfel ca %, =0. Am
ajuns in contradictie cu presupunerea ci A este o matrice c.m. gi necesi-

tatea conditiei teoremei este demonstrata.
Pentru a demonstra suficienta conditiei, trebuie ardtat cd din faptul

ci strategiile optime c¢.p. sint unice, urmeaza ca A este c.m.
Presupunem contrariul : A nu este c.m. Atunci are cel pufin o strategie
optimd x' astfel ca x{) = 0. Dacd x° este o strategie optimi c.p., atunci

; . 1 1 . - ot
evident si x! = = x| = xll este o strategie optima c.p. si difera de x°.

Deci, presupunind ¢ A nu este c.m., am ajuns in contradictie cu faptul ci
strategiile c.p. sint unice. Teorema este in intregime demonstrata.

TrorEMA 2. Orice matrice com., A, cu valoarve diferitd de zero, esle ne-
singulard.
Deomonsiratie. Tlie v ¢ (0 valoarea jocului c.m. A. Vom ardta cd sis-
temele
(1)

A V=Y, (:.‘3)

admit o solufie unicd. Stim cid strategiile optime x° gi y° sint solutii ale
acestor sisteme. Vom arita cid sint unicele solufii. Presupunem contrariul :
u este diferit de x° si satisface sistemul (1)

uA =v,

m w

v ¥ = u(Ay) = (uA)y = v, Y ui =1.

i=1 i=1

Construim vectorul x! = x°® + ¢(x® — u). Intrucit x°3£ u pentru orice
ez2 0, avem X! x0. Pe ¢ il putem alege atit de mic (si diferit de zero)
m
inelt ;=0 (1 =1, ..., m); dar } & =1, deci x! este o strategie. Mai
 e— i
i=1
mult, avem :

x!A = XOA 4-¢(x'A —uAd) = xA =v;

deci x' este si strategie optimi. Totodatd x' #£ x°. Avem doud strategii
optime diferite, ceea ce contrazice presupunerea ci A este c.m, Deci sistemul
(1) are o solutie unicd. In mod analog putem arita ci si (2) are solufie
unici. De aici urmeazi ci A este nesingulara.

TEOREMA 3. Ovrice matrice com. este pdatraticd.

Demonstratie. Consideram o matrice c.m., A. Daca valoarea jocului
cu matricea A este diferitd de zero (v £ 0), teorema este demonstrati ;
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dacéhvaloare‘aa jocului este egali cu zero (v = 0), construim tri 3
adunind la fiecare element al matricei A un numir g diferit de A
de matrice are aceleagi strategii optime ca si A (deci stmtze?ﬁ' i
unice x° si y?) si are valoarea v’ = g diferiti de zero. Matricnea gA’e C;ptllnlﬁ"
o matrice de jocuri c.m., cu valoarea diferiti de zero, Din teorema 2 rmeag
ci ea eusteu nesingulari si astfel este si pitratics. Din c:onstrtclcl:c‘i;Lrlmzea'Z\Ei
urmeazi ci si 1} este patraticd. Cu ocazia demonstririi teoreme] P .
Bimi: si ltapf‘gul ca o matrice de jocuri c.m., avind valoarea zero aill;u;:u
=0 S 7 ~ A i 1 1 ) : =
thlarsﬁe' a tiecare element un numir diferit de zero, devine matrice nesin-

: o, ; S
v .'lEORTv,MA, 4, CO'."I-d?—}lf.ﬂ necesara si suficientd pentru ca matricea A
sd fie c.p., este ca wnul din sistemele de ecuatii lineare ]

xA =10

Ay =0 } (3)
s5au

xA =1

Ay =1 } (4)

?a. a{zba,l 0 sgm,tw strict d'zﬂ’f’i{d de zero cu toate componentele de acelasi semn
unde I este vectorul de linie respectiv de coloans cu toate componentel
egale cu 1), B

Demonstratie. Daci A i
fratie. este c.p., avem pentru orice ii
_ / L : er :
il e A I pereche de strategii
XA =,
Ay’ =,
Slej(’)are’ﬁcﬁlxlr"este 0 matrice c.p., ea are strategii optime c.p.; lie acestea
ar X% st y9 Dacd v = 0, sistemul (3) are o solutie strict pozitivad. Daci

v 2= (), atunci

il
G Ao DR, e
X% gt —y° sint solutii strict diferite de zero, cu compo-

o
nentele de acelasi semn ale sistemului (4).
£ Dd presupunem acum ci sistemul (3) sau (4) are o solutie strict diferits
zero cu componentele de acelasi semn. Fie aceasti sclufie x*, y*. Punem
s X%, ¥

: v*
;Y=
”m

n
A [
2 & E ¥

= =1

x*

x9 =

Arits % e » )
ratam cd x° i y° sint strategii optime pentru A. Observim mai intii ci

m n

;l'“?:igl»"? =1, 4>, W>0 (=1, ...,m; =1, ... n).
Avem
X°A = 0, XA = —
sau E "'7
Ay =0, Ay® — 1
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In primul caz, pentru strategiile arbitrare x si y avem :
x%Ay = 0 = xAy",

deci x° si v0 sint strategii optime pentru A.
$1 Y gl1 O]
m
& o %1 % ¥ ___ * ® W
I, Ay* = 1, deci x*Ay* = § %, X*Ay*=

i=1

in al doilea caz avem x*A =

n i

=Y v, asadar §, »;

j=1 i=1 j:[

d "
= Eyj* = — . Pentru strategiile arbitrare x i y avem
3

x"Ay = v = xAy",

deci x° si y¢ sint strategii optime pentru A. Tinind seama ca x°, y° sint
totdeauna strategii complet ponderate, teorema 4 este demonstrata.
Observatie. Dacd la conditiile teoremei mai addugim ca in cazul sis-
temului (3) solufiile de acest fel sd fie toate proporfionale, iar in cazul
sistemului (4) sa fie unice, atunci teorema este adevaratd pentru matrici c.m.

O CBOKICTBAX IIOJIHOBECOBbBIX W T[MTOJITHOCMEIIAHHBIX

MATPHIL],
KPATKOE COJIEPYKXAHHME

Hrp, HMEIIYIO LIS Kas 101

Hasnipaem noJaHoBecoBoll (MB) MaTpHILy
)
X

JHHUH [ M ISt KAXJIOTO CTOJI6UA [ MO OAHOH ONTHMAaJbHOI CTPATErHH

COOTBETCTBEHIO V' TaK, 4ToGH =1, yﬁ” > 0. Paan xparTiuocrd Tax-
JKe, HANUIIEM TC BMECTO ,,MoJHocMelnantof’.

TEOPEMA 1. Heobxodumobis w AocTaroumbial yeaoslem 048 TO2O 4TOObL
nB, marpuya uep 6Govlaa TC, ABAAETCS TO 4TOOLI OHO UMEAd eDUHCTBEHHbLe
ONTUMAALHBIE NOAHOBECOBLLE CTpaTe!l.

TEOPEMA 2. Jlr06as nc marpuya uep co SHAYCHUEN OTAUMHOLM OT HYAA
TBAACTCH HECUHRYAAPHOLL.

TEOPEMA 3. 1nic Marpuuya uep sceeda KEaAOPATUUHA.

TEOPEMA 4. Heobxodumoin 1 AocTaTounbim yeaosuem 0Af TO20 4T0Ob!
Marpuya A Oviaa B, ABALETCA TO, 4TOOLL OOHA U3 CUCTEM AUHEIHLLY Ypas-

HEHLLLL
xA =0
Ay =10
it
xA=1
Ay =1
HiteAq Peulentte CTPo20 OTAUYAIOWEECs OT Hijaa € COCTABALOUGUMLL 00HO20
it TO20 e 3Haka (rae 1 — BekTop JHMHHH, COOTBETCTBEHHO CTOAONUE, CO BCEMMU

COCTABMANIMME PaBHBIMH 1),




134 ALEXANDRU B. NEMETH 6

SUR QUETLQUES PROPRIETES DES MATRICES COMPLETEMENT
PONDEREESETCOMPLETEMENTBHXTES

RESUME

Nous appelons matrice complétement pondérée (c.p.) une matrice
de jeux ayant pour chaque ligne 7 et colonne 7 une stratégie optima x et y0)
telle que x>0, v > 0.

Inévira puor abréger c. m. au lien de ncomplétement mixte’”,

TuforiME 1. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une mal-
vice de jeux c. p. soitc. m. est qu’elle ail des stratégies optimales complétement
pondérées unigques.

THEORBME 2. Teute malvice de Jeux c.m a la valeur différente de zéro
est mon singulitre,

THEOREME 3. Une matrice de Jeux c. m. est toujours quadratique.

THAROREME 4. La condition nécessaire ef suffisante powr gu’ une matrice A
Soilc. p. est que Uun des svstémes d ‘équations linéaires

XA =0 ]

Ay =0 |
ou

xA =1 |

Ay =1 |

atl wune solution striclement différente de zéro avec les composantes du méme signe
(ctt 1 est le vecteur de ligne, respectivement de colonne avec toutes les
composantes égales i 1),
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