CONTRIBUTIE LA STUDIUL RAPIDITATII
DE CONVERGENTA A SERIILOR CU TERMENI POZITIVI*)

DE

ANDREI NEY
(Cluj)

Scopul acestui articol este de a ardta ci criteriul lui Kummer-Jensen
este un instrument util in studiul rapiditdtii de convergentd a seriilor cu
termeni pozitivi. Cu ajutorul acestui criteriu se poate realiza o anumita
clasificare a seriilor, dupi rapiditatea lor de convergenti si este posibili
construirea unei metode unitare de determinare a domeniului de apli-
cabilitate al diferitelor criterii de convergentd, care derivd din cel al lui
Kummer.

§ 1. Citeva observatii in legiturd cu criteriul lui Kummer

I. Fie
‘S‘:EMM:MI“FM‘A‘I»"'+u’n1—-"' (1)
1

o serie convergentd, cu termeni pozitivi, pentru care se defiﬁe$te suma
partiald
S, =1+ U+ .. +u, (2}
si restul
er = U+ ip %t + ¢ e (3)
Criteriul lui Kummer poate fi enunfat [4] sub o formd pufin diferitd

de cea clasicd, dupd cum urmeazi :
Existen{a unui gir {a,} de termeni pozitivi, care satisface relatia

(aﬂ - 1]_w>u (n— o), (4)

Up 4

*) Aceastd lucrare se publicii gi in limba francezd in revista ,,Matematica™, vol. 4(27), 1962,
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este o condifie necesari si icients i i itivi
s 1 ara si suficientd pentru ca seria cu termeni pozitivi
Mou, sifie convergents,

1

: Dac"a_ rela!:la_ (4) este sfatisfécgti, se obfine in conformitate cu lucrarea
[4] urmatoarea formuld asimptotici pentru restul R, al seriei (1)

Gptty — lim ayu, 1)

- -
R == (2 i—= = o
)
Inlocuind in (4) a,, prin a* — % _ Hm i
k] hi— 2 e SE Ohihe
n ety
U :
e IR n 5
. ( * s - o at), (6)
lar pentru rest
~ L B
R, = @ = aru, =0 (n - o). (6G)

i . : e
Rela%la (a%, la care se atageazi (6), va fi denumits forma reduss a relatiei (1)
n cele ce urmeaza vom utiliza si o alti variant iteriului Tui -
¢ a antd a criteriului lui Kum-
mer, [4], si anume :
Existenfa un sir {a,} de termeni pozitivi care satisface egalitatea
Uy
oL Sl il
Up+1

(n > N) (7)

este o condifie necesard §i suficientd pentru ca seria cu termeni pozitivi

==}
Y, si fie convergents.
1

YRR RN
n = 'Ky Inseamnd ca lim —— = 1, -Ajci 2 i i ii asi i
) n este simbolul unei expresii asimptotice

a restului R, al seriei (1).

Se eni;loncaza ci dacd avem ?5 ntru car abile velatiile a 2 == {1
aAvVEM UN §iv Q
i § { H} & i cave stnl valabil la, I J lim W (

y'i: ) lir == - Q” : = 1, atunci ia E este id s (‘) "
$i b LEUNCTL SEV e 7 3 3 3
= o ) ¥ Hy ste co rgenia §i n €Sle o 82’}57’&513 (1,5’”}1’1)1’0‘

. e 1
ticd a vestului ei. Intr-adevir din b) rezulti (1 — &)uy, |, < @,,~@”,+I < (1 + €)up4,, pentru

. . i (@”— ()Qu-l'l}'
upa o Insumar a f: B i
P ; are de la n la n4 p —1 se obtine Up+q + Uty + . . . + Uy | p <
=

1—¢

# > N, ¢ fiind un numir pozitiv arbitrar, de unde urmeazj gty <

(@,,“ @,,+p). Cind p tinde citre infinit, membrul sting al inegalititii cregte,

Iy i i ¢
/2,,. deci seria coverge, Pentru restul Py al seriei este vala-

v * . a Tk (-
bild egalitatea u,4; = R, — By, §i in consecinti b) se scrie lim M
g Rn—nnf—l

fird si depigeasci pe

= 1. Apli-

cind teorema lui Cezaro-Stolz, rezulti lim —— = 1, ceea ce inseamni: R, ~ (2
. " =

H—0 Rn S
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Relatia (7) se poate ptne sub forma unei ecuatii cu diferenfe finite

AC/_“ =N (1 e M‘] = L (AOS” = SnlticT D"u)’ (8)

Un

: - ob g o R Ry o SAER g on
a cirei solufie particulard, af = —* (ceea ce se verificd prin simpld inlo-
U,
- eS| 2
. L 4 A o i !
cuire), se bucurd de proprietatea ci seria }, —-, adica E? este diver-
1 . 1 "

-

o
s s T 1 g S _
gentd [3]. Mentiondm ci seria ¥} —, unde a; satisface (b) si (6), este
7y
de asemenea divergentd, deoarece

*

* #
s . G Uy . R
lim % = lim—2%— =1lim —* =1,
H= 00 -5!." -t Ot" Uy n—roo Rﬂ.
_ Ryt h

Solutia generald a ecuatiei (8) este o, , k fiind o constantd

: V Uy X
nenegativa, arbitrard, [4]. Privind enunful criteriului Ini Kummer din
[3], se poate preciza ci in afara solufiei aj, toate celelalte (deci pentru
care k> 0) sint de aga naturd incit seriile corespunzatoare de tipul
L st convergente. Intr-adevdr, pentru k> 0 termenul general
On

n
— " este

Rn 5 ke

| ==p-18

echivalent cu termenul general al seriei convergente

18 &

u,
-*, pentru # — 0.
k

{n sfirsit se mai considerd si urmitoarea formulare a criteriului lui
Kummer :
Existenfa unui sir {a,}) de termeni pozitivi, care satisface inegalitatea
1 s | e 0
gz p>0  (n>m, m intreg pozitiv) (9)
Uyt

este o conditie necesard si suficientd pentru ca seria cu terment pozitivi,

M, u,, sa fie convergenta.
1

In [4] se pune in eviden}d echivalenta condifiilor (4), (5), (7) s (9)
pentru ca seria (1) s fie convergenta.

2 in vederea celor ce urmeazi, se vor construi formule adecvate pen-
tru w, si R,, pornind de la formele reduse ale relatiilor (4) si (7) si anume :

Un . 2 __
g, —2— — g .. =1+ o P lim Wt = 0
n o nt1 1 i 1 (I(])
R ~®,=amu,—0 (n — o)

n
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respectiv

U
o "

n — oy =1
Up+y “f !

‘Rn = Dtﬂ%"—)ﬂ (n_). CD)

Din (10) se obfine

Pty o ay
=___ % o -
Uy A ( >N), )
de unde rezulti
H—1
a
", = ”n"'l I l e
§ == n
‘)=m+11 gl m‘“r] 7+ “’v-!—l ( > L + 2 = N)'

m fii i i
nd un intreg nenegativ. O transformare simpli ne conduce la

=m0t @ ta,,)
T iFey ®>m 41> N).
1T (1 + —”) '

v=s--1 a,

Cu ajutorul Tui (9), relafia precedentd ia forma

ﬂl’! L!

v=m+1 a

hy = ‘TT;T\.) (n>m 41> N). (12)
v

Pornind de la (11), se obfine pe aceeasi cale

o
U —— 7_'_L]_ (m>m 41> N). (13)
« IT (1 +—) -
v=m+41\ a2,

Pentru restul seriei (1) are loc formula asimptotici

R" % (Q" o= a”l flt?.ll
ST (14)
Iy )
m+1\ @,

respectiv formula exacti
R e al’” 14?}.‘
BT e e (w1 S N b
- (15)
M |1 +—
m+ 1 oy

?) Hgalitatea analoags i
analoagi acesteia, ce se i i i 3
punct de vedere — intr-o nots de e paging ;?jlzecgl;;i(hl}]. este mentionat# — dintr-un alt
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o

fn baza relatiei (9) se obfine

< —mtm_ * (p>m+1>N) (16)
a, 11 (1 e ﬁ)
m4-1 @y

DrpINITIA 1. O seric cu termeni pozitivi, la_care relagiile (10) ataseazd
sirul {a,) cu termeni pozitivi, se denwmesic serie @, convergen £,
Termenul general al unei serii a,-convergente se exprimd prin (12).

DrpINITIA 2. O serie cu lermeni pozitivi, la care relaftile de tipul
(11) ataseazd un sir {a,}, cu lermens pozitive, astfel incit sd aibd loc

Uy .

" T ﬂ"+1 e

Hy4-1 :

va fi denumitd serie strict a,-convergent a. Termenul general

al unei serii strict a,-convergente se exprimd prin formula (13), unde o, se
inlocuieste cu a,,.

Observatia 1. Cu ajutorul relafiilor (9), (10) si (11) se pot stabili condi-

1 si R,=au,~»0 (n-> o),

tiile pentru ca termenii seriei Y, u, i formeze un yir nedescrescitor, deci
1

Untl -+
o

H”

pentru a avea

Relatia (9) ne conduce la inegalitatea I L1, de unde rezultd
[+ Gyt

urméatoarea condifie suficientd: Aa, > — p (p>0), pentru ca si avem
Uy Sy

Relatia (10), privitoare la o serie a,-convergentd, ne conduce la

a, o % S d v . s
e <1, de unde rezultd urmatoarea conditie necesard si sufi-

L+ a1+ o+
clentd : Aa, > —1 —w,; (lim ©,,; = 0), pentru ca sa aibd loc inegalitatea
n,., < u,; sau, mai simplu, o conditie suficientd este urmiatoarea :

Aa, > —1+¢ (1 >¢e>|v,,| pentran= N).
in cazul unei serii strict a,-convergente, o condifie necesari si suficientd

pentri ca si avem #,., < u,, este Aa,> —1. Din aceste trei cazuri

n &
rezulta .
—nedescresterea sivului {a,} alvage dupd sine descresterea sirului {u,},

sar de aici wrmeazd cd

o
— pentru o serie Y u, cu termeni pozitivi, a cdrei convergentd se poate
1
pune in evidentd fie prin criteriul lui d’ Alembert, fie prin criteriul lui Raabe-
Duhamel saw J.Bertand, sirul {u,} al termenilor este descrescdaloy, deoarece
. 1\n
Al =0, Au=1=>0sAnlnn :In(l +f] +1a(r + 1) > 0,
n
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§ 2. Despre ,,functii-ordin<

3. Pentru a putea aprofunda studiul rapiditdtii de convergentd este
necesar de a face citeva observatii prealabile privitor la ordinul infinitezimal
al unei funcfii definite pe valorile intregi, pozitive, ale argumentuloi n
(de exemplu u, si R,). In aceasti ordine de idei, dacd se poate determina

o (i) A A o . u - ve
un numar pozitiv p, astfel fneit si avem llml—" = k>0, atunci p va fi
nrw
z, "L'.l o~
(dupd . Borel [11) ordinul infinitezimal al lui #,. In ,, Teoria cresterii”,
Borel mentioneazi cazul cind un astfel de numsr @ nu existd, dar se poate
gdsi un numdr p astfel ca si aibi loc relatiile

: " . . ; u
lim—t— = .l =l —
nyee 1 nsoo 1

A nhte

oricit de mic sd fie numdrul pozitiv c. In acest caz se va spune ci ordinul
infinitezimal al infinitulai mic u, este (p)si se pronuntd , p-parantezi’’.
(Consideratii analoge se pot face privind si infinifii mari.)

1
In—
. U . . -
DEFINITIA 3. Expresia l—i’ U se denwmeste fu n ¢ tia-ordina ter-
nn

oo
menului general al seriei Yo, e termeni pozitivi, st va fi nolald
|

cor C(u,).
Cu ajulorul acestei notiuni, termenul general al unei serii cu termeni

pozitivi (convergente sau @ivergente) poate fi pus sub forma %y =G0y
L n
1
"
DuriNiyia 4. Expresia : = se denumieste fun ctia-ordin a res-
nn

o
tului seriei Y, u, cu termeni pozitivi 57 se va nola cu Q(R)). Se va pulea
1

serie, deci R, — f‘;(]?
1
Definifia 4 admite o analegie privind expresia asimptotici @, a
restului R, .
Censiderarea nctiunii de functie-crdin introduce mai multa generalitate
decit notiunea de ordin infinitezimal. Dack ¢ este ordinul infinitezimal

(%)

%) E. Borel utilizeazi in cartea sa expresia lim
r=0 &t
) Aceastd expresie intervine de asemenea in enuntul eriteriului logaritmic al lui Cauchy.,
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7

i i i lefiniti i a In [1], vom avea
al lui »,, in conformitate cu definitia care figureazd in [1] :

deasemenea lim Q(u,) = p. Intr-adevidr, daci
#—> 0o
: ¢ E[1 4+ 0(1)]
11111& =k> 0, U, = D
N _ n
nt
deci
1 i
13
oy Skl ol - (1> o).
Inn Inn

i i s e in general wvalabila. Relatia
Reciproca propozifiei de mai sus nu este in general valabil3

lim Q(u,) = p peate fi pusd sub forma

1> o
Ini—
u
— (2 I_] -+ 0(1)]1
Inn
de unde
1 a5 1
My = ] . e

iar comportarea lui #°("), c¢ind n - «, poate fi foarte diferita, in funcfie

1 = =
5 e o rjaw, = ———. In acest caz Q(u,) =
deo(1). Sa considerdm de exemplu seria u,, s
&)

., : % ipyl s . e a7 5 A
g R (n — w). Ordinul infinitezimal ,1-parantezd”, dups

R

Inn Wil
Borel, poate fi utilizat aici numai intr-un seus] nou : ,,la dreapta’, pus in
y - 7 nn . g Q (ﬂ_f} (.
i E A iderd seria u), = se obtine 2
evidentd de Q(u,). Daca se considera se i =
O, SRR (n = =), in timp ce
In n ,
G 1‘("n . 1 My — 0
lim — =ow g lim — 0,
nsew 1 oo
n?® ni=E

I inul infinitezi nteza' e fi utilizat doar intr-un
In acest caz, ordinul 111?f1111tez11]1a1 ,Q-pazautu& 1r)oat(, fi uti
sens nott @ ,la stinga”, pus in evidentd de Q). s B
Bineinteles, se pot face consideratii similare i pn\'lto? a ! (B
Este util si se precizeze — pornind de la criteriul lfﬁgalt'l;]l‘ll-() 1:11 2
r a ali xisti rie convergenta si cu ter-
Cauchy — cd dacd lim Q(u,) existd pentru o serie ¢ gents
B H=r20 " - L .
i i . relatis a atrage dupa
meni pozitivi, vom avea lim Q(wu,) > 1 ; relatia iﬂ Qfu,) < 1 ag 1
Pk . sy s . aat ) i o "l{‘
sine divergenta setiei cu termeni pozitivi. (Pentru seriile convergente alc
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lui Bertrand se obfine lim Q(u,) = 1.) De asemenea, dacd existd lim Q(R,),
H—¥ co =400 g
pentru o serie convergenti cu termeni pozitivi, atunci inegalitatea

lim Q(R,) > 0 trebuie si fie indeplinitd ; relatia lim Q(R,) < 0 atrage dupi

N—>00 =300

sine divergenta seriei cu termeni pozitivi (pentru seriile convergente ale lui

Bertrand se obtine lim Q(R,) = 0)
n=yoo

4. TrorEMA 1. Intre functiile-ordin Qfu,) si Q(R,) respectiv Q(R,)

st sirul {a,} respectiv {a,), care figureazd in enuntul (11), respectiv (10) al

criterinlud lui Kummer, are loc relatia

3 Q () — Q(.ﬁ‘nl

&, = 4 , (17)
respectiv

In{1+o(1)]

A(,)—a (R,) o (18)

@ =i — e

Demonstrajie. Pornind de la egalitatea R, = ou, se obtine

1 1 1
In — In=— In—
e Oy Uy
Inn In » Inn
adica
’ In o ;
QR,) = — o, T Q) (19)

b Q(x,)—Q(R))
de unde rezultd o, — 5 " o

; Q"';»)_ Q(@”)

conduce la a, = »
se obtine

Pe de alta parte, relafia @, — a,u, ne

Cu ajutorul egalititii R,=®[1 + o(1)]

J

- 1n -+ o(1
QR,) = Q(R,) + 2 Ltott), (20)

Q) — QR )
n "

ceace ne cenduce prin intermediul egalitatii a, — "la cea de

a doua egalitate din (18).

Aplicatie. S4 se exprime functiile-ordin ale unei serii a,-convergente,
cu ajutorul formulei (12) respectiv al formulei 13), precum si cu (14) respectiv
5 P
o0

(15). Se va efectua calculul pentru cazul cind seria Y, = converge. Acesta

v=n, %y

este un caz frecvent in aplicatii practice. Din (12) se obtine

" 1+ o,
I | e —

1n a

Q(“u) T I i

Inn Inn In 7

o 117' Gl
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de unde
" 14 o,
Y In (1 + —
In a, ° mtl a, in a, . ;
Q(%”) o Inn T 1nn In
-] oo (1 _I_mv)2 '
1 ] ‘ .

Dacd ¥, — converge, atunci . converge de asemenea, deci pentru

n, Tv i v

|1+ o ; - | ;

v > v, voin avea A—"l< 1. Expresia Tui Q(u,) se poate pune sub forma

) a

v
14+ o, " 10 i
L —— 1L 3 b A—«)
In a, w1 &, ] "7\: " In a, .
. (‘M") = In»n = In n Inn
. l s

unde lim &, = — :

Ne=p 0O -

Pentru seriile ,, = - convergente’ (p > 0), se obfine

@
2
m u
1w )J_’; Li; e uz% (1:&) In !
E In p m+ 1 by m=+1 VA L 2
Q('M,,) =L = Inn = Inn + nn Inn
Pentru seriile ,,strict E convergente’ rezultd de aici
l.L
i mou
2 J v n
— [}_22 = In .
In P,,El v mt1 V2 m (21)
Q(u") = L= In % In w In n In »
1 1 1 _ 0w o= unde lim C, = 0,577
Deoarece 1 + B B 7 - -+ = In n (Bs lim, Gy

adici constanta lui Euler, numiritorul celui de al treilea termen din (21)

1 1 1 . din (3
se scrie pt{Cﬂ +1Inn — (14 ; -+ 5 - 4+ ;’,” Atunci, din (21)
rezulti '
lim Qw,) =1 4 @
n— 00
in acelasi caz, pornind de la (15) se obfine lim Q(R,) = p. In celelalte

n-»oo

cazuri se procedeaza in mod similar.

3) A se vedea capitolul privind produsele iniinite in [2]. |
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i - = —

§ 3. Consideratii asupra rapiditifii de convergen(3

0. In cartea sa [1], E. Borel defineste rapiditatea de convergenta
e 7 - L o- o e y
a seriei (1) prin ,,gradul (degré) de mirime a lui —— (n = o), deci prin
5‘7

H
] i Ve L . 1 AT
ngradul” de mirime a valorii reciproce, —, a restului, cind # — . Autorul
Ry
cartii [1] folesegte si expresia ,,ordinul infinitezimal al infinituluj micS — S
cind #» este infinit mare’’,

"y

Compararea rapiditatii de convergenfa a doud serii cu termeni pozitivi
0

S u, si XI: #, ale cidror resturi sint respectiv R, si R, se face prin
1 ek

. . . Ri#
intermediul raportului — [6]. In aceasti ordine de idei se mentioneaza

"
criteriul de comparare bine cunoscut, [5], care se referd la dou# serii conver-
gente cu termeni pozitivi ; si anume :

. u . . s
lim = < lim — < Iim 2 & lim
iy Ry 1y it

n

Concluziile cele mai importante care rezulti din aceste inegalitafi sint :

R ) s i ) . R o ;
A) Dacid lim —2 = 0, atunci are loc si relatia lim 7 = 0, adici seria

v
n-yroo Uy n—roo 40y

oo

. ac
Y, u, converge mai repede decit seria Y, tha -
1 |

] . i1z,

S << b= 4 o, stund 0 < o< Ii":l < d < 4 o,
"

deci cele doud serii cu termeni pozitivi converg la fel de repede. Reciproca

acestei propezifii nu este adevirati in general,

B) Dacd 0 < a <

Uy

Prezintd interes urmétoarea problemi : ce relatie exista intre functiile-
ordin a dcud serii convergente cu termeni pozitivi, pentru care are loc
q 3 S - L o )
sistemul de inegalititi 0 < a<< ' < b< 1L w? Ridspunsul la aceasta

Uy
intrebare este dat in urmitearea teoremsi

a0 20
TrOREMA 2. Dacd pentru seriile Y ou, si N convergente si cu terment
1 1

N : S ¢ v . w - . . :

pozilive, an loc inegalitdtile 0 <2 a <= ™ < p = + o, cel putin de la un indice
Hy,

suficient de mare, atuict diferenfele Q(u)) — Qw,) 50 Q(R)) — Q(R,) sinl

de ordinul luwi -
In »

cind n — w,
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5 . Wy Bt 1 L b 1
Demonstratie. Din inegalitétile a < o b se obtine a = = o
] q |

In a ;

. : b4+ In &, de unde =2 4 Q(u,) < Q () <

ica = In— < Ind + In —, de unae ) < <<
adiciln a + . < _”" . “: a5

lna " Inb . e

s Inegalititile —— <= Q{u,) — Q (n,) < —— puse sub forma

= ). Inegalitatile < Ofuty) e :

K Inn i Q(”") & : Inn Inn

egalitatii Qun) — Qu,) =

In &y a < k, < b), exprimd ceea ce trebuia
Inn :

demenstrat. ) gl Aiva
Privitor la diferenta Q(R,) — Q(R,), ea se studiaza 1n acelasl 1
deoarece din a < “ < b rezultd in conformitate cu punctul B) de mai sus,
iy
. e Ry,
inegalititile ¢ << —< d.

n

% 5 o Tt e .

Siruri i [iglireaza itul criteriului  lui

6. Sirurile de tipul {a,}, care figureaza in enuuj + il 2
Kummer, caracterizeazd, intr-un anumit sens, .rapldat{lteg e con tg b
a4 seriilor cu termeni pozitivi. In aceastd ordine de idei se demonstreazi

urmatoarele teoreme :

@
: 1 ; serl nvergentd ey SEopentru o serie
TrorEMA 3. Dacd pentru o serie a,-convergentd, Yl‘ Uy, St P

ol i, . .
ay-convergentd, Y, aw loc inegalitdfile ¢ <~ < G >N BRI
1 i

B g 1 = ’a" ( " 2
fi valabile si inegalildlile k < &« K, unde ¢, €5, R st K sinl nwmere

y
pozilive.
Demonstragie. In conformitate cu punctul 5 din acest paragraf, are loc
i o E si ¢’ fiind numere pozitive. Deoarece in baza relatfiilor (11)

n el
G = e
n i o

v On Ry ty =L Gy - &
i R = o), a2 = 22— deel— <= 7 <
avem R, = a, #, 51 R, = oy, rezulta ol A - m .
a itafi 2 (1 v == o (1)
Tinind seami da ezalitagile a, = =, [ 4 o(l)] sia. ey [L - o (L)

cind # - o, rezulti 0 < k< 2 < K pentrun > N.

iy

Observafia 2. Reciproca teoremei 2 nu este adevaratd, dupd cum rezulta

le

il '

3 e g B s EPTAI N

din exemplul seriilor u, = 8w = In acestcaz a, =1 sia, > deci
an

= =]
7 3\ v (e ] - =
2 — 2 si totusi U — [%} - ® (n—> ), adicd V) w, converge mai repede
iy Uy 1

o
decit Y] u,.
' b1 H A1 a . AT =
O serie a,-convergentd nu are neapirat aceeasi rapiditate de conver

o
f Ar  seris L
genti ca si o serie strict a,-convergentd. Intr-adevar :,euaguﬂ este
1 &




158 ANDREI NEY 19

o0
3 A ; ! ; o Bk :

,»1-convergentd”, pe cind seria 3 — este ,,strict 1-convergenti”, si totusi

'f.’- 1 2
b O : : : i ;
lim TR + o, deci a doua serie converge mail repede decit prima.
n=rco

2“
Este cazul sa se enunte aici propozifia: doui serii @, -convergente nu con-
verg neapdrat cu aceeasi rapiditate (formula (25) cu ajutorul cHreia se
demonstreazi aceastd afirmatie se va intilni mai jos). Daci in (25) se pune

a, = a, se obfine

RJ "

n_ “:ﬂ Wy== m\: |
F“.‘[H“(”] II (1+ e s

H Hm v=m-| 1\

si produsul infinit va putea s aiba o valoare finits (nula sau nu), respectiv o

S s . . rail R, "
valoare infinita, in functie de wy $i wy. In consecinfa, raportul }Tﬂ se comporti
/]

in mod destul de diferit cind # — . Prezinti un inters teoretic problema
studierii ordinului de mirime a diferentei dintre functiile-ordin ale termenilor
generali a doud serii a -convergente. In § 2 s-a stabilit cf ordinul infinitezi-

. . « N
mal al termenului general al unei serii ~convergente este 1 + p (u > 0).

:J.
e A n
Pentru seriile 2 %, $i ‘-’,4 i,, ambele - -convergente, avem :
m-+1 1 W
= m; i8R (] + mv)z _ﬂ\‘a (1 i ""’\,r)2 Uon
g b s L. i e
= gj‘ v [ g] " lu.u"
’ £l m . 3 m
Qu)=0W,) =-2L__~ e = O e
In»n In n

Numadrdtorul celei de a doua fractii din membrul drept al egalititii

: pe . . : . el L
de mai sus este finit, deci fracfia este cel pufin de ordinul lui ——. Dacy suma

lon
* e, — 6
ramine mirginitd cind # - o, atunci prima fractie este de
w1 v
. . . 1 voA wooTe L Oy (x);
asemenea cel pufin de ordinul lui —~—, Daci insi Lim = + o,
Inn nrw | LTy v

atunci punind sup |w, — @y|=38,,+1, se va putea scrie

1 1
"y luw.—ﬁ—C,,_(l-!;-F...-l-;z)
v ]

== 8»;+1 E T: 8”4‘+l (SN0l e

m+1 In»

;
ﬁmv—m
v

m-1

Aceastd ultimi expresie tinde ciitre Sni1 cind # - o, deci
By, —
v v
BY—
m-1 _Vi

— i £ S.’”_Jrl. ;
i In » In

STUDIUL RAPIDITATII DE CONVERGENTA A SERLLOR 7 159

13

In acest caz diferenfa Q(u,) — Q(u,) este de asemenea f:el.pu’;m _d? oo
Putem afirma ci dacd, incepind cu un indice suficient de

nul lui
Inn ) | T :
cpuys “n 1 atunci ordinu e ma-
: 4 =« K< w au loc, ¢
mare, inegalititile 0 <k < i . I
. R T R raportului —*. ntr-ade-
rime al raportului - 1?1: este acelasi cu cel al rap i,

e

vir, din egalitatea

rezulti
= Uy R, 1 U ,
k(1 +0(1)]j< ;;-<K{,1 + o(1) :
adica '
R, u J (U = ke b K= K = m) (22)
B = = o BT, '
”:l R:: M':ﬁ l (ﬂ < N)
si de asemenea
1__ &_{/ iy < 1 R, . (23}
RE | AR

n n

Din (22) si (23) rezulta A '
Jacd 1 ntd 'y i UNa @y-conver-
TrorREMA4L. Dacd pentru o serie a,-convergenid 12 ", $t 5

£ : pinam —— Oy T I~ L o, atunct relatiile
genld Ew.j, aw loc inegalitdlile 0 < {im — < lim [
1

" "
. Ry _.7— Ry
. 1 o o . iy 1] — + o
0< lim™ Llim ™ <+ o § 0<lm = <l R =

== it,, il "

o R, \
= . o U ; Jta lim —2% = o 351 in-
5 : b 2 = o rezulta lim — 3
sint echivalente. In particular, din lim - R,

n

. de asemenea din lim % — O rezultd ]jmﬁji = 0 g§i invers.
i Wy B, din [5]

a a i1 : n [
Mentiondm ca aceastd teorema conlpleteazaupmpngpg 31.0335 S1erii s

a iti ficients, dar nenecesara pentru 3

care se referd la o conditie suficienta, d r 2o
termeni pozitivi si aibd aceeasi rapiditate de conve gentd. (A se v § 3,

nr. 5. din prezentul articol.)

TrROREMA 5. Dacd incepind de la un indice sufict ni cfe mamotig‘;ﬁ;t’l
i : ; y ; 0 A i1 VA N
corespunzdtori a dowd serii convergente §i cus teymens poziti v sint propors ;
’ ‘ ; b sin . - Sa4
adicd 2 =k >0 (n> N), atunci ambele serii sini a,-convergente sau
Up
strict a,-convergenie,
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Demonstralie. Dacd inlocuim in (10) si (11) #, prin ku,, se ajunge
la aceleasi relatii de la care s-a pornit.

TeorEMA 6. Pentru doud serii ay-convergente are loc relatia
Upty  Ug
o= —pll (]

eyt ,

st in acest caz se va spune cd termenii celor dowd siruri stnl cuasi- pro-
portionali. Pentru doud serii strict a,-convergente avem proportionalitate
VIEUT0asd.

Demonstratie. In conformitate cu (10) se poate pune

ok o SIS o i b an :
| e B B == i 7 »
Uy 1 & apty + apgyy L I+ ayyy + @y

de unde rezulta

]

: 1+ gy + @)
Unty M i e 5 5| Un | 5|
s SRl L UL B
1 1 y
Yoy i #, 1+ aytq + oyt u,
- ! —= — se obti Ut Uy
Pentrt o, =w,=0, se obfine 211 — —;
u {7
"y n

Observatia 3. Notiunea de cuasi-proportionalitate nu este identics
cu cea de proporfionalitate asimptotica, aceasta din urmi definindu-se in

i 0 : . - au i , : .

teoria seriilor prin relatia lim —* =k 2 0. Cuasi-proportionalitatea nu
i > U "

presupune ca cele doud serii si fie de aceeasi naturd. Astfel, de exemplu,

" 5 St P R T g ; ; :

in cazul seriilor V] — s Y, — putem vorbi de cuasi-proportionalitate, dar
1 L 1 n

proportionalitatea asimptoticd nu are loc, In cazul de cuasi-proportionali-

r
. 3 . I - G s S 3 o :

tate, din relafia lim —*** — % £ 0 rezultd lim —™* — ) iar din egalitatea

naoo iy nreo '

n
‘

. TP ’ Uy ) " : . -
lim =% = lim —% = 3 20 rezultd cuasi-proporfionalitatea.

oo Uy n—oo U,

oo
TreorEMA 7. Considerdm o serie a,-convergenid Y, %, si o serie a',-con-
1

=]
vergentd 'y, w, . Fie lim a, = lim a! = o.
1

[l ] n—»oo
1°. Dacd sirurile {a,} si {a’} sint asimptotic proportionale, atwnci
strurile {u,y st {w, } vor fi cuasi-proportionale;
2°. Dacd sirurile {u) si {u!} sint asimptotic proportionale, atunci

sirurile {a,} si {a,} vor fi cuasi-proportionale.
In cazul 1° resturile vor Ju cuasi-proportionale, iar in cazul 2° resturile
celor doud serii vor fi asimptotic proportionale.
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Demonstragie. Din conditiile cuprinse in enunful teoremei rezulti

’

peloy an si Yy . 0%
o= » ' e ’ )
Uy 1+ apt; + oyt = Lk a:|+1 it Lo,
de unde
. ,
Uty tin ay [ +1+ @1y (ﬂ > N)
Bley e S0 = e AR R ' S R i ;
’ ¢ ! ()
“u-}] W, a, un+1 +1+ mn-‘l-l
adica
1
Up+y Uy Ay Sty i
iy _ e e Sty g o)) (24)
Wy +1 U By a’n%-l

Dacid lim “* = k0, se obfine “*L — " [1 | o(1)]. 1In ceea ce

n—+o &, uu+1_ L
priveste resturile, din (24) rezulti

(’Qn o (Qn i . Fn s .— Bn
o=l 4 o)), de unde— = R [1 + o(1)].
‘Qll‘i']_ »QM nt1 n

Relafia (24) se transformi in

1
Ant1 an Up Yugy
e O B b oy s Y,
a'fhr]_ n Wy ”HJ'I

n=p @ u:i “JH»]_ a:; : . .
resturile, cuasi-proporfionalitatea rezultd ca gi in primul caz, proportiona-
litatea asimptoticd este trivialda (§3, or. b).

oo

TroreMA 8. Fie seria a,-convergentd Y,u, si seria @ -~convergentd
1

Dacd lim ™ =720, atunci 222 — “ [1 | o(1)]. In ceea ce priveste

o ’ = =]
[ i iy 5 v ~ ! )
Y w!. Daci lim " = + w §i im @ = o, atwnci seria Y, u, converge mai
1 nyoo Oy n=oc 1

oo
. ; ’
repede dectt seria Y, %,
1

Demonstyatie. Utilizind formula (12), se ajunge la

R, @, @t
—_— ) 1 - 0 l = 1 + (o] 1 -
2= o o)) = 1 o)
1+w,
£ n 1 == 4_““’
@y Vo B S
= /|1 o(l ey
PR OL * Sy
4 -
a

b

11 — Studii gi cerceldri de matemalicd nr, 1/1962
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Dupd o transformare simpli

1 Oy
=" o) T |1+ : (25)
L mm y=m1 Bt
p ay+ (14 oy) .

Incepind de la un indice m suficient de mare, seria cu termenul general

14 0,— (1 {-m;):,i
v

Wy =
“u

ayt (1+a)) —-

r
v

. e ., ow . o . . a - . W
va avea tofi termenii pozitivi, cici lim ;:'— =0 i produsul care figureaza
n—p00 v o

in (25) va avea o limitd finiti sau infiniti dupd cum Y, W, converge sau
- :

diverge. Deci

’ "
T a, u
lim —=""1im [] 1+w,). (26)
n+rw Ry @, n>m v=m+1

b o ; 1 o : .
Considerind seria v, = ——, rezaltd lim —vl =1 si in consecin{d din
v v+w Yy

(e
1
divergenta serlelzz (a se vedea §1,1) urmeazi divergenta seriei
1
oo

@ '

ng si a produsului JT (1 + w,). Relafia (26) se scrie deci lim —" = o,

i+ 1 nsa Ity

o oo
ceea ce inseamni ci Y, #, converge mai repede decit Y, “, .
1 1

COROLARUY, 1. Din teorema 8 rezulld ci formele limitd ale criteriilor lui
d'Alembert, Raabe-Duhamel si Bertrand pun in evidentd convergenfa unor
serii, din ce in ce mai incet convergemte, cici pentru sirurile de tipul {a,},
care figureazd respectiv in aceste criterii, si anuimne

1 7 nlon

—, —, (#nde g, g, e, > 0), avem
o M1 Ha
o nlnn
lim ¥ — o st lim =
nroo 1 npewe %

Ko P

17 STUDIUL RAPIDITATII DE CONVERGENTA A SERIILOR 163

o

L . v 2 T 1 A ks

TrorEMA 9. Fie o serie a,-convergentd ¥, u, Si o serie a,-convergentd
1

oc
¥ w! . Dacd inegalititile
I

11-7]31 @y > 0 (27)

’
. a .
[t ® =1 sy
§ Ay

oo @

sint satisficute, atunci seria Y, u, converge mai repede decit seria gu"_
1

. i . ;
Demonstrafie. Din conditiile (27) se obfine —r~< v <1 5l a,>a >0
n

(n > N). Plecind de la (25), rezulta

a v

]—I—m\'_ (If U);)T 1 }mvi (I+NL)T

v 2 a a,+ (1+ w)s
a,~+ (l + m{,) ?E- b ( “)
de unde
1+C\)\,* (14‘03;)'7-'m 1 —7 — g (V—>°D)
a,+ (1+m",)'r a,+ % ¥

Considerind seria v, = — si comparind termenii ei cu termenii cores-
@
v

20
punzitori ai seriei Y, w!, rezulti
1

1 —x
Wy  MHtT 1—g
YUy 1 ]+i
a, a,
Deoarece
1 -7 1—=

"F< T<1—T!
Pt & g Rl
a a

v

o
£ Al e 11— < ; 2 K o
seria cu termenii pozitivi ¥, este de aceeasi naturd ca gl seria
" v
@« @ )
E%— deci divergentd. In consecin{i, seria Elw\, este de asemenea diver-
1 v

gentd. Astfel produsul H (1 +w,) are drept limitd 4 0 cind #n —» o §i
m—+1

. . n
prin urmare lim — = w.
npo Iy
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7. Teoremele 8 &i 9 fac posibild o anumiti ordonare pe clase a mul-
fimii seriilor convergente cu termeni pozitivi, dupd rapiditatea lor de
convergenfa. Se considerd un sir de siruri cu termeni pozitivi. Sirul de
rangul p se noteazi cu {ay’)} ={a®), alp), ap,.. } Dacéi doud siruri
consecutive, oarecare, satisfac condifiile

ale+1) .

lim ——>1(p=1,2,...) si lima" < g (28)
P al =D

o
obtinem prin aplicarea repetatd a teoremei 9, lim 7 >1, daci p > ¢

nroo al?)

"

o . = - . . . 2

(£, ¢ = 1,2, ...). Rezultd de aici ci fiecare sir de tipud {0} {aPV
(o), ..., care sadisface inegalititile (28), determindg in mulfimea seriilor
convergente cu terment pozitivi, clase de serii al?) -convergente (p =1, 2, ...),
astfel incit un element — o serie — din clasa de rangul p va converge mai
incel decit un element arbitrar din clasa de rangul g, dacd ¢ < p. Clasa

seritlor al’-convergente nu este ea insdsi ordonatd prin intermediul teoremelor

8 50 9 (a se vedea observatia 2).

§ 4 Determinarea domeniului de aplicabilitate al eriteriilor de
convergenti ©)

8. In teoria clasici a seriilor cu termeni pozitivi se demonstreaza
criterii de convergents, firi si se determine in general mulfimea seriilor
a ciror convergentd se poate pune in evidentd cu ajutorul acestor criterii.~

In acest paragraf se va prezenta, pornind de la criteriul de conver-
gentd al lui Kummer, o metodi unitard pentru determinarea domenialui
de aplicabilitate al diferitelor criterii de convergenti care derivid din cel
al lui Kummer. In prealabil se demonstreazi urmatoarea

LEMA. Dacd {a,} este un sir de numere pozitive 5t p > 0, atunci seria
cih termenul general

i 1
- T —
Gy =—e v=mh1%  (p tntreg nenegaliv) (29)

este convergentd.

Demonstrafie. Se aplicd criteriul lui Kummer luind pentru sirul care
figureaza in enunful criteriului chiar sirul {a,}). Rezulti

1 n

py=——==c=

Cn Myt i By gy
By = Ay = Ayt € — lnp1 = dy +18€ .
Cn-i‘l

—- gl

%) Unele rezultate din acest paragraf au fost prezentate la sedinta de comuniciri a Filialei
din Cluj a Societitii de stiinfe matematice gi fizice din R.P. Romiui, la 20 ianuarie 1961,
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Aplicind teorema mediei a lui Lagrange, la diferenfa ce figureazi in paran-

teza de mai sus, obfinem
pl

B Any 1 = !—‘“e"”-}l > P (ﬂ = 0= -!) (30)

Oy +1

n

i ta lema este demounstrata. _ :
i CuOZ?;::ri)jztia 4. In baza lemei se poate considera transformarea C(w,)
definitd prin
i

— 1 Y, ty

=

C(n) = t, 8 Y=7tt (@ > 0, m intreg pozitiv), (31)
=N Ll

© , A o ratia ,,C" definitd prin
Y, u, fiind o serie cu termeni pozitivi oarecare. Operatia ,,C i P

. . IO SO S,
{131) transformd o serie cu lerment pozitivr, co;wcrge;im saw  divergentd,
toldeauna intr-o sevie cu lermeni pozitivi si convergentd.
e =]

: Al 3 formata sa Clu
Daci seria originald 2"-"” este convergentd, transt !E (.u)
1

oo

i rapidi ; i, ceea ce se poate vedea din
va avea aceeasi rapiditate de cmlv_ergentft, 1
raportul a doi termeni corespunzatori

fim Cwa) 2 1 (32)
e vy [0 ; 1y HR,
lim e m+1 &
=300
y in (32) (a se vedea si § 3, nr. 5)
iei ‘1 R*, se i ‘ a se vedea st § -
Notind restul seriei ¥,C (#,) cu R?, se obfine din (32) ( 51§ 2,
! #
’ Ry 1
lim =% =——,
nrwo Ry cllﬁ',,
adica ) :
' R: = Rn ‘7-‘”\""' (33)

9. in scopul examinirii criteriilor clasice este suficient sa se considere

a ative : Ao . ) n : L
donaI allg?(r}u(r)l 2 a,<a (n=1,2, ...). Din inegalitatea (16) rezultd
. n

L BT DS (34)

Ay Uy Gy Ugp - 5

M’;l -< " [ -< n (¥ 7
an]T P*ﬂ “Hf”Z)“*“ﬂ

m-1 41

Pentru a putea trage o concluzie cu privire la cag,ul criteriului [ui d’Alem-
bert, se pune fn (9) 4, =1 si din (34) rezultd

( 1 \m
wy L -— o Y
", < ——ﬁ , sau 7 “-<-.M’m{ T ’
(1 + __’J @i
: [1+2)
@
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-]

Deoarece 1 + #~ 1, rezulta ci
23

1 (1_#__!';

1 ;
— 3 este o serie geometrici cu
q

termeni pozitivi avind rafia mai mici decit unitatea: ea converge deci
conform criteriului lui d’Alembert interpretat drept un caz particular al
criteriului lui Kummer. fn consecinti se enunfd urmétoarea propozitie :

Prorozryial. Cu ajutorul criteriului lui d’Alembert se poale demonstra
convergenla acelor si numai a acelor serii cu termeni pozitivi ai cdror termeni
genevali tind ,,nu mai pufin repede” ) cilre zero decit termenul general al
uner serti din clasa seriilor geomelrice convergente cu termeni pozitiv.

Clasa servilor geometrice considerate in propozitia 1, indicd sensibili-
tatea criteriului lui d’ Alembert. i , '

II. Fie lim a, = « . Plecind de la (16), produsul care figureazi in

=y oo
numitor se transformd dupi cum urmeazi

n 1% i H n I
I 1 IT f o E In !+ —
II 1 «F—J:g mf 1 vilie— gl 7
43
v

i1
Deoarece lim @, = «, incepind cu un indice suficent de mare au loc inegali-
h—+se
tafile 0 < < 1, si se va putea scrie
ay

T
W b_T_l ay LA b ) !

I__[ (1 S *) = ¢" . , unde lim 9§, = — 1.
B a v 2

®© 1

Este suficient sd se considere cazul cind seria Y. -; converge, atunci relafia
(16) ia forma
Qe U
o, < 7 1 " )
y
L S Wi
ane m11% e piie
adica
a Uy Aty
o1 "< W (“)’5)
Lo B == R
— e m+1 Ty € mti 4
fy
7) #ty tinde ,,nu mai putin repede’ citre zero ca vy, dacd lim u, = 0, im », =0 si
n—oc H=pra

. Uy — Uy
Dt lamio——lifile— == Ienn i vy > 0).
= v
n n

) A se vedea nota 5,
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Expresia din membrul al doilea al inegalitatii (35) are o limitd finitd pentru
n — o, si in consecinfd

0 < lim™ Llim™ L K, (36)

‘n Cn

unde ¢, este termenul general al seriei (29), K fiind o constantd pozitiva.
Din (36) rezulta
1

TrOREMA 10. Seria cu termenii pozitivi N, u,, pentru care relagia (9)
m+1
1

E
. D . 3 . S A o 5 o
st condifia suplimentard lim Y, =< + o sint valabile, este convergentd.

T R i
Termenul ei general tinde ,mu wmai pufin repede” citre zero, ca termenaitl
general a unei serit de tipul c,, (29).

n

Rapiditatea de convergenfd a seriel N, nu este mai

COROLARUL 2.
m+1

n
micd dectt a seriei Y, c,. (A se vedea § 3, nr.5.)
m+1 i .
Pentru a obtine criteriul lui Raabe-Duhamel, se pune a, = n in (9).

Expresia
Up

" 1

e
i Tm S
My

care figureazd in (35), ia forma

Uy

7 1
1 - v
— e H mi-1
n

in conformitate cu inegalitafile

n1 ¢ n
/ " i ,
Te v le(® em+1>9)
& v x
v=m+1
m1 i

n 1
> J‘ i - L] ~ e
»§+1 v ge poate delimita dupd cum urmeaza

S ]
termenul general al seriel —e¢
M

-1 no1 L o
— N — =i —pln
| (i m—+4-1 1 - E ¥ =
— e > —¢€ mEl - > —& )
n n L

adica
n [

1= i TR 2 L
_[ +“"J =—f mi! e (—)
n \m 1 n n
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Aceste inegalititi din urmg se transcriu

n 1

1 AL Y 1
- 1) —”—)” — ¢ wir” Al
( + ) (’u 1) pEte > n . =% pltn
de unde
n [
Lg_um+! Y
(m+1yes2 —t>m", (37)

L4
"

Deoarece m este in cazul de fat

n

un intreg pozitiv anumit si u > 0, seria

<‘—4m(

1
cu termenul general ~¢ .7

converge cu aceeasi rapiditate ca seria cu
n

1 ) = e .
termenul general - T, - o¢ menfioneazi ci termeni generali
"o

doud serii tind deodatd citre zero, cind # - co,

In baza relatiilor (35) si (37) si a teoremei 10, ge enunty

ProOvOZITIA 2. Cu ajutorul criteriului lut - Raabe-Duhamel se poale
demonstra convergenia aceloy st nuwmai 'a acelor serii cu Lerment pozitivi ai
cdroy teymeni gemerali tind | nu mai pulin repede” citre aero, decit termenul

ai celor

- s . .. - . 59
geneval al unei serii din clasa seriilor armonice generalizate ¥ % (1< 0).
[
n
@ I
Rapiditatea de convergentd a seriei N u, este nu mai micd decit cea q seriei
H 1 m+1

eyl
m1

Clasa seriilor armonice generalizate, convergenle,
crilevivlul in canzd.

Pentru a obfine criteriul 1uj J. Bertrand, se pume in (9)
Gy =n-lnn-lnlnn ... Inln . . . .In n, p fiind intreg pozitiv. Se ur-

, . . B
meaza acelasi cale prin care s.a ajuns la propozitia 2,
Pornind de la inegalititile

wndicd sensibilitatea

u—l;l "
\ T o ¥ W S Sl o LR
o) FInx . Inln ., . Iny Lty pming o lndn . ny
m+1 it
se ajunge la
1n Inln ... 111(:1.7+_1)7 - i l< Illm In ... loa»
Inln ... ln (m 1) g oy Inla ... Inm’

de unde rezulti

" 1

i[l_uln...]u(u+l) u>i L ””Elu},>l lnln...lu_u —u
ay [Inln .. In (m + 1)

ay ay |lnln ... lnm
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ceea ce se poate pune sub forma

Inln ... Inm4+1)]"> —— il

# Inn-lnlon oo (Indm ., In gy R

— > [Inln o . Inm]".

(Y

Utilizind un rationament analog celui de mai sus, se poate enunta
urmatoarea propozifie :

Propozryia 3. Cu ajutorul criteriului lui ] Berland se poate de-
monstra covf.vc'-rr{e-nm aceloy st nwmnail a acelor serit cu .fe-r-mmﬂf, pozitivi, ai cdroy
lerment generali tind ,,nu mai pulin repede” cdtre zero, decit termenul general
al wner serii din clasa

© 1

1 Hen (p > 0, p intreg pozitiv). (38)

) % i - Inln ... (lnln .. In )t tH

m

s) . 5 iy i . .
Rapiditatea de convergentd a seriei Y, w, este ,,nw mai micd” decit a unei seris
1
din clasa amintitd. o A e
Clasa seriilor (38) indicd sensibilitatea criteriului lui Berltrand.

§ 5. Asupra unei conditii necesare de convergenti

10. In teoria clasici a seriilor cu termeni pozitivi se aratd ci seriile
convergente pentru care avem wu, ., < #, (n > N), se bucurd de proprie-
tatea ,

i 30
lim nu, = 0, (39)
H=» 00
ceea ce se exprima mai cu seami sub forma unei conditii necesare de con-
5 i = et 6,9
vergentd pentru seriile amintite [ 2], - s - .
: ntcele ce urmeaza se aratd ci existd clase de seri convergente cu termend
pozitivi, astfel incit sivul termenilor nu este monoton §i tolusi are loc propri-
elatea (39).

11. Se considerd seriile a,-convergente supuse si condifiei

lim * ~ 0. (+0)

==

Din (40) rezultd lim a, > 0 deci si egalitatea

n—oo

I o, 1 Jr i 2
111(1 -:-1”"“) _ LT, .t}v( “’_) (v > vy), (41)

:f!-v
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; 1 .
unde lim @, = — — : . _ !
s 5 Din (41) urmeazi Pornind de la (43), se formeazd produsul #nu, :
# ey, 1+ oy)\2 n 1
: T 5 0 ( ) S o
1+ e S I e o MH ey (42) nw, = it L L R . B
vemfi\ - a, ol + ) (a_,.J (45)
. oo 1 + 2 n
unde seria Y (— “) este absolut convergents, cici
: a, cdei , = . 4 A ,
! i J Cind #n — «, prima fractie din membrul al deilea al egalitdfii (45) tinde
9. (1 + o,)2 (1 + o) . e i 1 14 citre numirul pozitiv 22 este mirginit inferior de un numir pozi-
ey < = 5l (40) se scrle; >k =0, 5a0— = o de unde g % : -
v a, t 7 . . 1 . B s e . - ; VR o5 e
' j tiv, prin urmare — este superior marginit si seria cu termeni pozitivi i =
rezulta (1 k2 ("v)2< 1 (1 i (-)v)z 4 1 % i 1 ty m+1 My
2 e < —.—. Seria }; — este divergents 1 o
a> he e B g 2 e divergentd (a se | | ,.,, . 2 onf
% gy diverge céatre infinit, deci: lim #n #%, = 0.
. A . o, 3 . ’ " 1 H-+eo
vedea § 1, nr. 1). Punind §, = Yy, — — respectiy 8, = ¥ L | regults . = . x
ML mi1 Yy Cu ajutorul formulei (43) se pot construi in mod simplu clase de serii
1+ oy cu termeni pozitivi, @,-convergente, pentru care (40) este valabild si prin
AdSuy 4 urmare lim nu, = 0, fird ca girul termenilor unor astfel de serii sa fie mo-
7= — (n - o) n—peo
Ay 1 ' noton.
“ Exemplu Punind a, = [p + (—1)"¢g]n (p > g > 0), rezultd
de unde, prin aplicarea tecremei lui Cezaro-Stolz (8, tinde crescitor citre Dot (A= bt g (npa)
.5.: o [Frev)? " p —q (n impar).
o Rt
111.{11111:) rezulta : hl]lj = 1. PU.I'I{HCI e k1 ) == . ol lim e _'_ o Qi 3 no 1
H=roo 4 "o < 5 A 1 a . 1
# i j Se introduce a, in formula %, = — ¢ "*!" si se obfine
] . J . i 2
dy=m, &u cu lim y, — 1, relatia (42) devine t
n= 0 " 1
et v e
o A 4 [p+(=1)glv :
# 1+ o W B — -;e wrt? (n impar)
i+
" ’ =
sit+41 a, "
" 1
intr i o T
ceea ce introdus in (12) duce la oSl T m+1 o+ (-n¥ely (n par).
n 1 P+ an
% —
ity 1 i ay 1 2
Upee———— = @ 1 — : { A i 4 : 0 ) ) o
"ol 4+ : Sl @ =S80 dimy, =1, (48) Pentru a verifica nemonotonia sirului {,}, se formeazi rapoartele
) ay =0 o0 b} nl ‘”2&_]
In particular, are loc urms a f 3 i TeAs u
ccP : matoarea formula asimptotici pentru restul si 2etl dupi cum urmeazi
seriei Y. u, : oy
1 1
i lim . wr [ — @)@k — 1) e PrmeE f’___‘]< 1 (B - ),
R o B i e X .': i 8 So Unh—1 (P + q)2k P i
Ry =t g mELT : (44) } : P+ )2k e bt
ol + o) lim My = T Wokda (P i e (o) =) (k s m)_
el vz (b — )@k + 1) p—4




ANDREI NEY

12. Se pot face

cu termeni pozitivi si ai ciror termeni formeaz
onind faptul aproape evident cf relatia lim #

H—poo

anumite precizdri privind clasa seriilor convergente
a siruri nemcnotone., Menti-
#, = 0 este valabili pentru

oo

toate seriile Y%, cu termeni pozitivi pentru care termenul general tinde
1

citre zero nu mai pufin repede ca termenul general al tinei serii armonice

2
generalizate —
L 1+p

ProOPOZITIA 4. Oricit de micd ar Vi

(> 0)9, se enunti urmitoarea propozitie :

apiditalea cu care lermenul ge-

1 : s ; .
neral, — (p > 0), al unei serii armonice generalizate

. convergenle tinde
n H

catre zero, tol mai existd serii convergenle cu lermenul general (u, > 0) tinzind

! : : . 1 Mz ] ;
nemonoton cdtre zero si mai putin vepede ca iy Satisfdcind  totus: relafia
n

lim nu, = 0,

nh—pc0

-]
Demonstlratie. Seria Y,
1 n

! 7 S . :
7, este — -convergentd, Se construieste o serie
W

w A A - .
a,-convergentd astfel fneit lim 2
— 5

> 1. Atuneci aceasts serie va avea pro-

s b X S P 4
prietdfile enuntate in propozifia 4. Este suficient, in acest scop, si punem

a, :i_ [j) o (ﬁ‘l)”q]” (f) =g 1f s 1),

de unde

_ N

a 2 -~ n R
Hin =® ::{ P g > (n par)

" p—g>1 (n impar),

1 teorema 9 ne conduce la propozitia 4.

Universitatea s Babes-Bolyai” Cluy
Catedra de analizd

g e T
) Daci lim ——— + o, atunci lim

este de asemenea <« 4 o 51 deoatrece

1 nt

lim

_ o 5 —
=0, rezultd lim wu, = 0. fu cazul contrar am avea lim =p AL

= | 0.
n-»oo 1

n

nt
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K M3YHEHHMIO CKOPOCTH CXOAMMOCTH PSIJIOR
C MOJIOKUTEJIbHBIMKY YJTEHAMM

KPATKOE CONEP)KAHHME

Hexopst or agexkBatublx (hOPMyJHPOBOK KPHTEPHS CXOAUMOCTH Kymepa,
HAXOISILIUXCS B TPy/Aax [9__‘11], dBTOD BBOAHT ONpeleNeHHIMH | y 2 noms-
TH O ,,@, ~CXOASLIEMCsl Psje”’, COOTBETCTBEHHO, O ,,CTPOTO @, -CXOASmeMes
psie”, TpH TOMOILH KOTOPBIX MAeTCs MOAXOIsIee Bblpa}KeHul:e, KaK obmemy

QjeHy  CXOASIUerocs psgga ¢ djeHaMu IOJOXKHTCJIbHBIMH ]Z “,, TAK H ero

ocrarky. [lpm nomomm storo annapara U MOnSATHi 0 ,,(]JyHKumj-rropgﬂKe”|
BBJCHHBIX onpefedenusvn 3 u 4, nokajeisaercs, uto Kpurepuii Kymmepa
AIBJSIETCS! NONE3HbIM OPYAHEM B HCC/IEA0BAHHE CKOPOCTH CXOAUMOCTH. ABTOp
IPOU3BOJIMT ONPELeNEHHYI0 Kaaceu(h nKaiun psjoB ¢ MOJNOKHTCIBHBIME HJ1e-
HaMM, [0 X CKOPOCTH CXOLHMOCTH H CTPOMT EHHBI MeTox OmpeAeneHis
oOJIacTH NPUMEHEHHsS! Pa3JIHIHBIX KpPHTEepHIl CXOLUMOCTH, NPOHCXOASIIIX OT
Kputepust Kymmepa, BbIge/ s MHOMXKECTBO PSI/IOB, CXO/IHMOCTh KOTOPBIX MOJKHO
YCTaHOBHTL TIPH MOMOILH PAa3MHUHBIX YaCTHBIX KpuTepwil (manpumep [a-
navbepa, Paabe — [lyxamens, Beprpana). iy
[larteiit maparpad) Tpyaa comep:KuT 3aMeuaHus, KaCaloUIHecs K/1accos
CXOISIIUXCS PSAOB ¢ NOJOKHTENBLHLIMA UJIEHAMH, MMEIOIIHX CROICTBO

lim nat, —= 0,
H>0

CONTRIBUTION A IETUDE DE ILA RAPIDITE DEﬂ CONVERGENCE
DES SERIES A TERMES POSITIFS

RESUME

En partant de quelques formes adéquate)s du critérium de c0111:
vergence de Kummer, comprises dans [9—11], lautfur mtrod}nlt I%air tEb
définitions 1 et 2 les notions de ,,série a,-convergente’ et de , série stricte

+\

"ai i ion conve-
ment a,-convergente”, a 'aide desquelles il donne une express !

I, o
é &ri 5 qu'a
nable tant au terme général de série convergente & termes positifs 5'_,1 %y, qU'é

- o
son reste. Moyennant cet appareil et les notions de ,,ff)'r}c.tlon-%drei{ 111;2;
duites par les définitions 3 et 4, il montre.q_u§ le critérium de | }mt:teur
est un instrument utile a 'étude de la rapidité de convergence. Ifa .
donne une certaine classification des séries aux termes _posmfst selon t?on
rapidité de convergence et construit une méthode unitaire de dé _ermu;a or
du domaine d’applicabilité des difféents critérims de convefége_nc délnt
dérivent de celui de Kummer, en délimitant les ensembles de séries
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la convergence peut étre mise en évidence moyennant divers critériums
particuliers, tels que ceux de d’Alembert, Raabe-Duhamel, Bertrand.

Le § 5 du travail contient des observations relatives aux classes de
séries convergentes aux termes positifs qui joissent de la propriété
lim nu, =0,

n—ro
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