NOUA FORMA A PRINCIPIULUI DEPLASARIIOR
VIRTUALE *)
DE
VICTOR VALCOVICI
(Bucuresti)

Lucrare prezentald la Colocviul de analizd numericd din 8-13 decembrie 1960, Cluyj

Principiul deplasirilor virtuale, numit si principiul lucrului virtual,
confine in sine o contradicfie provenind dintr-o/ falsddefinitie a conditiei
de compatibilitate pentru deplasirile virtuale cu legdturile impuse siste-
mului. Dintre incercirile anterioare de a inldtura contradictia nu cunoastem
decit una singuri, aceea a lui Z. Horak [9], care reugeste pe deplin —
cel putin in cazul sistemelor neolonome particulare de care se ocupd ‘auto-
rul. In lucrarea de fatd, dupid ce se limureste contradictia pe un exemplu
simplu, se face corecfia cuvenitd si apoi se extinde aceastd corectie la sis-
teme generale neolonome, cu ajutorul unui nou operator, care de altfel
fusese semnalat de Z. Hordk., Cu ajutorul aceluiasi operator se evitd tot-
odatd o alti contradicfie care apare in forma generald a principiilor vari-
afionale ale mecanicii clasice.

§1

Mecanica teoretici isi bazeazi cercetirile in mare parte pe principiul
cunoscut sub numele de principiul deplasdrilor virtuale san al lucrulii
virlual,

Principiul deplasirilor virtuale este firi indoiald un puternic instru-
ment de lucru in Mecanicd, in special in Mecanica analiticd, instrument
pe care l-a intrebuintat stiinfa cu succes timp de peste doud milenii. Folosit
la' inceput numai in Staticd — de pe timpul lui Arhimede (287 —212 ien.)
— principiul a cucerit mai tirziu, cu Jean Bernoulli (1667 —1748), si do-
meniul Dinamicii. Bernoulli formuleazd principiul aproape sub forma lui
de azi, intr-o scrisoare adresati lui Varignon in 1717 si publicatd ulterior,
in 1725, in fruntea mecanicii lui Varignon.

*) Aceastd lucrare se publici § in limba engleza in revista . Mathematica’* Val.
3(26), 1961.

13 — Sludil si cerceléri de matematicd nr. 1/1962
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Cu toatd imensa lui popularitate, principiul a intimpinat si oarecare
rezistend. Tnsusi marele G a u s §, in lucrarea [5] publicati in 1829, declari
cd nu existd motive serioase pentru ca principiul |54 fie socotit plauzibil”,
fira a preciza motivul indoelilor sale.

Ulterior s-a repetat, cu diverse ocazii, acuzafia adusi de Gauss acestui
principiu. Vom cita in special lucrarea [3] a matematicianului italian
Luigi Castoldi, publicati in 1947, in care se $i propune o noui
definifie pentru deplasarea virtuald, folosindu-se cunoscutele variatii ale
lui Jourdain.

Tnsi reforma lui Castoldi nu rezolvi pe deplin problema; mai intii, deoa-
rece elementul inlocuitor apare oarecum complicat, iar in al doilea rind,
pentru cd desi aga de complicatl, noua creatie nu este in'stare si puna de acord
principiul d’Alembert — Lagrange cu principiile variationale ale Mecanicii.

Matematicianul cehoslovac Z. Hor 4k, in lucrarea [9], publicats
in 1935, atrage atenfia asupra acestui fapt si propune altd formid pentru
deplasdrile virtuale compatibile cu legiturile, servindu-se in acest scop de
un operator § (de altfel identic cu operatorul A din prezenta lucrare). Horak
stabilegte ecuatiile de miscare ale unui sistem de puncte urmind in oarecare
misurd metodele relativititii speciale (restrinse) prin considerarea unui
spafiu-timp cu patru dimensiuni,

In cele ce urmeazi vom dezvolta noua formi a principiului, limitin-
du-ne deocamdatd 1a’cazul simplu al unui singur punct material 4 supus
unei singure legdturi olonome. Ulterior, vom extinde consideratiile acestea
la sisteme gemerale, neolonome. Se va vedea astfel ¢ noua formsi dati
principiului are virtutea de a evita si o alti contradictie — in orice caz,

o dificultate — care apare in principiile variationale ale Mecanicii, atunci
cind migcarea este supusi unor legituri reonome (olonome sau neolonome)

§ 2. Reactiune si deplasare virtuali

Intr-o lucrare anterioari [20]" am formulat dous axiome fundamen- -
tale pe care se bazeazi Mecanica analitici a lui Lagrange in cazul siste-
mului (4) de # puncte materiale 4; (i =1, 2, .., #) supus actiunii sis-
temului (F) de » forte F;, precum si sistemului (-£) de legiaturi si anume :

19, Axioma eliberdriv saw a existenter (). Existd un sistem (R) de forte
R; — reactiunile — care aw proprietatea de a elibera sistemul (A) de obli-
gajiile impuse de sistemul [ £] de legdluri. Simbolic se poate reprezenta aceasti
axiomi sub forma

[(F) + (R)](4) = [(F) 4 ()] (4),
ceea ce inseamnd ci aplicind simultan operatorii (F) si (R) asupra siste-
mului (4), se obfine acelasi rezultat ca si cu operatorii (F) si (£) aplicati
asupra aceluiagi sistem (4).

29. Axioma lucrului virtual al veactiunilor. Lucrul virtual corespunzdtor
oricirver deplasdari compatibile cu legdturile (.£) este nul. Axioma aceasta are
insugirea de a stabili unicitatea (U).

1) La p. 249.

Vom aplica axiomele 1° si 2“: asa cum am an].;ng:atumalwsus,u la "ca;_mll
simplu al unui singur punct material 4 supus la o singura legiturj, aces sta
avind expresia analiticd

flx, v, 2,8 =0 sau mai scurt f(7,£) =0, (1)

unde 7 este vectorul de pozitie al punctului 4 de coordonate «, y, z 3 mo-
mentul?s, Relatia (1) reprezintd o ophga‘ple ﬂ'n‘c;ihtlcet pentru varighilele
%, ¥, z, t. Dacé t nu figureaza ex'phclt in (1): adica Qaca legafura este scle-
rc')nomé, atunci conditia repr.ezmté ob]lga’,clan ca migearea si se _Ef_e.ctueze
pe suprafata fix3 avind ecuafia (1). in cazulcind ¢ figureazs EXphcq: e (1)
suprafata trebuie conceputd ca f1111d_ mobild sau chiar deformabily, iar
mobilul 4 nu se migcd in general, pe nici una din suprafefele S, ale familiei
(1), privind pe ¢ ca un parametru. _ .

Existenta legdlurii se manifestd din punct de vedere mecanie prin

aparifia reactiunii R (axioma eliberdrii) ca forfa. Kcuafia de miscare va fi
Wt = F -+ R, @)

F fiind forfa care acjioneazi asupra mobilului 4 de masi m.

Vom descompune pe R in doud componente, ca de obicei, una tangen-
tiald, R,, confinutd in planul tangent la suprafata S, reprezentati prin
¥ £ El =i

ccuafia (1) la momentul ¢, alta normald, R,. Componenta ktang_en_;-,ialé
se interpreteazi de obicei ca fiind datoritd frecarii pe care ar Ifltimpm-g-ﬂ
mobilul 4 din partea suprafefei (1). O vom presupune nuld (adica suprafata
ar fi perfect neteda), R, = 0, deci R = R,. Prin urmare vom avea

R =1V, B (3)

notind cu A un factor scalar necunoscut. e ‘ 9

Deplasarea reald este reprezentatd prin vectorul d7(dx, dy, dz), variafia
vectorului de pozijie 7 a mobilului in intervalul de timp ¢, asa fel ea sa
subsiste egalitatea

dy o
) v,
di

) fiind viteza mobilului. . N p
v Deplasarea vivtuald 87(8x, dy, 3z) corespunde unei vana_j;(l1 arb;;cixarg
a lui7 ; ea depinde de trei parametri scalari arbitrari 8x, 3y, 8z, indepen enti

intre ei. A

inurii Sa tru un moment

Cazul legdturiv sclevonome. Sa presupunem pen . ca

timpul # nu apare explicit in condifia (1), adicd legitura este scleronoma ;
atunci relatia (1) va trebui inlocuitda prin

f(x‘-ys Z) = 0. (11)

o s 7 s !
Intreruperea geometrica a legaturii este, dupa cum anfl Obs‘f‘;xga;v?;a(i
sus : mobilul 4 va trebui si-si efectueze migcarea pe suprafafa

ecuafia (1°).
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Fcuafia de miscare (2) se poate simplifica prin multiplicare scalari
cu 87, notind cu 87 o deplasare virtuali compatibild cu legdtura (1).

Este evident ci pentru ca deplasarea 7 si fie compatibild cu legitura
(1'), va trebui ca vectorul 37 si fie situat pe suprafatd, adici pe planul
tangent la aceasta, in punctul considerat. Va trebui decj sd avem

Vi dr = 0. ()

Sa observim in treacdt ci lucrul virtual B 87 al reacfiei R, corespun-
zator deplasérii 8 compatibile cu legitura (1), este nul, adici axioma 99
este Indeplinitd — dupid cum se vede confruntind relatia (4) cu expresia
(3) a reactiunii.

Prin eliminarea reacfiunii R din ecuatia (2), adicd prin multiplicarea
ei scalar cu &, ecuatia (2) devine

D87 = 0, (5)
@ fiind vectorul lui d’Alembert,
D= m7 +17.

Cazul legdlurii reonome, Sd’trecem acum la cazul general al condifiei

de legiturd reonomi (1), cind variabila ¢ apare explicit. Tn acest caz, arti-

ficiul de calcul folosit mai sus pentru eliminarea Iui R din ecuatia de miscare
(2) conduce la acelasi rezultat (5), daci se continui a se numi »,compatibili
cu legitura (1)” deplasarea 87 situaty pe suprafata fixi S, din momentul
[ — aga cum se procedeazi in Mecanica clasicd, in prezent. Vom avea,
in adevar,

ceea ce reiese din (1) prin diferentiere, in cazul cind timpul ¢ este mentinut
constant ; am notat cu §;7 variafia virtuald §,7 in cazul particular ¢ =
= const., adicd &/ = 0.

§ 3. Contradictia

Deplasarea reald d7 a punctului supus legiturii (1) trebuie si fie una
din deplasdrile virtuale 87, dar nu neapdrat una dintre deplasirile 3,7 (aga-
numite compatibile cu legdtura).

In adevir, toate deplasirile virtuale 8,7 »»compatibile cu legitura (1)
s-au obtinut prin fixarea timpului ¢ la o valoare constanta ; este evident
insd cd deplasarea reali @7 nu poate fi considerati ca fiind una din aceste
deplasiri virtuale §,7, deoarece deplasarea reald d7 nu admite menfinerea
timpului constant, asa cum s-a procedat la definirea deplasirii virtuale
dy7 compatibile cu legitura, ci ea e legatd de variatia df a timpului.

Aici apare o contradictie. Deplasarea reald d7 nu figureazi in genere
printre deplasirile virtuale »compatibile cu legdtura”. Dar nici nu se poate
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. a i ibil# a ece
dmite ideea ci miscarea reald n-ar fi compa.tlbll? cu égg_atulra, deoar
ﬂunctul mobil este obligal in migcarea sa sd sat1§:faqa p<:on itia (1).
3 De unde provine aceastd evidentd contradicfie:

§ 4. Variatia virtuald eompatibili cu legiitura

FExaminind mai de aproape i}nprejur‘z‘trﬂ% in care a apaiuia g?cngzgtli;ggﬁi,
se ob;;ervﬁ ci ntmirea ,,con:q_)atlbllé cu leggtlv;uja F:z;g s‘;n il oo
;’il'tllale e COI}'?:IJIEI'H’git)ésigterggfi}zteaultzfsée pri,n conditia E])-nu
dr?ptﬁtlt?"tiile?f)reg égf)%:s;rls compatibild cu legéttlra ar trebﬁgi‘ﬂsﬁ find
prin CO?HI 4 ;ql'i‘l-’;iﬂ posibild a timpului / (sd o notdm cu 8f), asa nct bv?n:
Se%mﬂgl cse ] (82( 8t ale coordonatelor x, y, 2, si ale timpului ¢ ar ’_c1e ui 1sa
€f{'hﬂ‘?n )isze 31’1@1 E:Undij:ii de compatibilitate in conformitate cu lfg?(i;urt? _( 3
A(; E:crébui deci sa admitem relatia f(x, Yy, & t)~200,33i}clr£ia ;;:3;1:9. P"veciné:
pentru pozitia Pla moment;ﬂti :3.1;1)01 Jfr(jr : 58 ?_2 —3' _1 ? il 5

i in ¢'; am notat : — j & =k
i t1§1e13 u(%ec‘{ﬁgiz imediat printr-o operatie de diferenficre

7 f 8 + f,8t = 0. (7)

L ¢ cl )elltl’tl
G 1]110(: liasca Iel l‘ a (4) ’ 1

'kCE‘dSta EStE U"lldltla care treb{lle sa

a avea o deplaSaIE Com])atlblld cu 1egat111‘a (}.) . Dﬂpa cum se v e(’.e, dgplﬂ',—

ald ie i it artatia lemporald St. ‘
, patiald trebuie insofiti de variafia ten 7 0 |
mma\*’éﬁ? numi ansamblul (87, /) ,,0 variatie virtuald” a cronotopului

ibi i ai in ¢ ind ma-
i iafie va fi 3 tura (1) numai in cazul ci
Aceastd variafie va fi compatibild cu legi (1)

R ror satisface condifia (7). ot } _ 5
rlmﬂ%j ’c,qit 1;~?rti?:u1ar al variatiei virtuale compatibile cu legitura trebuie

sa fie datd de deplasarea veald dv care are loc_i-rb.tmi?uid;'ca! dt. Asadar, va
trebui s3 avem relagia (7) indeplinitd de variafia (a7, df),

Nfdr 4 fodt =0, (8)
de unde se deduce, prin diviziune cu d,
oy e = 8,
P Ff= 0 d‘f( t):
iunii R 7 este diferi
Lucrul mecanic elementar al reacfiunii R pentru deplasarea a7 este
de zero,

Rdi = \V fdr

sau, finind seama de (8), it
Rdr = — \f, dt. g
i a (87 ibila ¢ atura,
De altfel, pentru orice variatie v1r’gua1_a (87, St)-compattblla cu legatur
luerul mecanic corespunzitor este diferit de zero,

R = — X f 8, (10)
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Inlocuind pe f, prin expresia sa — f 7 scoasi din (8"), obtinem
R 8 = A\V f7 8t
de unde rezultd, daci se fine seama de (3)
AVFEd =AVfrse,
adica
7 (57 —78t) = 0. (11)
Vom pune aceastd relatie sub forma
\7f AF = 0, (1] ')
notind pe scurt
Ly =87 —7 3L (12)
Deducem, cu (3),
RAF =, (127)

adica lucrul mecanic virtual al reacfiunii R pentru o deplasare AT  este nul.
Dar ce este deplasarea A7? Este deplasarea virtuals $7 (arbitrari)

la care se adaugd deplasarea — 7 § efectuatd cu viteza — 7 in in
timp 3 (figura 1)

~ Deplasarea A7 este situati tot in planul tangent in P la suprafata
S, , dupa cvm se vede din relatia (12), care este identici cu

tervalul de

LT FATF =0,
adici cele doui deplasiri 8¢¢ si A7, au
acelagi demeniu de existents.' Ele pot fi
chiar identificate una cu alta. Insi in
structura lui 87 intrd trei parametri scalari,
i dx, 8y, 82, neavind nimic comun cu deplasa-

rea reald d7, pe cind A7 consti dintr-o de-

plasare arbitrard Sr insofitd de deplasa-

rea —7 8 ; in structura lui Ay intrs deci
patru parametri scalari, 3x, 3y, 8z, B,
intre care existi o relatie linjard, asa fel
ca el si poati da o imagine a deplasirii
. reale, ceea ce nu putea face deplasarea 87
Din cele ce preced rezulti cf este mult mai logic de a considera marimea
Ay drept deplasare virtuals compatibild cu legitura, deoarece, dupa cum

se vede din (12), mirimea A7 fine seama si de o eventuali variafie 3 a
timpului,

De altfel, lu~rul virtwal R Ar al reacfiunii R cor

e al esfunzdtor acesler de-
plasdiri Ay este nul, cum se vede din (127

, fdrd a impune deplasirii virtuale
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57 vreo altd conditie in afard de relatia (7) care reprezinti insdgi condifia
(1) (&%eﬁgi;?éiia 20 este satisf;‘-lcut::a fz‘il-:i nici o alti condifie in plus, asa
it I?: :\iflell.tlil]f‘;}:slté Ah?_} fcg)l;ll;}ai?igﬁgp(?feggv) cu legdtura, se ajunge deci cu
operatorul A, o [y oy %, o

t vectorului 7, asa incit, pentru a gasi deplasarea virtuald compatibild

P e buie si ne folosim de operatorul A, nu de operatorul ;2.

cu legitura, tre

§ 5. Solutia problemei de migeare

Pentru a determina miscarea punctulai A suupui legaturii (1), ne vom
. N y 2ai fHouh
folosi de ectiatia fundamentald, cum am mal fac

&+ R=0, (14)

£ o AL - Sreck (N
ciireia i se aliturd relatia de Iegatufa @) ——
Reacfiunea R fiind necuncscutd, este natura ba“.: ute & e ELTEE
aceastd fortd din ecuatia (14). Eliminarea el se poate rea
oL (o s 5 7

fn ecufile (9), st el De altfel idecea cea mai simpld — aceea

S4 incepem cu ecuatia (B) _ 1 S Beor
care‘rt fest lfclc sitd de cercetitorul ancr{(ﬁltl‘ —1 z:nficste th;lgiixr?i )ecsc jl &

y arii ele v iplici afis .
(5), asadar a deplasirii elementare 8o7- N I

cu 8,7, se obfine Fige (15)

iti : oa elimi vectorul
inind seaimia de relatia (1) de gondl_@ie, se va putﬁi; edclilcllli?;ia s
5.7. Eliminarea lui 3,7 se realizeazi imediat dacd se pt
T, are:
forma (4), : -
j Afdy =0, . (16)
rafata (fixd) S, Dar acest procedeu

valabili pentru deplasarea 3,7 pe Supp(_!atc fi inlocuitda prin relatia (16),

presupune cd relatia de condifie g)
a a te just.
ceea ce am vazut ca nu este | Y e
Ccmbinarea relatiei (15) cu relafia nepot}?fg:ao( {
numai din cauza proprietatii acesteia de a ole :
8,7 intre (1b) si (16). o o B o datddumh
i llléllzlzti(a 215 C(End)itie (1) pusd sub forma diferentiala este da
¥ 7 4 g ! :
cum am vazut, de (11), adica de (11'),

16) pare a fi fost admisd
liminare comodd a lui

(17)

4%k in

i i 35)de Z. Hot

2) Operatorul A este identic cu operatorul 3 lutlroql}?(ﬁ:;)t:ri—ézii‘t(lﬁﬁ’ [)9] et Ego]i
apirut in mod natural §i1r let ot e OB AEERE

111C1'afl’ffa té:;gt15gi]ﬁi()u}:iﬁtc(;r:ic&staoggfator si poatrte numf*le'mz;temattcmnulul

]Su{;cllilc;ﬁk gsua o recunoastere a dreptului siu de prioritate.
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Asadar, eliminarea lui R din ecuatia (14) va trebui realizaty cu relatia (12)
multiplicind ecuafia (14) scalar cu vectorul A7. Vom obfine astfel

®A7 = 0. (18)

Intre (17) si (18) se poate face eliminarea parametrului A7 conducind
la solutia problemei. Aceasts eliminare se poate face tot asa de lesne cum
s-a fidcut inainte eliminarea lui 8,7 intre (15) si (16) : este exact aceeasi
operatie algebrici in ambele cazuri, asa cd solufia problemei ny suferd nici
o alterare, De altfel, tnsusi A7 poate fi identificat cu 897, dupi cum am
observat mai sus. Fste probabil ci, datoriti acestei Imprejuriri care iden-
tificd cele doud metode de lucru, conducind la aceeasi solufie, se poate
explica lunga durati a erorii de g se fi folosit, in principiul deplasirilor
virtuale, relaia (16) in locul relatiei (17).

In concluzie, prineipiul deplasirilor virtuale obfine o formi corects
prin inlocuirea operatorului 8y cu operatorul A,

§ 6. Extinderea prineipiului la o elasi generali de legiituri

Am aritat intr-o lucrare anterioard [16] ci forma fireascy a unef
conditii de legaturs (clonomi san neolenomd) nu poate fio relafie intreagi
intre parametrii definind pozitiile punctelor unui sistem si eventual elemen-
tele lor cinematice (viteze, acceleratii) — asa cum se concepe formal in
Mecanica clasici, problema miscdrii unui sistem de puncte materiale ; am
ardtat anume ci este mult maj natural si se impunj conditia de legdturs
intre deplasirile elementare ale punctelor sistemului in intervalul corespun-
zator de timp d¢, si intervalul dl de asemenea.

Mai precis, fie (4) un sistem de % puncte materiale 4; (1 = 1, . 1)
sifie & vectorul de pozitie al punctului A;, %% % v
sa. Am aritat 3) 4 cele s legaturi (m < 3n
zentare mai fireasci in relatiile scalare

iteza, respectivacceleratia
) ale sistemului isi gisesc o repre-

aWﬁ+BWhﬂLU:L g =y ok i), B (19)

In acests relatie am presupus cf indicele repetat ¢ inseamni, ca de
obicei, o sumi ; mirimile ¢! 1y numar de mn inseamni vectori in spatiul
etclidian E; iar marimile B/, in numir de m, sint scalare: toate aceste
marimi (o) p’) sint functii derivabile de %, ¥, x, ¢ intr-un anumit domenin al
unei multiplicititi corespunzitoare cu zece dimensiunj ; vom presuptine ci

relafiile (19) sint distincte in sensul stabilit in lucrarea [16], asa incit ele

%) Forma (19) nu este expresia Pfaff sub care se pun de obicei legiturile neolonomte in
mecaunica clasicd, deoarece marimile m{ 51 [3’ sint functinni de ¥, %, %, ¢, nu numai de x si de ¢
cum se socoteste in mecanica clasicy. InsusiZ. Hor 4 k ininteresa nta sa Inetare [9] se limiteazi

la forme Praff reprezentabile prin varieldti neolonome in sensul Iui G. Vrdnceanun (21],
deci la cazuri particulare fatd de formula generals (19)
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r forma un sistem de m relatii distincte intre variabilele x, # x, § dacd
vor a
le punem sub forma

sz— 0'-{3;‘. ('?-l:];Z! "'?ﬂ';j:]JBJ "'1971’)' (19')

Vom spune ci ,,variatia” sistemului (4) reprezentati prin marimile
t : le éla‘)q;i (¢#=1,2, ...,n) la care se asociazi $1 marimea scalard o7,
Veseoginpat‘ibﬂﬁ cu legatura (19) pentru o anumiti valoare a indicelui
es : - . = P -
7, daci aceste mirimi satisfac relafia

".'(Jj‘ axl: __I_ B] Sﬁ —— 0 (L :]J 2: LA e )n) (20)

ea valoare § a indicelu ’ . y B ! _
Pentgsfé eesiziden’(c cg deplasarea reald dx' impreund cu variafia temporala

corespunzitoare di constituie o ,variafie” particulard a sistemului (4)
s ThilE en e aturile. _ ; ; ;
Lomlﬁ;cllféudincd pegﬁj prin expresia sa (19’), relatia (20) va lua forma

o (84 — #i80) = 0,

sau deci
ol Axi=0 (7 =1, 25 5N (21)
dacid folosim operatorul A deﬁni_t prin (1S)L Asadar‘nvariatla (3xf, 8t) care
verificd relatia (21) este compatibild cu 1ega‘r}1rai,, 7 i
Reactiunea R;” care corespuinde punctului 4° va avea exp
| : / 99
RP= Mol W =1, % s (22)
3’ fiind mirimi scalare, necunoscute deccamdati. Relafia (21) ne indrep-
4 rie :
titeste a sc 22 A =
1 ¥ »
ceea ce reprezintd expresia axiomei 2°, axioma lucrului virtual,
(.Ecua‘;ia de miscare a punctului 4; va fi
D, + R; =0,
i d’ zator
de am notat, ca mai sus, cu ®; vectorul lui d zglf’:}nti)e;itl,ﬁ;?lreggggaa o
;Enctului A;. Multiplicind relatia (24) scalar ca  Ax* §
(23), vom obtine e

@1)

D; Axf = 0.

i Axti ii i (25) conduce la un sistem

Eliminarea parametrului Ax* intre relaiile (2;1) ?:) ‘E)glg?na
o . o . S ’ p
" de ecuatii diferentiale a carui solufie rezolva p e e Sy TR
fn adevir, aceasti eliminare conduce la 11115 N rintadssa
scalare intre cele #» marimi vectoriale i (¢ =L e
aec cele m relatii scalare de legiaturi (19), vom ay gate e e
scalare pentru 3n necunoscute scalare. Cu al_tq ‘cuv_m 2 'eIs)te finith lufnduse

te identic cu acela clasic, in care ,,compatibilitatea” es

es , a S _

3t =0,
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Eliminarea se face mai comed, dupd cum se stie, cu ajutorul multipli-
catoriler lui Lagrange. Se obtin astfel ecuatiile lui Lagrange de speta 1.

q)s+}\'.0'-5:0; ('i=1,...,n;j=], 0o, ), (26)

unde mirimile scalare %, (multiplicatorii lui Lagrange) sint necunoscute-

Ecuatiile (26) rezolvi problema migcdrii sistemelor neolonome, in
special a acelora care au o crigine fizici. Teorema de existenf{d demonstrati
deS. Lojasiewicz (Krakéw) [12] subsistd si in acest caz. Demons-
trafia este tot aceea dati de S. Lojasiewicz, cu unele modificiri : in locul

hipersuprafefei cu 3n—m dimensiuni va apare o varietate neolonomi intr-un
spatiu fibrai 4.

Cazul coordonatelor Lagrange. In cazul cind vectorii de pozitie xf se
exprimd in functie de s parametri scalari 9, ¢*, .. ., ¢’ side timpul ¢,

¥=xi(g, ¢, ..., g 1) (s <3n) (27)

se poate efectua schimbarea de variabile (26), de unde se scot expresiile
mirimiler &f, xf.
Prin diferentieri si deriviri se deduc formulele

Sut=a , 54"+ x*, 8,
% e xfkq.k =t :"ff»
felesind notatiile

t ‘ a1 ;
(")_;:Jrrk, C)_:_l,'“
ok ’ or ;

Legdturile (19) ale sistemului considerat vor lua forma
y;qu + &'dt =0 (e=1,2 .8 0=1,2, ... m: m<3n—s), (28)
unde am notat
Wby, ol = alnl o I B; (29)

Mérimile v; sint scalare avind proprietdfi de regularitate intr-an domeniu
corespunzatoer,

Divizind relatia (28) prin df, ca mai sus, obtinem relatiile
o/ = — vig" (28')
O variatie (3¢", 8¢) va fi compatibild cu legitura j daci relafia

vhd¢" 6’8t =0 (30)

*) Un s patiu a cirui structurs locald este aceea a unui produs cartezian intre spatiul obignuit
(ti mpul apirind ca una din coordounate), spatiul vitezelor si spatiul acceleratiilor,

e Ll
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este satisfdcuts, sau, {inind seama de (28'), ca mai sus
vid ¢" =0, (31)

unde A inseamni operatorul definit prin (13).
Expresia diferenfiald Ax’,
Ayl = 8% — %'8¢
a deveni in noile coordonate g
Ax't = x', Ag". ‘ (32)

Formula (32) ne spune ca la o schimbare de variabild (27), Ax* se tra-
teazi ca o diferentiali. In consecintd, relafiile (25) si (21) se vor scrie res-
pectiv

®,A¢" =0 (=1,2 . n; k=12, ...,m),
ThAg" =0

: . R p & A B
iar solutia problemei se va obfine prin eliminarea parametrilor Ag" (£ =1, 2,
2,8 ritre ele,

(j=1,2, .. ,n;k=1,2,..,,m),

§ 7. Avantajele introducerii operatorului 'p-l:iVl]ld prineipiile varia-
tionale ale meeanieii

fntr-o lucrare anterioard [20]%) am calculat expresia variatiei &I a unei
integrale generale I de forma

I(E = S f(x, %, 9) dt, (33)
r

I" fiind o curbi de integrare iar f o functie larg regulata de Variabilele:i{u]icate.
Trecind de la curba T' la o curbi vecinid T', am obfinut pentru diferenfa

8 = I(I") — I(T)
urthitoarea expresie
3I = Sefo dt, (34)
I

unde am notat cu 0 operatorul lui Euler,

g AL AT (35)
7 _di

% La p. 253.
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In spatiul corespunzitor (g) al variabilelor lui Iagrange, formula
(34) devine

3= gequ dt, (36)
. ‘r
cu notafia
d
GEsE e (37)
dg  dt dy
Se intimpld un fencmen matematic fericit pentru calcul — cf ele-

mentul diferenfial in integrala 87 este dat de operatorul A, nu de operatorul 3.
Condifia ca functionala I si fie staticnard va fi deci

Sefodrf() (38)
in cazul spafiului obisnuit, si

Sequ dt = 0 (39)

in cazul spatiului (g) al lui Lagrange.

Dacd sistemul nu este supus nici unei legaturi, atunci parametrii Ax,
respectiv Ag sint arbitrari, asa incit relaiile (38) si (39) ne conduc la cunos-
cuta ecuatie a lui FEuler

0f =0,

0 fiind operatorul (35) sau (37), dupd cum pozitia sistemului de puncte
cousiderat este reprezentatd prin vectorii x%, in spafiul obisnuit, sau prin
coordonatele lui Tagrange, ¢°.

Daci insa sistemul este supus la un numir m de legaturi (m<<3n—s)
de forma (19), in cazul spatiului fizic, sau de forma (28) in ecazul spafinlui
Lagrange, atunci relafiile (38) respectiv (39) vor trebui si aibi loc numai
pentru deplasiri compatibile cu legdturile.

n mecanica clasica, compatibilitatea deplasirilor virtuale cu legiturile
se exprimd cu ajutorul operatorului §,, spre pildi, relatia (4). Eliminarea
acestor deplasdri virtuale nu se poate face deoarece elementul diferenfial
in expresia lui 81 nu este dat de operatorul 3y, ci de operatorul A.

In mecanica clasica s-a trecut in general peste aceasti piedica, presu-
punindu-se ca variatia 31 nu se referd decit la miscdri vecine sincrone,
jar legdturile sint toate scleronome. Insi chiar din 1955 matematicianul
italian E. Storchi aaritatci principiul Hamilton-Ostrogradski rimine
valabil si pentru cazul cind sint admise la concurentd si miscari nesincrone
[14],

Asadar, forma clasici a principiului variational Hamilton-Ostrogradski
este o forma restrinsi.

Felosind dezveltarile din prezenta lucrare, se poate extinde domeniul
de valabilitate al acestui principiu la cazul variatiilor nesincrone precum
si la cazul legaturilor generale reonome, Limitindu-ne deocamdats la spa-
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fiul fizic, va trebui s eliminim pe Ax din relatiile (38), unde insd parametrii
Ax satisfac conditiile de compatibilitate (21). . -

Solufia se determind, ca de obicei, cu ajutorul multiplicatorilor lui
Lagrange : se inlocuieste in expresia lui 81 functia f prin forma

f_{- }\.f D‘{ (j e 1:2: . -‘-, m)‘:

cdreia i se aplicd apoi operatorul eulerian 0, egalindu-se rezultatul la zero.
In mod analog se va proceda si cu spatiul I,agrange (g).

Coneluzii

Definitia defectuoasd din Mecanica clasicd a deplasirilor virtuale com-
patibile cu legiturile, conduce la o contradictie care face din anm_p,lul
lucrului virtual (sau al deplasirilor virtuale) o metodd de luecrn lipsitd de
fundament real. Z. Hordk a inldturat aceastd contradictie, servindu-se de
un operator nou & pentru definirea conditiilor de compatibilitate.

Independent de Hordk, am definit acest operator, pe care l-am desemnat
prin A si mulfumitd céruia contradicfia dispare din _corpul: p‘nnmpmlulb.
Cu ajutorul lui am putut stabili principiul lacrului virtual intr-o forma
mult mai fntinsd, valabild fiind pentru legdturi neolonome de o structura
generald. N v

Interesant este faptul cd operatorul A apare si in stabilirea condifiei
ca o functionald sd fie stafionard, cu alte cuvinte, in structura pnnm_pul_or
variationale ale Mecanicii clasice. Cu aceastd observare, problemele variatio-
nale ale mecanicii, care pentru cazul legaturilor reonome erau irezolubile
prin metoda obignuiti a multiplicatorilor lui Lagrange, devin tratabile,
fard nici o distincfie de cazul scleronom.

HOBAY ®OPMA [MPUHIIMIIA BUPTYAJIBHBIX TNEPEMEIIEHWH

KPATKOE COIEPKAHHE

IlpuHLMI BHPTYaJbHbIX [lePeMeleHii Ha3BAHHBIH H TPHHUUTIOM BiD-
TyanbHO# paGoTH, COAEp:KHT B ce6e NPOTHBOPEHHE, MPOHCXOJSILICE eOT HE:
[IpaBHJABHOTO onpeneneHust yCJIOBPIH COBMECTHOCTH BHpT’YﬂJI_hHhIX nep Mem
HHI CO CBfI3aMH, [peANHCAHHBIMH CHCTEME. 5k up)%-u:bmymumx gnomﬂorf
}’CTpaHS{Tb 3TO HpOT}fIEOPE'{}IE LLHT‘IpryeM MOMNBITKY 3 'Op aKa [ ]H, ;31];10)(
pas BIOJHe yjAayHa, Mo KpailHell Mepe B Caydac HaCTHEIXSHEFQ/IOHO
CHCTEM, KOTODBIMH OH 3aHHUMAaETCH.

B Hacrosimem TpYAe, locje TOro Kak pasbiCHSETCHd npomnopeqn;l Iéa
l]pOCTOM npumepe, ﬂ]’)OIJ!SBO,[LHTCﬂ Hagnexarias ]'EOTIPEBK& H TOTOM pa p -
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cTpaHsieTcsl 3Ta MOMNpaBKa K OGLIMM HETOJOHOMHBEIM CHCTEMaM HpH MOMOLIH
HOBOro omepartopa, otmedeHHoro u 3. Xopakom. Ilpm nomoumm Toro e
omepaTopa Hsberaercsi OZHOBPEMEHHO U JAPYToro NpOTHBOPeYHs, BO3HHKAIO-
mero B o0uell Gopve BapualHOHHBIX NMPHHUANOR KJAACCHYECKOH MeXaHHKH.

LA NOUVELLE FORME DU PRINCIPE DES DEPILACEMENTS
VIRTUELS

RESUME

Le principe des déplacements virtuels, appelé aussi principe du travail
virtuel, contient en soi une contradiction provenant d’'une fausse défini-
tion de la condition de compatibilité pour les déplacements virtuels avec
les liaisons imposées au systéme. Parmi ceux qui ont essayé d'écarter cette
contradiction, nous citons Z.§H o r 4 k [9], dont la tentative réussit pleine-
ment, du moins dans la cas des systémes non holonomes particuliers dont
il g’occupe.

Dans ce travail, aprés avoir éclairé la contradiction par un exemple
simple, on fait la correction requise et puis on étend cette correction a des
systémes généraux non holonomes, a 1'aide d’une opérateur nouveau qui
avait d’ailleurs été signalé par Z. Hordk. Moyennant le méme opérateur,
on évite auesi une autre contradiction qui apparait dans la forme générale
des principes variationnels de la mécanique classique.
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