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UN PROCEDEU DE IMBUNATATIRE
A CONVERGENTEI SERIILOR SI A CONVERGENTEI
INTEGRALELOR IMPROPRII

DE

ANDREI NEY
(Cluj)

Transformarea lui Kummer (vezi [1], §35, p, 269—271) ce se utilizea-
za in scopul imbunitafirii convergenfei unei serii (seria de insumat), se
poate aplica iterat ([3], cap. I, §5). Aplicarea succesivi, de p ori, a trans-
formarii lui Kummer presupune cunoagterea a $ serii convergente (serii
aproximante), cu sumele lor respective exact calculabile sau cel putin
foarte bine aproximabile cu ajutorul unui procedeu simplu. Procedeul
de imbundtifire a convergenfei ce se prezintd in lucrarea de fafi, se bazeazid
pe o singurd serie aproximantd si pe un numir convenabil de parametri
ale cdror valori se determind astfel, ca o singurd aplicare a transformirii
Ini Kummer si inlocuiascd iterarea ei.

1.
Fie seria de insumat

)

Eun=u1+u2+...—|—uw-{- eeo o (1)
1

o serie convergentd, cu termeni pozitivi. Fie seria aproximantd

00

Zvn=U1+vg+...—l—Un+...=s, (2)
1

. . v, & .
unde s este cunoscut, iar lim — = 1. In conformitate cu [1] avem
n—poo Un

=] oo

Zun=s+¥(un—vﬂ):s+2[ —’;—j')um (3)

1
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unde #, — v, tinde evident mai repede citre zero, decit 1, ; totodati seria
oo o

Y. (#n — vs) converge mai repede decit seria Yy, V).
1 1
Pentru a se putea aplica procedeul ce urmeazi a fi expus, se presu-

o a o B sve g Uyt

pune — pentru moment — cd are loc relafia la limitd lim % — 1 (ul-
n—w Uy

terior aceasta restricfie se va inlocui cu alta mai generald), deci

silim ™ — 12, de unde rezulti ci au loc si relatiile la limita
n—ce Un

7 Unti 4
lim 2 _ 4 Gl 108, ey DY

intr-adevar

Un4i L L Ups1 Un :
tn, Yinsi-l D ik
de unde
Iim Unty bha ]im Un ¢ hm n+] T U_“_
n=o0 U, Nepog v'»‘+£—1 veoe 1L i lim n il

Considerdm parametrii reali 2, Ap-eshp 81 construim seria cu termenul
general

_ < 3)
W =N Rl
0

== oo
i i ’ PR . 7’ . s
') Fie R, restul seriei (1), R, restul seriei ¥ (% — v"), iar R, restul seriei E[u"—vﬂl_
1
v S = : . . . | Un—Un l s
Aceastd din urma serie este evident convergentd, deoarece lim ————— = (0, Atunci in
n—roo Un
Ir
. L 3 . " "n ' \u,,—vnl
baza unui rezultat stabilit in lucrarea [5], § 8, p. 277, au loc relatiile lim — = lim ——— =
- ; n—+x B N0 Un
’
D Rll RH d ]_] n 0
ar | 5| € 5, deci si lim — = 0.
RJ R H~ao Rﬂ
i Uuiq . o T “n-i—'[ . U
%) Conditia im ——— = 1 este echivalenti cu conditia lim =1, dacd lim — = 1;
n—rco n n—»ce n n—»oo "
v u, v "
o o niq n4-1 n4-1 n % . . .
iatr-adeviar = PSS e de unde, pentru #—» o, rezulti afirmatia de mai sus.
n " un+1 Zn
%) Se presupune, ci termenii succesivi Vps Upy g+ oo Uy, 11 sint legafi prin vreo re-
latie d= recuren{d liniard, cel putin incepind de la un indice # suficient de mare ; astfel
fiecare parametu Ay, A, .. s Ay, va figura efectiv in expresia Ini w,.
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[ <]

Pentru ca aceastd serie si fie o serie aproximantd relativ la seria Eu,,,

este suficient si determlnam parametrii {3} astfel, ca sd aibd loc rela;ﬁla

lim - = 1, deci Z A lim ’:+’ =1, de unde rezultd

n—+aw Hn i=0 nsoe My
b
E Ayl (4)
1=0

Suma S a seriei cu termenul general w, se poate exprima in formi f initd

n=]1 n=1

P
vn-:-z E >\‘ E 'UH-H. E Af(‘s = Si)’

1=0 1=0

IM‘

unde s; = ¥, v, (¢ =1, 2.9, dar 85 =0, In aceste conditii transformarea
k=1
lui Kummer ne conduce la

) ) o P
Ytn=S5+Y(n—w) =S5 +E(un— X ;\Evm)- (5)
1 1 1 =0

Vom ciuta si determinim parametrii X, Ay,..., A, astfel ca diferinfa w,—w,

si tindd din ce In ce mai repede citre zero, pe masura ce creste num;r%l

de parametri utilizati. Din (4) rezultd Xy =1 — 2,7\,, astfel incit

i=1

\. b 2 P
Up — Wy = U, — (1— E 7\.] Elivn+;=u,,—vn+z AU, — El Aivn-{-i,
1=] i=

i=1 =1

adici
v
o — Wa = (s _U"l']_z)\ unﬁ::‘}
i=1
deci
i ‘5 Ungyh-1— Yntk|, 6
Un — Wn = (Un — va)|1 E?\; e (6)
=1 k=1
Presupunem
2 ”n-l-k-1‘7"n+k‘:6(1) k:]. 2 W 7
Hm— ey = s s 4 ?) (7)

; \ :
unde ¢} (kR =1, 2,...,p) sint numere reale, iar cg) = 0, astfel

im Z A E Un+h—1"" Un+k Z X i cﬁ,”
i

et |
n—+oo T Un - Fo| b=
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Pentru parametrii %, 2,,...,A, se pune conditia
> v
7Y = —1
& ®

$i transformarea (5) a lui Kummer ia forma

Un — Un

iu., =5+ :E_,:l (#n — 1’:,,){1 -+ Zp A Z‘; Un ;b‘l“’;wé]. )

_ Din cauza condifiei (8), termenul general al seriei din membrul al
doilea al egalititii (9) tinde mai repede citre zero decit termenul general
Uy — U, dl‘n trans‘fcrmarea originald (3), deoarece si expresia din paranteza
dreaptd din relatia (9) tinde citre zero cind #»o0. Din (8) rezulta

A =1 N,
1 ='CTIT](“ 1 ——_Ezlzkz CL”’] .
i= =1

Iqtrogiqcmd aceastd valc:are in (6), adici in expresia termenului general
al seriei care figureazi in membrul drept al egalitdtii (9), se obtine

p T
Un = Wn = (Un — Un)[l +L—(lﬁ‘— 1-Y\Y c}z")v”ﬁ Unt1
1 =2

=1 Un — Un

: Unfh—-] — ¥ ¥
= nik
A Y -
Uy

2 k=1 . in

-

Nl

+

i

adici

(1)

E
. Un—h—1— Ynyp— _ﬁT(Uﬂ_ Un41)
¢y

4 i
+L AN
=2 p—3

Uy — W, =[u,,,— Un ——— (Un = Vuyq)

0 1 1
Un— Un— ﬂ(vn"‘ Un41)
1
, . . : : (10)
iar dupd o aranjare convenabili
cflh
i o ] : "ﬂ-lk—l‘uﬂ+k__(]‘}(uﬂ"”-»+l)
= _ s 1 Un— U1 ¢
it 7"")(1 g W] 1+ % Y : -
1 i=2 k=2 Up — Uy — (1)(5'11 vn4-1)

A (11)
Dacd se presupune acum cj
ot
Ynik—1— VUnyp— Ty (Vs — vp41)
. 61
lim =l (k=12 8, .. .. 9); (12)

1
Uy — vnﬁ—(*ﬂ'(u"— Vnyq)
£
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unde o (k =2, 3,...,p) sint numere reale, iar &) =20, atunci suma dubli
din (11) va avea limita

# i

DIEYD) e,

=2 k=2 .
Pentru parametrii Ay, Ag,...,A, se pune conditia

?
Ya e = —1 (13)

i=2 =2

si in consecintd al treilea factor, cel din paranteza dreapti a membrului
drept al egalitdtii (11) tinde citre zero, cind #n-—o0. Transformarea (5)
a lui Kummer ia in consecintd forma

D
k
» o Tnpr=1— Un+k*-l—ﬁfﬂn’vn+”
= = [ 1 vn— unt1hly E)\ » L
Eun:S'{”‘ Z (un_vn)(l_c(—“ %y — T } -!_1_:2 ik:ﬂ 1
1 n=] 1 Un Un——“—)(‘”n_ ”r:-H’
&y
(14)

Daci se compard termenul general al seriei din m embru drept al trans-
formirii (9) — acesta fiind chiar expresia din membrul drept al egalititii
(11) — cu termenul general al seriei din membrul drept al transformérii
(14), se constatd cd acesta din urméd tinde mai repede cdtre zero decit
primul, din cauza conditiei (13).

Observind structura expresiilor din membrul drept al egalitifilor
(6) si (10), rationamentul se continud prin inductie, considerindu-se ter-
menul general #,—w, al seriei obtinute in urma unei singure apliciri a
transformairii lui Kummer $i dupd impunerea conditiei (4) si a 7—1 con-
ditii de tipul (8) si (13), ca fiind de forma

P i
Uy — W0, = k,.[l + Z }\,_ ¢;T:R]: {15)
r=3 k=)
unde
im k. =0, lim e, =0, limd¢,,=0.
Presupunem
lim Yk _ ) (h=f, i+ 1 e P) (16)

unde ¢ (& =1, {4+ 1,...,p) sint numere reale, iar ¢! 520, si impunem

conditia

P v I
Y ,?3- = —1, 17)
=J

=)

8 — Studii si cercetdri de matematica, 2/1962
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In aceste conditii

timt + 5 3 o

i=j =

deci se a]unge la accelerarea tinderii citre zero a diferentei u, — w,, pentru

n—oo. In continuare, din (17) se obtine

b :
; 1 :
Ny= m( L=y ME}.C;”)

i i=j+1

si inlocuind aceasti valoare in (15), se obtine

P
1 SL,;
un_wn:hnl———.—
e, {3

& ¥ni ),
(}) ‘P,;

I=j41
adici
i 1) ;
Un — W = k|l *}E%"-f- Z A Y (—L”’khl L
P i aFnl P D e
Aceastd din urmi egalitate se pune sub forma
GH')
Yo b — = ni
" : U!
u,,-w.,:h,,(l (11) ”)1+ Z Ai ):, —
Pa —]+1 k=741 Pn— {11”,;
C
J
si se continud ca mai sus, presupunind conditiile
()
[
4"71,13 ) q’-,v;,j
lim ——c—’_: (j+1) ——T .
n—r oo ® IlJI' ck (k*7+1'7+2!“"’P)
S A,
i)
J

(i+1)

$i ¢l1' 70, pind cind se ajunge la ultima condifie de tipul (16), care se pre-

supune mdephmta — si anume existenta numéirului
sd se impund parametrului 2, o conditie de tipul (17)

)\ch’ =—1.

real ("'¢0 urmind
q] anume
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Daci toate conditiile de tipul (16) respectiv (17), care figurezi mai
sus, sint indeplinite, atunci parametrii A,, 2,,...,A, pot fi supusi conditiilor
exprimate de sistemul linear

P b
ah=1

=0

? i

YuYdl=—1

1=1 k=1

» i e (18)
%li.&ch) 1

£ =2

;., !

YaY e =—1

Conditia necesard si suficientd pentru ca sistemul (18) sd aibi o solufie
unic determinati, este ca determinantul sistemului si fie nenul, adicd

1 1 i 1 1
1 2 3 P
0 Bel Nef Nefh . Bel?
1 1 1 1
0 0 iC(Z} ictﬂ) Ec(!)
E ess
A= 2 ¥ g 2 =ctl”c(22’ = (p]qéo
3 P
0o 0 0 5‘_,5‘,3'_ Y@
3 3 ¥
b4
0 0 0 0 Y, el
k=p

. . . . . - f
Pentru aceasta este necesar si suficient ca nici unul din numerele cj‘j
Gj=1, 2,...,p) si nu fie nul. ;
in baza celor de mai sus, se formuleazd urmitorul
PROCEDEU DE IMBUNATATIRE A CONVERGENTEI SERIILOR, In vederea

[~ -]

caleulului sumei seriei convergente si cu termeni Ppozitivi, Y w, se cautd o
1

= v
serie, E Uy, CU SWIMG CUNOSCuld §t care mdeplmeste condifia lim = = 1,
o nsrw Uy
3
Presupzmmd cd seria Z w, are proprietatea lim —— S g (a se vedea nota?),

n—roe “f!
o

se construieste seria cu termenul gemeral w, = E A Unyi ) termentii vy, ..., Vyip

i=0
conform precizdriv facute in nola ®), nefiind linear dependenti iar Ny, Ay,...,hp
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P
fiind parametri veali, cave mtz'sfac condifia ¥, A, = 1, va avea loc st velatia la
i=0
w,
limitd lim — = 1. Dacd seria Ev,, satisface conditii de tipul (16) (pentru

H—>co #

= 1y 2 p), atuncs pammemlw Aoy Ay, ooy Ay Ui se pot impune conditiile
(18), care ii determind in mod wnic, dacd toate numerele ¢’ (j =1, 2,...,p)
care figureazd in condifiile de tipul (16) sint nenule. In cmzdamle mat Sus

enumerate 1 se aplicd seriei E Wy 0 singurd datd transformarea lui Kummer
1

St anume

Eu,,_zwﬁ_‘_g »— W),

GO

xQ
unde E w, se calcwlmza ci formula E w, =Y\ Y Unyy, ta¥ vapiditatea de
i=0 =1

cmwergenm a seriei E (2, — wy) cre;te odatid cu cresterea numdrului p 4 1
o

al parametrilor ,, )\1,..., Ap, utilizai la construivea seviei Y, w,. Mentiondm

1
cd p = 0 coincide cu cazul simplu (3) al aplicirii transformirii lui Kummer,

Observatia 1. Restrictia lim —"*1 — | ge poate fnlocui cu lim —*H1—;

oo n Hn=rx u)l
. A . » . v . . u
(0<?<1); atunci in baza relatiei lim — =1 vom avea si lim —*t! —,
fi—>o0 " #-ra ﬂ);

in acest caz, conditia E A =1, care s-a obtinut din trecere la limiti pentru
=0

.

7
. w { A 3 3 .
# — 00 in relapla?” Yo ;J”, se inlocuieste prin E A =1, deoarece
" i=0 " i=0
7 ; oo u
=% s g B : 1. In relatiile din sistemul (18) vor figura
1=0 u+: n-}-a_ ¢

de asemenea puteri calculablle ale lui /.

2.

Aplicarea in practici a ideii fundamentale dezvoltate in § 1 este
deosebit de simpl in cazul in care termenul general al seriei de fnsumat,
(1), este o fracfie rationald de #, deci u, = % » P(n) si Q(n) fiind poli-
n
noame definite pe valorile intregi si pozitive ale lui #, incepind cu valoarea
pentru care numitorul Q(») nu se mai anuleazi. Considerind astfel seria
convergentd

P(n)
Q(n)

i w, =P +1) | Plng+2)

Q(ng + 1) Q(n,,+2)+ ver F

+ ..., (19)

e
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aceasta va avea, incepind de la un indice suficient de mare, toti termenii
definifi si de acelasi semn, deci prin scoaterea convenabild in factor comun
a semnului termenilor seriei, seria in cauzd poate fi consideratd cu tofi.
termenii pozitivi pentru # = 7y Pentru seria (19) are loc, evident, relafia

la limit3 lim ::"H = 1. Seriei (19) i se atageazd seria
n—roe n

n

an
- a
§ A% E aln + 1)(n + 2) ees (n + & — 1)’ (20)

1 T+ 1

unde %k este egal cu diferenta intre gradul polinomului Q(n) si cel al poli-

Ch oy v,
nomului P(n), iar a se alege astfel, ca si aiba loc relatia la limitd lim —~ =1,

n—rco n

Suma seriei (20) se calculeazd cu ajutorul formulei bine cunoscute

) : i (21)
~an 4+ 1) ... (n+h—1) E—1 (R—1)!
Se construieste seria aproximantd, cu termenul general
P
@, = Y, ANiVn+t (22)
=1
si se pune condifia
»
Wy, ___ vn+| l =
E w;'——— lm E ?\. g 3
Se aplici transformarea lui Kummer
oo 20 @0
Y un=Y, wa+ Y (thn— 2n)
fig+1 Ao+ 1 not 1
51 se determind parametm A, Mg, .., A, astfel, ca diferenfa u, — w, si

tindi citre zero cit mai repede pos1b11 Notmd gradul pohnomulm P(n)
cu « si cel al polinomului Q(n) cu B, relatia dintre ele se exprimd prin
B — o=~k > 2 (deoarece serita (19) este convergenta) Aducem la acelasi
numitor fractnle care formeazd diferenta u, — w,, adicd

P(n) 5 A: .
me_aghn+ﬂm+i+u.um+i+kﬂﬂ

Considerind drept numitor comun, produsul
Qn) - (m+ 1) +2) ee. (n+p+E—1),

acesta va fi de gradul B + p + & — 1. In expresia numiritorului, coefi-
P

cientul lui #°*?~" este nul, deoarece ¥, 2; = 1. Astfel parametrilor Ay, %, ..., Ap

i=1
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li se pot impune incd p — 1 condifii (acestea vor fi toate ecuatii liniare
in %y, Ag, ..., Ap), pentru a suprima termenii de gradele B -+ P — 2,
B+p —3, ..., B siastfel la numiritor vom avea un polinom de gradul
p — 1. Diferenta dintre gradul numitorului si gradul numiritorului frac-
fiei astfel obfinutd va fi B+p+k—1)— (B —1) =45+ £ In con-
i . X : P(n)
secinfd : dacd se pune problema ca seria cu termenul general w, — 2
n
avind ordinul infinitezimal %, pentru #— co si fie inlocuiti in procesul
insumdrii cu o serie al cdrui termen general si aibi ordinul infinitezimal
egal cu k + p, atunci in loc de p iterdri ale transformirii lui Kummer este
suficient sd se determine cei p parametri, care figureazi in (22) — prin
rezolvarea unui sistem linear de p ecuafii cu p necunoscute — si si se
aplice o singurd datd transformarea lui Kummer, Se constatd usor ci
parametrii astfel determinati formeazd solufia problemei de cea mai buni
aproximafie a lui u, prin w,, in sensul notei 4.

Observatia 2. In [8] p. 66—69, se expune metoda elaborati de G. S.
Salehov si A. N. Hovanski, privind imbunititirea convergentel
unei serii cu termenul general @, tinzind descrescitor citre zero, daci a,
poate fi obtinut dintr-o funcfie monotoni si continui a(x), in baza egali-
tafii a, = a(n). Referitor la funcfia a(x), se presupune convergenta inte-

«© n+l
gralei Sa(x)dx si in plus cunoasterea integralei \ a(x)dx ca o functie efec-

-4 n
tiv datd de . Metoda lui Salehov-Hovanski presupune de asemenea si un
numdr finit de parametri, care figureazd linear in transformarea dati de
autorii citati si care se determini recurgindu-se la formulele de cuadraturd
numericd ale analizei. Aplicatiile pe care autorii le prezinti in cartea citata
se referd la serii avind drept termeni generali, fractii rationale de n. Astfel
imbunititirea convergentei este legatd de precizia metodei de cuadraturi.
Procedeul expus in lucrarea noastrd permite o mirire sistematici a rapi-
ditdtii de convergentd, prin mdrirea numirului de parametri utilizati,
iar in cazul seriilor ce se inglobeazi in conditiile din § 2 al prezentei lucriri,
se poate atinge rapiditatea de convergenti dinainte fixati.

Exemplu 1. Fie de calculat Zi Sd se aplice o transformare astfel
1 n? ;

. B N ; e

ca seria rezultatd si aiba termenul general de ordinul lui —.
s

Se vor utiliza 3 parametri, cu ajutorul cirora se formeazi seria apro-

ximantd cu termenul general

A, Ay Xi

Wy, —m —— —_— = = J

nn+1)  (m4+Dn+2) " (n4 2)n +3)

%} Problema pusd are $i un aspect de problemi de cea mai buni aproximatie, ciutindu-se
parametrri Ay, Ay, ..o, lp, astfel, ca diferenta #, — w, sd tindi cel mai repede posibil catre

zero, cind n -3 co0.

3—-30
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Aducind fractiile la acelasi numitor, se obtine

Oy A Au? 4 (B 4 3N, A An + BN
& aln + 1)(n + 2)(n + 3)

b

: 1 .
Punind A, + A, + 23 = 1 si calculind diferenta S w,, se obtine
2

1 = (5% + 3% + X — G)n® — (63, —11) + 6

— W, =
n2 n;(n + 1)(n 4+ 2)(n + 3)

Se pun conditiile
P T V- B S 1}
By g - s —

62, == x|
; 11 7 1
de unde se obtfine A, = Fit g = — ?; Ny = ot Ca urmare,
21 11 1 7% 1 1 1
;;h?; n(n + 1) B 6;{72 + 1)(n + 2)+321 (n + 2)(n + 3) ks
= =3 =3

oo 1 {
i 62 nin + 1)(n + 2)(n + 3)

1

adicid
1 1

49 e
HE T w8 ; w(n + 1)(n + 2)(n + 3)

3.

Notiunile : ,,rapiditatea convergentei* si ,,imbundtdfirea convergenfei*
cunoscute din teoria setiilor, se pot extinde si asupra integralelor improprii.
In acest paragraf se va trata cazul integralei convergente, cu limita supe-
rioard ‘infinitd (la care se reduce §i cazul integralei unei funcfii nemdr-
ginite in vecinitatea uneia din limitele finite ale integralei).

Fie

Sof(_x)dx < + oo (0<f(x) <K) (23)
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DerInNITIA 1.9 Restul R(x) al integralei (23) se defineste prin egalitatea
Rx) =\ fn)ax  (v> a)- (24)
Restul astfel definit are proprietitile ©)

lim R(x) = 0

Z 00
R'(z)
TR

(25)

. Derinrtia 2. Rapiditatea de convergentd a integralei (23) este ordinul
infinitezimal al vestului R(x), cind x— oo 7).

DEerintrIA 3. Integrala

oo

fe@az < + oo (0 < g(x) <) (26)

converge la fel de repede (sau de incet) ca §i integrala (23), dacd au loc
inegalitdtile

o
Sg(u}du
unde A i B sint numere pozitive.

DerINiyia 4. Integrala (28) converge 'mai repede decit wntegrala (26)

dacd

f(u)du

> Y]

lim
x—+o0

(28)
g(u)du

ne 8

Functiile f(x) si g(x) fiind pozitive, se demonstreazs cu usurintd doui
teoreme analoage cu cele cunoscute pentru serii, [5], si anume :

5) A se vedea nota 9.

:) A se Ive.zd.ea lu_crarea [3] si nota 9 din prezenta lucrare,

) O definifie mai cuprinzitoare se poate enunfa in analogie cu definitia 4 dati in lu-
crarea [3]. '
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TrorEeMA 1. Dacd pentru functiile pozitive f(x) 51 g(x) au loc inegalildtile

. <;:_:; <B (x>a), (¢ . numere pozitive)s (29)
tar integralele (23) si (26) sint convergente, atunci au loc $i inegalitdtile
S/(u}du.
BLE LB ) )
Sg(u)d‘u

adicd integralele in cauzd converg la fel de repede.

Demonstrajie. Din (29) rezultd «-g(x) < f(¥) < B-g(x), de unde

o« trin < § i < p § e

x x

si prin urmare inegalitdtile (30) sint valabile.
TrorEMA 2. Dacd pentru funcliile pozitive f(x) si g(x) are loc velatia
ja limitd

tim 22 — 0, (31)

=% g(s)

iar integralele (23) si (26) sint convergente, atunci are loc si velafia la limila

lim - —={) (32)

glu)du

He g

adicd integrala- (23) comverge mai repede decit inlegrala (26).

Demonstratie. Relatia (31) se mai scrie
O LS N
g(%)

¢ fiind un numir arbitrar de mic, de unde f(¥) < e-g(x), iar prin integrare:

‘ff(u)du < sgg(u)du,

x
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adici

fw)du 5
2 (aex)

&lue)du

Ny B | Wl 9

ceea ce este o altd formid de exprimare pentru relatia (32)

e CTRf:NSFORI\LAZREA.LUI KUMMER APLICATA LA INTEGRALE. Fie integra-
e convergente (23) si (26). Presupunem ci cele doui functii Sf(x) sig(x)sint
asimptotic egale, adici ’ o

fim E¥
-l (33)

Din egalitatea evidenti

{9z =\ g(z)ax #1109 — g(a1as

a, n

rezultd, pentru 5 { = - :
litateahp — @, in baza convergentei integralelor (23) si (26), ega-

Sf(x)dx =§g(x)dx +§[f(x) — g(x)]dx.

DaCB. Valoarea llIltEgl'al Llll(}aSte F\i S€ no V
el 2(; se C
‘ ( ) 7 3 eaza cu S, se a Putea

rh!..’:g

e)dx = s +T1(8) ~ g)1ax = s +§[ 1-E8/max. (34)

In baza lui (33) are loc relatia

[1 ®. g(x)] 1)

: 1(%)
lim————"=  —0
I j(z) ’

lar conform unui rationament intru totul analog celui din nota 1) pag. 112
g. 112

a lucrdrii de fata i : ' i
rii de fa,wa, putem enunta ci S [f(x) — g(x)]dx converge mai repede
decit integrala Sf(’tf)[ib

a
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Transformarea lui Kummer se poate aplica integralei (23), pornind
si de la o expresie asimptotici ), @(x), a restului acestei integrale. 2(x)
se bucurid de proprietitile

lim ®(x) =0 } ‘
(%(i:) = —14 o(x); 11_{1“10 w(x) =0 (9]
De aici ®R'(x) = — f(¥) + o(x)f(x), iar prin integrare
S @ (u)du = _S fu)du +S o (1) () dus. (36)

Efectuindu-se integrarea in membrul sting al egalitdtii (36) si inlocuind
in (36) prima integrald din membrul drept cu notatia echivalentdi R(x),

iar in locul lui w(#) scriind 1 + (?( (T), in baza relatiei (35), se obtine
u

m.

R(x) = ®(x) + {1 o %f:;)]f(u)dﬂ. (37)
Daci in (37) se pune x = a, va rezulta
Ria) ={ 1tax = R@) +{[1+B 2] f(1dx. (38)

Utilizind o formuld asimptotici pentru rest, provenitd din extinderea
aplicabilititii criteriului lui Kummer la integrale improprii®), si anume

@(2)f(x) — Hm g(x)/(%) g
R(x) = ;: ) (39)

unde despre f(x) se mai presupune i derivabilitatea pentru x > a iar
o(x) este o functie pozitivd si derivabild pentru x > a, astfel fncit sa fie
satisficutd relafia la limita

19w “;)

(R(x)

8) (2 (%) este o expresie asimptotici a lui R(#), dacd are loc relatia lim —— =
zrm R(X)
9 J. Kramli a aritat (1962), pornind de la definirea restului R(x) si a celui asimp-

totic @(x), ci criteriul lui Kummer pus sub o formi convenabild, se poate extinde gi la inte-
grale improprii. Acelasi autor a demonstrat si valabilitatea formulei (39) amintitd in textul

lucrarii de fata.
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atunci egalitatea (38) ia forma

Y | ela)/(a) — lim g(x)/(x) Sonizo
S’(")d“’; v +S{1 o m/sz)‘” }f(x)dx (41)

ceea ce constituie o transformare pentru integrala (23), corespunzitoare
transformdrii lui Kummer pentru serii, in forma preconizati in [6].

; Exemplul 2. Vom aplica formula (38) integralei euleriene de speta
a doua

I'(s) =st—le—r dx (s > 0). (42)

Integrala in cauzid se descompune intr-o sumd de doud integrale improprii:

1 0
[(s)= T'y(s)+ Ty(s), unde T'(s) =Sx‘—1e—‘dx far Ty(s) :st—le—zdx

1

Se aplici integralei I',(s) schimbarea de variabili x — — si se obtine
g

d
l(s S 2 i
1Y e¥
sau
o dx |
i = (43
Totodatd putem scrie
o e
Ly(s) = SW - (44)

o

i‘nl cele ce urmeazd, putem presupune ci 0 < s 1, intrucit caleulul
funcfiei I'(s), pentru orice valoare a parametrului, mai mare ca unitatea,
se reduce la calculul lui I'(s) pentru 0 < s < 1.

Functiei n (41) i se atageazd seria u, = -, pentru care
pltspr nlts gn
— 1In sensul lucririi [2] — se stabilegte restul asimptotic @, = - inte-
, _ " ‘ g SRt
gralei (43) i se atageazd restul as1mptot1c
x
R4(x) = 2ot (45)

care verifici condifiile (35).
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o 1 . 5 b . 1 e 5
Functiei din (44), i se atageazd seria u, = , cdreia i co-
xl—s g¥ nl—s gt
1

e e de la care se ajunge la
(e —1)ni—s et

respunde restul asimptotic @) =

restul asimptotic

Ry(x) = (46)

pentru integrala (44).
Aplicind formula (38) integralei (43), se obfine

¢ 1 i t dx
l(s) i 1+se;_5'e+5522+sc%’ (47)
jar in cazul integralei (44), transformarea (38) ne conduce la
oo @ 10)
ax
Ty =§ & =!—a - s)ng oo (48)
1

10y Fgalitatea (48) se poate obtine, de altfel, si printr-o integrare prin parfi, aplicatd
o0

dx

gl—sS g%

expresiei S . Aceasti coincidenti are urmitoarea explicatie :

Dacd in formula (41) avem lim @(#)f(¥) =0 si w =1, ea va avea forma
F—oo

{ t0)ar = o@1ta) + S{l et f(/ () ol }f(x)dx. (419

Aceastd din urmi relatie se obtine si din formula integrarii prin pdrti de tipul Stieltjes, si
anume
b b
SB(x)a’.A(x) _ B(H)A®) — B(a)A(a) — SA(%)!JB(x),
a

a

unde facem ca b si tindi citre infinit. Intr-adevir, punind B(x) = f(x) si 4(x) = — ¢(#),
rezulta

b b
(1o ds = — 01 50) + gla) /@ + { ot @Iax

a a

respectiv

b
0= — o@®)f() + pa)/(a) + S[qv(x}f’(x) + fra)e’(x)]dx.
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Transformarile (47) si (48) au dus la imbunitifirea convergentei inte-
gralelor (43) si (44). Integrala

§ % _0<s<l)

’2- s p¥

poate fi consideratd ca o integrali care converge suficient de repede, numi-
torul funcfiei de sub semnul integrald crescind »repede citre - oo cind

¥ — oo. Functia fiind continud si descrescitoare cind x —» o, eva-

25 p¥ P
3 . il i . 1
luarea restului integralei se face cu totul satisficitor prin seria 3,
2—5 gt
] K ! n=ng N é
chiar pentru un #, relativ mic, de exemplu pentru #, = 10; evaluarea
restului — asupra ciruia nu insistim aici — se face cu ajutorul crite-

riului integral al lui Cauchy.
Functia I'y(s) poate fi dezvoltats intr-o serie de factoriali, care converge

mai repede decit seria lui e¢. Intr-adevir, relatia (47) se poate pune sub
forma

e 1
Ty(s) = st sTi(s+1),
ceea ce prin aplicare succesivd ne va da

D) =t L 2
1(s) e;+es(s+1)+ +cs(s+1)...cs+p_1)+

(49)

1
+S(S+1J...(s+_?j_1)[‘l(s "‘P) 9

# fiind un numdr natural. Daci p— o, se obfine lim I'y(x + p) =0,
00

P
deoarece

1 dx 1
<S,1+s+p_s+p—*0 (P—roo)
1

Pifs + 2) =

Tl
T ex

L e

Astfel T'(s) admite dezvoltarea in serie

, A 1 1 1 .
Fy(s) = es[l+l+s+(1 +s)(2+s}+(1+s)(2+r)(3+s)+ J >0}

b

Adunind la fiecare membru al acestei din urma egalititi integrala Sf(x)dx, rezulti

5 a

b
§itmar = — o) + ot@it@ + {40 + totaeyas.

a
Dacd b— w, se obfine relatia

b
(@) ()]’
Sf(x)d’x = ola)f(a) + S{l = am— i T R
a i f(XJ
care coincide cu relafia (417). A se vedea o legaturd analoagd pusi in evidenti in lucrarea [4].
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Comparind termenul general al seriei din paranteza dreaptd a egali-
tatii (50) cu termenul general al seriei lui ¢, se obtine, conform unei relafii

1a limitd bine cunoscute,

1
U+s)R+5s) .. (nts) 1m( nlns __s]:
n—+oo {S(1 + 5)(2 + s) cen 2+ 5) WS

L 1
wt

n—+ oo 1’!-5

e 3 . ; g
si prin urmare seria (50) converge mai repede decit seria lui e M).

imbunititirea rapiditdfii convergentei integralei S f(x)dx  rezolvi

[
intr-un anumit sens problema cuadraturii nuInerice a 111tegrg1e1 c:9ns1derate.
fntr-adevir, ajungind la o rapiditate de convergentd practic satisfacitoare
=<}

penﬁﬁ integrala (23), restul R(¥) = S f(u)du va fi suficient de mic, chiar

pentru un x = %, 0u prea mare $i atunci integrala (_23) se poate aproxima
efectuind o cuadraturi numerici pe intervalul ftn}t [a, x(,].. Aces_t_:f.apt
justifici construirea unor procedee de imbunatatire ,,considerabildi a
rapiditdtii convergentei integralelor improprii. .

In cele ce urmeazd, se va ciuta si se adapteze ideea de 'ba_i,za din §1
al prezentei lucriri, la problema imbunitéfirii convergenfel integralelor
de tipul (23). e . i

Fie integralele (23) si (26) precum si relatia lim =~ = 1. Fie totodata

oo £(%)

12) =
lim 242 — 1, ()

1—+00 fix)

; G, gl L LRE ; : . - alitates
11) Se mentioneazi ci atit integrala, cit si seria care figureazd in eg

1
I'(s) = [y(s) + Ta(s) = ﬁ[l LT i’ 57+t1 +5)(2 + s)+ ]_'—

-]

S

1

converg mai repede decit cele prezentate prin egalitatea nr. 6.314 din tabelele [7] p. 331.

12) A se vedea si nota 2.
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cel putin pentru o anumit valoare pozitivi a lui 4. Astfel au loc si relatiile

him Lt V8 g (v numdr natural arbitrar) (32)
-.."-HB /(%)
si
lim g(x 4+ vh)
H—> D f(x)
Valabilitatea relatiilor (52) si (53) rezulti din condifia (51) si din relatiile
ce se obfin in urma trecerii la limitd pentru x— oo in egalitatile

=1 (v numir natural arbitrar). (53)

fle 4+ vb)  fHx + vh) Ax (v = )R flx + B
_ M%) 7 fx+ -0k I+ v 28 fa)
= gx ¥ VM _glx + VA flx + vi) Hz + By
f2)  JE vl fx+ v —0a] fA)

Utilizind proprietdtile puse in evidentd mai sus, formim functia apro-
ximantd

y(2) =§ Ave g(x + vh), (54)
V=0
unde Ay, Ay, ..., A, sint parametri cirora li se impune in primul rind con-
difia ca y(x) si fie asimptotic egald cu f(x). Astfel ,1,1_2, % = 1 are loc
daci
? i ot
lim Eu)‘“ g‘x},:;)" ‘=;§}D?\‘, = 1. (35)

b
Din (55) se exprimd Ay =1 — ¥, A, si ca urmare vom avea
v=1

i
Lt~ e =it sl o B SRSt

Rationamentul se poate continua intocmai ca si in cazul seriilor (a se
vedea § 1).

2L

Exemplul 3. Vom aplica procedeul de mai sus integralei S—COS *_dzx,

i(x +1)?2
in analogie cu cele constatate cu ocazia prezentirii exemplului 1.
Se scrie
@ 1 10 i ) 1
cos? Z cos? & S cos? =~
. = sl i -
S(x+1)2 i S(x+1)=dx+ CEE (56)
1 1 10
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prima integrald din membrul drept al egalitifii (56) se poate calcula cu o
metodd de cuadraturd numericd, iar integralei

°§ cogt 1 b2

b
PATER

i se aplicd procedeul de imbunititire a convergentei, considerind ca funcfie
aproximantd, functia

_a b G ;
"((Z) —xz+(x + 1)2 +‘x +2)2

Cu ajutorul formulei lui Maclaurin se arati usor ci

1

A2 24
Diferenta
g X A
s Bl s L ] ¢
TGiiF R GHIF G+

se scrie sub forma

(Il —a—b—c)x —2(3a +2b + ¢ — 2)x® —(13a + 4b + ¢ — 3)4% — 4(3a + 1)x

+
2%(x + 1)%(x 4 2)2
4 4
— [Ma + 4 + ¢(#)] ——“’f)———"’:f}
* 22 -+ 1)%(x + 2)2
Se impun conditiile
a+ b+c=1
864 266 =13
13a 4 4b + ¢+ 3 |,
de unde a = — iﬁ, = %, e :—1—, astfel ci
g oot 1Cae  4( 4 1m dx ¢ d
# g AL8e . t0 dz -1 i ZS x e
S Grpr = 68 & 38[x+1)2 ﬁstx T 2)° *(x + 10z + 2
10 10 10 10 10
10
T S t+ex = 2
N 4 P I
22z + 1)¥zx + 2)2 B(x + 1)%x 4 2)2 o x + 1P (% + 2)%
10 10

9 — Studii i cercetdri de matematicé, 2/1962
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Primele patru integrale din membrul al doilea al egalitifii (57) se
exprimd ugor in formi finitd cu ajutorul functiilor elementare, iar ultimele
trei se evalueazd ca mai jos:

o 10
T 9l%) dx 11 1 1

= <]
3 y

S e R e < s

0 <Sx=(x+ 12z & 27 SN e e
10 10

Pe de altd parte

o
. cos? — :
X PR (EEL NEETSE U S
Smdx-> il 1S(x+n* 127 8
1 L
R 18
deci eroarea relativd ce se comite neglijind integrala g 2 dx

fo 2%(x + 1)%(x + 2)2

3 o A 8 . . . J : -
este mai micd decit —— Erorile relative provenite din neglijarea

100.000
celorlalte doud integrale, sint esenfial mai mici decit cea evaluati mai
sus. Dacd metoda s-ar fi aplicat cu un numér mai mare de parametri, atunci
integrarea numericd s-ar fi putut efectua pe un interval mult mai mic,
iar eroarea relativd datoritd integralelor ce se neglijeazd ca in exemplul
de mai sus, ar fi fost extrem de mici.

CIIOCOb VYJIVUIIEHHY CXOOMMOCTHM PAOOB U
CXOOHUMOCTHM HECOBCTBEHHDBIX HMHTETPAJIOB

KPATKOE COHOEPXAHHE

C umenplo nosyueHus npeoOpasoBAHHOrO pAfa ¢ Gosblied OBICTPOTOM
CXOJHMOCTH YEM CXOAMMOCTh MEPBOHAYANBHOTO psAja — KAK H3BECTHO —
npuMensercs npeo6pasoBanue Kywmwmepa, uTepupoBannoe p pas. 2To
NpejoaraeT B Kax/aoM CJaydae, sHaHHe p CXOAANHXCH PSANOB, CO COOTBET-
CTBYIOIUMMH HCUHCJASAEMBIMH CYMMaMH.

Cnoco6 aptopa HacTosmieHd cTaTtbH CBOAHTCS K HCIOJB30OBAHHIO TOJBKO
OIHOTO COOTBETCTBYIOIIETO Psifid, C HM3BECTHOH CYMMOH H HCHOJB30BAHHIO P
TapamMeTpoB, KOTOPOE ONpenensieTcsl Tak, 4ToObl HTepalus Merona Kymmepa
3aMCHM/IACh OJHOKDATHEIM €ro npHMeHeHHeM, AOCTHTas IPH 3TOM Kesae-
MO CKOpPOCTH CXOJIMMOCTH,

ApTOp pacmpocTpaHsier CBOH CHOCOO M HA yBeJNHUeHHe CKOPOCTH CXO-
AMMOCTH HHTErpaJioB c¢ OecKoHeuHbIM npepesoM. Takum o06pasoM OTKpHI-
BaeTcsd HOBAsl BOBMOMKHOCTbH 3aMeHbl YHCJEHHOH KBAfpaTyphl OTHOCHTEJLHO
OECKOHeYHOro MpoMexyTka [a, + o), 4HCJEHHOH KBajpaTypoH Ha orpa-
HUYEHHOM TpoMexyTke [a, b] MaJioil JIMHBI 3HAYUMTENLHO YMeHBilas Mo-
I'DEIIHOCTh, KOTOpasl COBepLIaeTCs TpHHeGperas BLIYHC/AEHHEM HA IpOMe-
KyTKe [0, + o).
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UN PROCEDE D’AMELIORATION DE LA CONVERGENCE DES
SERIES ET DE LA CONVERGENCE DES INTEGRALES IMPROPRES

RESUME

Pour obtenir une transformée, qui ait une rapidité de convergence
beaucoup plus grande que celle de la série originelle, on peut appliquer
la transformation de Kummer, itérée p fois. Cette opération suppose la
connaissance de p séries convergentes, dont les sommes sont calculables
(séries approximantes).

Au lieu d’itérer p fois la transformation bien connue qui améliore
la convergence, I'auteur du présent travail 1’applique une seule fois, en
utilisant une seule série approximante, & somme connue, et p paramétres
qu'on les détermine a I'aide d'un systéme de p équations linéaires. On
arrive ainsi a la rapidité de convergence souhaitée.

I’auteur étend son procédé aussi 4 1’amélioration de la convergence
des intégrales ayant I'infini pour I'une de ses limites. Ainsi apparait une
nouvelle possibilité de remplacer une quadrature numérique sur un inter-
valle infini, [a@, + o), par une quadrature numérique sur un intervalle
fini, [a, 0], de petite longueur, en réduisant — tout-d-coup — considé-
rablement l'erreur que 'on commet en négligeant le calcul de l'intégrale
sur l'intervalle [b, + ).
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