METODE DE TIP CIAPLIGHIN PENTRU ECUATII
HIPERBOLICE

DE

E. SCHECHTER
(Cluj)

Scopul prezentei lucriri este de a extinde o metodd generald datd de
W. M1ak [6] pentru ecuatii de tip parabolic, la cazul ecuatiilor cu deri-
vate pariale de ordinul al doilea de tip hiperbolic. Ca si cazuri particulare
se dau procedee care furnizeazi aproximafii bilaterale in condifii mai
putin restrictive, valabile si in ipoteze diferite de cele date in [1], [2],
avind acelasi ordin de convergenta.

1. Pentru a trata concomitent problema lui Darboux si a lui Cauchy
referitoare la ecuatia

u’.zy = ]‘(:‘5, y; M’: ”xn 'H‘y)x (1)

vom folosi modul de tratare al acestor probleme din [4]. Pentru a nu in-
circa expunerea, vom presupune ci ecuatiile care vor interveni au o so-
lutie si numai una. Teoreme de unicitate si existenfd se pot vedea de
exemplu in [4].

Tie curba C, de ecuatie y =7y(x), ¥(x) fiind o funcfie continud des-
crescitoare pe intervalul [0, a,]. S4 notim cu ¥ = X(y) inversa ei, ¥ variind
pe intervalul [0,8,]. S4 considerim acum doud numere a$ib astfel a=a,;
b=b, si si prelungim cele doud functii de mai sus punind y(x) = 0 pe
(@, 4], respectiv %(y) = O pe [b,, b]. Ca si im [8], s& notaim cu R urmétorul
domeniu :

R=((r,Y0=r=a J)=y=b ={(x90<y=b 200) < x=<a),

si cu 7(%g, o) intersectia lui R cu dreptunghiul O =2 = %,; O =y = ,.
La fel cu C si notdm multimea punctelor din R situate pe C, sau pe axele
de coordonate, iar cu C,, intersectia lui 7(x, ¥) cu C. Vom zice cd o funcfie
g(#, y) aparfine clasei C*(R), dacd are derivatele g, &, &x continue pe R.
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Enuntdm in continuare sub forma de leme urmitoarele rezultate fun-
damentale din [8]. -

Lrma 1. Fie f(x,9, 2,0, 9) o funcie continud si nedescrescitoare
z, p, q pe domeniul

R x{—oo<z p, g<+ o0}
Fie de asemenea u, v, w trei functii de clasé C*(R), asifel ca :
tyy = [(%, 3, 1, ths, u,) (1)

'U.uyg f(xl 3’1 U, 'Un v‘y) ; wt? Zf(xr y! w' w»h wy) (2)

v<u<w pentru  {(x, y(
Ur < %y < W, Ppentru {(x,y(x)) 0=x=a}, (3)
vy < Uy < Wy pentru {(Z(y),y) 0 =V =b).
In aceste conditii, pe tot domeniul R
VLU W U < Uy < Wy Uy <y < W

' Observafia 1. In condifii de exisientd si unicitate, peste tot in aceste
inegalititi pe lingd semnul < se poate admite si semnul egal. Faptul ci
ultimele trei variabile au un domeniu de variafie infinit nu este esential
in rafionamente.

 LEMA 2. Sd presupunem cd functia f continud pe domeniul din lema 1,
satisface §i o condifie Lipschitz de forma :

[ (2,9, 20, b1 q0) — f(%, 9, 2, Po o) | =
4
SEE 5= 2] + k(5 9) 41— Py | + Bl 9) [0y — 5], )
tar v € C*(R) este o functie astfel ca:

| %y — 1(%, 9,0, v, 0y) | < 3(x, %)

si p(x, v) € C*(R) satisface inegalititile :

©

lw—v]<p pe {(x¥(x)]0=<x<=<ay,
[, — 0] <, Pe {(x 7)) 0=x=a} (5)
lu, — v, | <p, 26 {(Z(),9) 0=y =5}

pry=kp 4+ kp, + kopy + 3.
In aceste ipoteze :

lw—v|<<p, |#:—1u|<ps | 5y —w, | < py (6)
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Observajia 2. Dacd in (5) se admite si semnul egal, atunci el trebuie
pus si in (6).
ConsecINTA 1. Dacd in cazul problemer lui Darboux se pot gisi

niste constante k, ky, ks, 8, =, astfel ca si avem satisfacutd conditia lui Lipschitz
din lemd st

2 — H(%, 9. 0v,0,0) | < 5" M pe R,

| %(0, 0) — v(0, 0)| < ¢ "
[ %y — v, | < ekyehrr pentru  y = 0, 3
[y — vy | == ..;klg"ﬂ’ pentru  x = 0.

atunci are loc inegalitalea

[ —v]| ge*ﬂ*”zﬂ'[ E(mxy) (e -+ E) — E], m =k - kiky
m

m

precum si inegapititile covespunzdloare pe tot domeniul R. i
Prin E(f) s-a notat functia modificatd a lui Bessel de ordinul zero:

E(t) = 12V
ConsEcINTA 2. Sd considerdm problema lui Cauchy pentru dreapia
x +y =0 (faptul cd aceasta curbd nu traverseazd cadranul intii nu are
importantd) si sd presupunem cd existd niste constante k, Ry, ky, 3, ¢, &
astfel ca sd fie satisfacutd conditia lut Lipschitz precum su
I U.vy Sk j(xa y: U, v;n vy} Eg 8 "Pe R, (8)
lu—v|=e |4y —v|=c si |u,—v)|s¢e pe x+y="0. (g

In acest caz pe tot domeniul R :

|16 — 0 | << Ayehle+) 1 4 ehsletn — % (10)

Aict '
20 =k + Ryt Wkl + ko) + 4k 20, = ky + Ry + V(R +R)F + 4R
(k1+k2)2 + 4k Al': € — la (E +§) V(kl + kz)2 + 4k A2= AI(E +%)_ &y

De asemenea au loc delimitgrile corespunzitoare pentru derivale.
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In fine, si mai introducem o funcfie care o definim cu ajutorul condi-
fiilor initiale. Dacd z este o functie de clasi C*(R), vom nota printr-un
indice superior 0, functia :

2%, y) = z(x, y(x)) — gzy(x, )t = z(x(y), y) + S z(s,9)ds. (11

Czy Czy
Atunci, dupid cum se arati in [8], in locul inegalitatiilor (3) se pot con-
sidera :
V0 <y < g0, W < u? < w9, vg<ug<wg,
pe tot domeniul R,

. Din acest motiv in cele ce urmeazi vom folosi in locul conditiilor
Inifiale functia (11), adici vom scrie condifia initiald sub forma :

w(x9) =E(x9),  (ny)eR. (12)
2. Trecem in acest punct la construjrea unei scheme generale de apro-

ximare uniformi si bilaterals a solufiei ecuatiei (1) cu conditia (12).
Pentru a simplifica scrierea vom nota :

z, =2 z,=.@; , — 0 si uneori z = 30,
La fel vom pune
]:(x, Yy, 2, z(l)’ 2(2)) (el f{zl

iar pentru un vector oarecare E(Eos E1, E3)

(%, 9,80, &, Ep) = f(x, v, &Y.

Urmitoarele dous ipoteze sint necesare pentru teorema 1 :
(H). Functisle v 5¢ w sint de clasq C*(R) si satisfac inegalitétilor :

v flo] : w< ). (13)

v* < (%, 9) < w° pe R. (14)

(Cy). Conditia (H) este verificatd iar fiecirei functii z ¢ C*(R) astfel ca :
A= f[2], (15)

V%, y) < 2%x, ¥) < w(x, y), (16)

i corespunde o functie de opt variabile w(x,y,E,1; 2) continud in E(&p, ErsEa)

st (Mo, My, M), nedescrescitoare in variabilele £ si posedind wrmdtoarele
proprietits :

() w(x, 9, & E;2) =0 pentru orice E.
B) /(2,9 8) —f(x. y, )= w(x, 9, 4; 2)
ponitu 29(x, y) <, < E, < wl(x, y), iar (x,9) € R, i — 0,1, 2.

&
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(v) Existd o constanté K asifel ca lo(%, ¥, & 0,;2) | == K pentru
vz, ) < 20w, ) < vy < B wW(w, 9) 50 (x,9) € R.

(8) [zll—{—lr Z'i] % 0

, ‘ g . Ar feit e
dacd z,) converge uniform pe R. Aici wlr,s; z] = o(x, v, &, 1; 2), pentru
=) s m; — s,
Putem acum demonstra :
TrorREMA 1. Sd presupunem satisfacutd conditia (Cy) st ca:

Pl V)% ) si 9,(%Y) < ¢, (x 9) pe R (17)
(2, y) < ei(® y) < 9% 9) < @z, y). (18)
In aceste ipoteze existi un sir Uy(x, v) de functii de clasdé C*(R) avind

urmdtoarvele proprietdts ; o
1°. w,(%, v) este o solufie a ecuatiei :

29 = ooz, 1, 10 %a 3] fteq] (19)

cu conditia iwitiald : wuy(x,y) = @u(¥, ¥), (20)
2° v, y) < w," (%, ) < ul (x,9) < w9(x,y) pe R, (21)
WA= fl,] (22)

iar sirurile ul(x, Y) fiind uniform spre solutia respectiv derivatele solutier
problemei (1), (12).

Demonstrafie. Funcfia wv(x, y) satisface conditiile (15), (16) si prin
urmare ii corespunde o functie w(x, ¥, £, 1; »). Vom considera problema:

2® = a[z,v; 0] + f[o] (23)
Ax, y) =Ei(x,9). (24)
Din conditia («), conform (13) primim :
012 = wlv, v(x, y); v] + f[v]. (25)
Deoarece v << w, din (13) si () primim
019 = afl, v; 0] + flo]. (26)

Sd notdm cu u(x, ¥) solutia problemei (23), (24). Atunci conform
lemei 1 :

o) <) < wh),
In acest caz din (B) si (23) rezulti ci _
) < [l ]. (27)
Ca acestea afirmatiile (19)—(22) sint demonstrate pentru n — 1.

11 — Sludii si cercetiri de matematicd, 2/1962
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In continuare si le presupunem adevirate pentru n = % si si le de-
monstrdm pentru # = & + 1. Din (C,), (21) si (22), rezultd existenta unei
funcfii w(x, y, &, 1; u;), deoarece conditia (H) rimine valabili daci in-
locuim pe v cu u, w fiind neschimbat. Notind cu u,,,(%, ¥) solutia prob-
lemei (19), (20) pentru n = & 4 1, rezulti conform aceleiasi leme 1 :

(x, y) < uP(x, ¥) < u)) (%, y) < w¥(x, y), pe R, (28)

iar din (B) se deduce :
""f'}el-;f)l = /[#444]-

Mai rimine de demonstrat uniform convergenta sirurilor. Pentru
aceasta vom trece la ecuatiile integrale corespunzitoare problemei noastre :

“, (% Y) = @..(x ) + SS {flua(s, )] + @[, 1, Un; ual} ds dt
rix. vl

¥ =
(0 y) = ol (x ) + § tlux 0] + o (29)
yix)

(2)

?,LJ';J (%, %) = @i (x, y) + S {flua(s, ¥)] + o} ds

x{y)

Din aceste ecuatii rezultd cd sirurile sint egal mirginite, daci tinem
seama de inegalitatile si de faptul cid functia de sub integrala din membrul
doi este mdrginitd pe R. Pe de altd parte sirurile sint si egal continue, ceea
ce se poate vedea formind expresiile :

|tk (2 + By 1) —wapy (3, 9) |

cu ajutorul identitdtilor (29) si tinind seama de uniforin continuitatea
lui @ §i a lui flw,] pe R. Se pot deci extrage siruri uniform convergente.
el o () 7 " i g A A
Deoarece insd sirurile wy (%, y) sint monotone, rezulti ci ele insele sint
uniform convergente §i tind spre solutia problemei, dupi cum se vede

din (8).

Observatia 3. In teoremd, in locul functiilor wy(x, y) s-ar fi putut lua
tocmai conditiile initiale.

In vederea construirii unor giruri de functii care si aproximeze so-
jufia de sus, sd trecem la ipoteza :

(Co). Sd presupunem conditia (H) satisfacutd si cd fiecdrer functii
z € C*[R)] astfel cd

A =fla] 5 O(x,y) =%, y) = wi(x,y),
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i1 corespunde o functie Q(x, vy, &, n; z) nedescrescdtoare in variabilele = i
() Q(x, %, & E; 3) = 0 pentru orice &,
(B) flx. y. 9) — f(x, v E) =< Qx, ¥, En; 2),
pentru V(Y S <E=wV(ry s (xny)ER
(v') existd o constantd K, astfel ca
|, 2, & e) | =S K
dacd v(x, y) < 2V (%, y) < < Ei=wi(x,y) si (x,9) €R,
(8) Qlzy, Zur1; 22]—>0, dacd sirurile 2 converg wniform pe R.

Duala teoremei 1 se poate enunta astfel :
TEOREMA 2. Sd presupunem satisfacutd conditia (Cy) si cd

Yulx,9) T3 €0, y) 50 a(0,9) > (%,9); dalv,y) < wl(,9).
I'n aceste conditii existd un sir v,(x, v) de functii de clasd@ C*[R] astfel
ca v, sd fie o solufie a ecuapiei
21 = Qfv, _4(%,9), 2 Va—s] + f[Va-1],
cu conditra
(%, %) = da(x,9).
In plus

Wby

W (x, ) < vz, y) < vpli(xy) < w'(x, p),

v, 2 flvl,

iar sirurile v\ (x, v) converg umiform pe R citre solufia, vespectiv cdtre
derivatele solutier problemer (1), (12).

Observatia 4. Dacd in teorema 1 in conditiile (17), (18) se admite si
semnul egal, atunci el trebuie admis §i in relafiile (21). Acelagi lucru se re-
ferd si la teorema 2. '

S4 enuntdm in fine ipoteza :

(C). Fie satisfacutd conditia (H). Sd presupunem cd fiecdrei perechi
de funciii z, Z de clasdi C*[R] si astfel ca:

A8 =12, 209 = f(Z]

5i 10(x, y) = 20(x, y) = Z°x, y) = w(x,y) i covespund doud  funciii
o(x, v, 8 02, 2) st Qx, 9,8 ;% Z), prima nedescrescitoare in E 1av
a doua in v, avind wrmdtoarvele proprietdti :

(@) (%, v, E; 2 Z) =Q(x,9,8 8,2 2) =0 pentru orice & ;
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(B) Q(x, v &, 1; 2, 2) = f(x = sl a -
: ! _f( 927 = /1%, §) " m(z, ¥ & n; 2,2) putem lua in teorema 1
Nz, v, &) — f(=, Y. m), dacd 2V < T Lok e 7 - 5
‘ (Y") © st Q sint egal mdirginite pe domeniul de la conditia (y); w :‘_;Eo mi(&: — i)
i‘ ' : (8") o (20 Zn_y; Zu—1,Zyy] 51 QIZ, 1, Z,; 2, ., Zy-1] tind uniform la Condifia care necesiti o verificare este (B). Avem intr-adevir din formula
Wit 0 dacd sirurile _zf:) si ZW converg wniform ; mediei (E; > )
: ‘ n baza primelor dou# teoreme si a observatiei 1 se poate demonstra : ) i B g W e
| 5 TrEOREMA 3. Sd  presupunem satisficutd conditia (C). De asemenea A Eo = Mo
sa presupunem : §
‘ 0 - o /_(f"; b Eg;ﬁl_- M) — [l ¥, Eon Ny M)
: 0%, 5) < on(%,9) Z 9ura(,9) = 0(%, Y = g (%,9) = (%, %) =< w0, 5) Hi e
A | . i . . :
! } $t ca CP;,) ) ‘-lﬂ'f») tind umform cdatre 0. b Az B — Ji%, 9 Eg By )
| An acest caz existd doud sivuri de functii u, si v, de clasé C*[R Me=""" "¢ -n :
5 satisfac wrmdtoarele relatii - JURSHE S 3¢ 2y 48 dlash OF K], carg S i
it A ai | fith | << M i in teorema 1 punem
H i W' < flu., P12 = fiud Dacd avem numai |/ | << M, atuncl in teorema 1 j
I i t¥) 9 s ‘ 3 —— e
It () S w5 ) < wif(x9) < (3, 9) < ol (5, 9) = i, ), = MR W,
‘ Ij #i' = wf =1, Uty Unon] + flu, )] ar in teorema 2 i
i (12 a3 Pl 0
i:] v“ = Q{UH_J' Un; H"’*I. Uﬂ.fl} “J- ﬁ?fn—l] 52 ST M ;gn (‘E'l 7?:),
x ' X . v
il (%, y) = Pul®, ¥), u(%, ¥) = (%, ¥) ¢) Sd presupunem ci f este nedescrescitor in p $1 g 51 ca f: este ne-
| wlil — g o descrescitor in z._Sd punem in teorema 3
A m —k ¥, Il g0/
(i . > = wi\x, ¥, q, 3 2, Z = x5 ’ ' =
‘1 , u fisnd solufia problemei noastre. (%, 3, & ;2 2) = f.(x, ¥, )(E; — n0)
| Vom transpune acum cit it ; (5 8 BerB) — f15 5 B
e bolic. . eva exemple date in [6], pentru cazul hiper- Qx, v, & n; 2, 2) = {2225 f)z,.. LB
i a) Si presupunem ci functiile a,(x,y), a.(s 5
r‘ tneit si avem t 1( y) Clz(“v’, _:‘-’)J ag(xJ _'y) sint astfel < f(xl y, 2, E]' 2,2) =1 f(x, ¥, E)
HIERR | “
il = 3 Ze " A g A 5 e t\, w
‘ AZ{, ai(x, Y)E; — n) =< f(x, v, E) = f{z, % 7) Condifia (") este intr-adevir verificatd cdci
| ?: ,! f(x v, Eqr N> M) — flz. ¥, 7]:'<f(x- Y, E) — f{x 3,7]
| | pentru &; >, In acest caz in teorema 1 putem lua fx, v, M) = €0 — Mo = Ey — Mo
1] &bl - ! si
L‘ i = 7
w =Y alx, y)(& — n); 0 ¥
l‘ a;o ( : Mo < g
- in particular este i 1 = s s A e
i nulle). este interesant cazul cind dou# dintre functiile a;(x, y) sint Pe de alti parte, din cauza convexitiiii:
14 b) Daci 5 i -
| ” ) Dacd notim cu D domeniul ‘ Q = f(x, v, Mg Ep Ea) — F(%: , E) = f{,y, 9) — {(% . B)-
| l' i‘ R x (% y) S8 0i(z, ) - Daci f; este necrescitor in z
fLil 5t | 3 30 Z, np ma) — 1%, 3, )
‘ | my = inf f0 (2], (30) o=LenZ W —AR2 T (g, — Z) + f(%, 9, Z, m 1) — /(% 9, W),
il Q = /(% ¥, B(no — Eo.
' ‘ i
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-—___I_m__\_\'____—-‘__*___——*

Laa fel se pot construi procedee cind fpsau f; au proprietatile lui f,.

Sd mai observim cd, spre deosebire de [1], [2], aici poate fi considerat
si cazul cind f nu depinde de una sau dous dintre ultimele trei variabile,
monotonia nefiind stricts.

3. Exemplele anterioare, relativ simple, nu dau in general viteza de
convergentd a metodelor obisnuite de tip Ciaplighin. Ca atare la acest
punct vom prezenta procedee care si aib o astfel de vitezi de convergentd,
in conditii mult mai largi decit cele din (L1, [2] si de aceeasi formi anali-
ticd. Acestea vor Imbritisa si cazurile care nu au fost considerate in no-
tele susmentionate. Metoda de stabilire g ordinului de convergentd urmeazi
pe cea alui Luzin [5] pentru ecuatii ordinare. Vom presupune in cele
ce urmeazd ci f are derivatele parfiale de ordinul al doilea in raport cu
ultimele trei variabile, marginite,

Vom distinge urmitoarele cazuri -

ay fzz: fpp,f,mgo. iar fsp:f‘?q,qu;“-
Vom lua atunci _

f(r‘i’,y, Z, M M) — /=, Y, M)

W = Z = (Eo — m9) +
1% v, mg, 2, M) — [(x, ¥, 7)
-1 Z0 — o, (& — ) +
1# ¥, 1o My, 7”’) — /x5y, )
2(2, = (£2 = TJZ)’

Din ipoteze rezulti ci functiile
Fola) = f(x,9, Z, «, ng) — [, 9, n¢, &, m) ;

F2(°") = f(x: Y, Z, g]- 0'-) e f(x- Y No» Ep “)

. (1
Fyla) = f(x, 5, 90, 2", a) — f(x, y, 10, ny, a)
sint nedescrescitoare in %, ceea ce se vede imediat cu ajutorul derivatelor.
Prin urmare in virtutea acestei observatii si a tipului de convexitate re-
zultd ci :

/(“’; Y Z, all Ez) — f(#, ¥: Mo E,\ls 5.)
W<

=

Z — 7, (an“"lo)“‘f*

/(% y, 10,20, £) — f(x, v, 0y, 0y, Ey)
+ o Y Ny 2 x o Ty (€1"'7]1)+
Z“’*m

1% 3, Mo, 1y, 22)) — f(x, 3, w)

it Z® _ (B2 — M) <

=/% 9, 8 — 1% v, n0, &1, Ea) + Hx, 3, Mo &0 &g) — f(%, ¥, mg, my, &,) +
+ =%y, mo, ny, &) — flx, y, ) = f(x, 9, &) — f(x, v, m)
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11 RENT
Pe de altd parte se ia
Q = fu(%,9. &, Zu)»ztz)) (o —&o) + 1ol %2, Ers 2®) (g — &) +
+ fo(%, 9,2, #Y, E) (12 — &a)-
Avem :

Q= {(x, 9, Ep 01 ) (e — &o) + £,(%. ¥, Eo &1 ma)(m — &) +
+h (% v, E)(ne — &) = f(x.y, m) — (% 9, B0 s M) +

+ /%, 3, &g, np mg) — F(% ¥ Eor B Wa) + 1% 9, Eo, Epamg) —

— 1%, ¥, &) = {(x, v, ») — f(z, ¥, ).

e Heats,
Din cele de mai sus se vede deci cd ipoteza (C) este ve:1f1;:tisfécum
Prin consideratii similare se vede cd aceasta ipotezd este

si pentru cazurile :
Ay s fops faa Jsps Foas [pa = 0-

Aici
, (2))
o zh) 2 2] - j(x.y. 4, . Z _
o /2] fl;- ¥ N, ) (Bs — -,‘0)_!_1’ I — (& n) +
— "o
162) -~ f(x, 3, 2, 2*) 3y
: = (B2 — ),

z® o,
iar

Q = £(%. 7. B)me — Eo) + £, (£, %, Bm — &) + £ (% 7, D — &

by) f“’ ’;'-P‘ qu’ f’ﬁ' f?'I' ipq =0.

bt : ) o ot
Acest caz se obfine din cazul a, schimbind pe » cu Q, iar pe £; cu =i §

invers
ba) fo0 fpe foy 20, 18T hyy fgo fy =0

i i imbi cu £
Formulele corespunzdtoare se primesc din a;, schimbind o s
20 cu ZW E; cu v, §i invers. »
i(i 1 sint nent
oate celelalte cazuri (in tota : C tre e
care ’I;u intervenit in formulele de mai sus, rafionind la fel P

. = 0.
¢) [ = 0, iar AR P =

ini ii
) se pot trata combinind termen
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Conditiile din teorema 3 se verifici pentry :

BESRIE s e TN, g o T M T 26

2 _ " (& — ) +
HZ] — fx, y. Z, Z0) 3, '
&y, 2, B &) — (2, 3, &
IZ = -——g——;—4————_—j—w____4:_fiﬁil
ML, 50 (nﬂ 7 Eﬂ) +

+ f‘,‘(x, Y, E)(y; — &) + f;, (%, 9, E)(n, — Ea)s

r S& demonstrim ci in aceste cazuri ordinul de conver

i) (7 1

u,, v)) este de =
— 221‘!

Ne vom limita la cazul a), pentru celelalte cazuri

face la fel. Considers : 1t
: siderdm toate ecuatiile cu : i

aceleas
urmare : f s1 condi

gentd al sirurilor

demonstratia se

tii initiale, prin
(%, 9) = d(x,9) = o(x, ).

Conform teoremei 3, u, satisface ecuatia :

) a
w2 _ Mxy v,y s e ) Ty _y]
2 =

Ve — Uy

(“vs- o u’u—l) +

1
+ ,"(-rn Yo uy—p, U;(qﬁ)l: uSFil
(1) (1)
Yplg— i

}_f[un--l.](ui]) — W ) 4

(1) 2

+ /(X' o, Up—1, U'El—)l} Ty /[un_'ll(
(2) (2)
By Ypy—1

2 (2 P 3
u(nJ - unll) + fl’. 1‘"’};—1J:

far @

1.12}__ 1 i
e S Un—1) M,(,il, “r(.zil)(vn_vn.—-l)‘f—

Tl (% Y, s, 0 w® ) ) )+

n~—1
x 11 (2) 2
+ /4'( » y! uu-—l' M}l-—l' 'Un_ll(ﬂf‘)— ULZ_,II) + f{vﬁ—l]‘
Dacd punem §, — v, — ,, putem scrie

urzl= f: (xl yl unf-l-!- 618n-1" HSGI'J-IJ u!liz—Jl}(N” = M’"‘_l) +

1 2 1
+ fo(x, 9, LU ”ilt‘f‘ 623;(;11 ) ur(lil)(ﬁt'(n’ o “'(1”—1) +

1 -
+ folx, v %, bl w4 0,8 ) (ul? — u? ) + flu, ]
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Prin urmare,
3(12) - n — W + f[vn—J] = f{unﬁl] :Q — W —;—,

+ f’(x’ Y un-—l + 648::—1: u!(11~:l-!+ 958;(117)1; 7451211+ Gﬁalwl)snkl +

n—

0 )8R A oL )8, (31)

_ Dezvoltind derivatele [, f,, f, care figureazi in (31) in jural lui
u? gisim :
12
8,7 = flwa 8, + [l ] 8+ fol ) 82 + R,
Tinind seama de faptul c4 o)’ , — 2\, 4 — 4, si 8% sint mai mici

decit 3&1 si notind cu 2, o margine superioari pentru cele trei derivate
de ordinul intfi pe domeniul (30) :

80 < M + 8 + 3 + K (5,_y + 50, 1 522, (32)

K >0 fiind o constanti care rezulti din delimitarea derivatelor de ordi-
nul al doilea din R pe domeniul (30), iar

Sulx,y) = 0. (33)

Nu vom insista aici asupra delimitirii care se poate face cu ajutorul
consecinfelor 1 §i 2 de la punctul intli. Amintim numai ci problema lui
Cauchy se poate reduce la cazul de la consecinta 2 printr-o transformare
simpld [7]. Aceste delimitiri, desi de mare utilitate practicd, nu ne dau
insi precizia urmiriti si de aceea vom urma o cale directi [5].

Tn lema 2 funcfia p(x, y) se ia ca si solutie a ecuatiei :

3 = Aew + 0% 4+ 0%) + K(puoy + i + o2,
eal®, ¥} =0. (43)

Sé observim ci In aceeasi lemi :

w=0, 8§=K(p, -+ PE}L = pf,ﬂi])2 gi deci Pff) :578’?)7'

Tinind seama de conditiile inifiale nule, vom scrie solutia lui (34) cu aju-
torul - funcfiei lui Riemann [3]. :
~ In cazul problemei lui Darboux,

xy

on(x, ) = K SS [eu=y (5, 8) + poli(s, &) + o$2i(s, 012 x(s,2; x,) dsdt,

L]
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4

iar In cazul problemei lui Cauchy
el

p(x, y) =K SS {p, ,+ oM, + PN (s, t; %, y)dsdl.

rlz, ¥l

Efectuind derivirile si punind in loc de x(s, ¢; %, 9)

- e > : C 0 margi i
in ambele cazuri ‘dupid majoriri evidente : g 5, cbjinen)

Ty

Az, B e ity ok i 2
) M[SS Ay (s st 4§ o (s, y)as +{a@, (v oa| @y

on o

n—1

Aici A,(%,9) = p, ) ‘
n\-Vs N ,lelx:y) +Pnﬁl(x,y 1 A2 ‘
In vederea gisirii vitezei de convgrglesti, (géyf{oté‘m.

! e 1

Gla - M "”

2a + )

Deoarece metoda uniform convergentd, de la un anumit rang £ :
. A .L.Ly(x' y) < Cl e(x + y”'z"_1 o * oy 1
ol e S (32)

k' fiind un intrég nenegativ fix.

Sd4 presupunem delimit 2 o
demonstrim pentra k = n +a1r'f:El (32) adeviratd pentru

Inlocuind in (31) si tinind seama de faptﬁl cd x $i y sint pozitivi, ca

k==n §i $-0

(Z A4 y)n+1

S(s+y)‘ds< .
o P41

i la fel pentru y, giisim :

,:sl-Ji
Ak'+n+l<MC2 a2l l(z+y+2 N
ppftl gy ot

Dar, 22 . WE <= = 5 gub -
PR ; 5 — 1 >1, si deci:

Anpips < Cle(x + 91 san g < Cle(n 4 9) "1 —1

Ill Sfirﬁit daca inem S + =
. : 1

baza lemei 2 2

O o e o 2L
w41l ) < o cetd.
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METOJbl THITA UATIJIBIFTMHA [JI5 TUIMEPBOJIMYECKHX
YPABHEHHH

KPATKOE COJIEPKAHHE

B rpyme, obwpii MeTOX JaHHBIH B. Maaxom And ypaBHeHHst napa-
GoJMUeCKOro THIA, pacmpocTpaHsgercs K yPaBHEHHIO (1) w sTHM narwTCsH
MOHOTOHHBIE MPUOJHIKEeNs JIAd PelleHus 3aladn Komm u [Hdapby (reo-
pemet 1, 2, 3). BrisiBasiercsi HECKOJIBKO HAaCTHBIX cayuaes, CPelH KGTOPBIX
orMeuaem’ CAyUAH TMyHKTa 3, HCUEPIBIBAIOLIHE BCE THMbI BHITYKJIOCTH OTHO-
CHTEJILHO TIOCJEJHHX TPEX MEpPeMeHHbIX (YHKIHM [. CaenosaTenpno - OHH
cofepiKaT H ciydad, HCcaeayeMbli B [1], [2]; HO 3mech yCNOBHA SABJISIOTCA
Gosee oGmuMMH. [IpHMeHsii METOJ, CXOJHBIL B O6IIUX UepTax ¢ MeTOLOM
Jlyanna jpast OOBIKHOBEHHbIX ypapHenuil [5], MOKA3BIBACTCH UTO BCe METO/DI

1

TiyHKTa 3 MMEIOT MOPALOK CXOAUMOCTH —o-

METHODES DU TYPE TCHAPLYGUINE POUR DES FOQUATIONS
HYPERBOLIQUES

RESUME

On étend une méthode générale donnée par W. Mlalk pour des
équations de type parabolique, & P’équation (1), méthode qui fournit des
approximations monotones pour la solution du probléme de Cauchy et
Darboux (théorémes 1, 2, 3). On met en évidence plusieurs cas, parti-
culiers parmi lesques nous remarquons ceux du point 3 qui épuisent
tous les types de convexité par rapport aux trois derniéres variables de la

fonction f. En conséquence, ils contiennent aussi le cas étudié dans [1], [2],

mais les conditions sont beaucoup plus larges. En utilisant une méthode qui

suit pour l'essentiel la méthode de T,ouzine relative aux équations ordi-
naires [5], on démontre que toutes les méthodes du point 3 ont l'ordre
1

de convergence — .
22
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