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INTEGRAREA UNEI ECUATII DIFERENTIALE

DE
D. V. IONESCU

fn aceasti lucrare ne vom ocupa cu integrarea ecuafiei diferenfiale

U W |
mpi=2 ¥ T =0 (1)

y(n) y(n+1)_ ol y(Zu)

Aceastd problemi a fost pusd de prof. T. Popovicit cu ocazia unui referat
tinut la Institutul de calcul din Cluj relativ la o lucrare alui H. Léwner
despre functiile monotone de matrici [1].

Vom integra de asemenea ecuatia diferentiald

Ap[y]=4e™ (2)
unde A si « sint constante.
Reamintim cd
A fy]=1 (3)
este ecuatia ldnfigorului si cd ecuafia
Ay lyl=1 (4)

a fost studiatd de G. Darboux [2]. Indicafii pentru integrarea ecuajiei
diferentiale (2) au fost date de G. Darboux [3]. Noi nu vom urmdiri
metoda dati de G. Darboux, c¢i vom da o metodd directd de integrare a
ecuatiilor (1) si (2), pe care o vom aplica apoi la cazurile particulare (3) si (4.)

1. Fie y o integrald a ecuatiei diferentiale A,(y) continud si cu derivate
succesive continue pini la ordinul 2z inclusiv intr-un interval («, p), care
poate fi (—oo, + o). Ea poate anula identic coeficientul lui (2" din ecuatia
A,[y]=0, adicid pe A,_;[y], sau nu. Ne vom octupa mai departe de primul
caz i vom considera acum cazul cind A,_;[y]nu este identic nul in inter-
valul («,8). Atunci pentru un punct x, din acest interval, avem A, [¥(%,) ]0
si A, [y] fiind o functie continug de # in intervalul (a,B), se poate determina
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un interval (a, b) inclus in intervalul («, B) si care confine punctul x,, pentru
care A, [y]=£0. Ne vom plasa prin urmare in intervalul (a, b) si Voor’n deter-
mina integralele ¥ ale ecuafiei diferenfiale A,[y]=0, care sint astfel incit
Apy[y]£0. O datd ce aceste integrale vor fi determinate, vom arita ci
mterve;lele (o, B) 51 (a, b) se pot extinde la intervalul {_Oo: —+ o).
S5d determindm pentru o astfel de integrald y, functiile A (%), A(x)
.+, Ay (%) prin ecuafiile liniare By

MEY  AMEY F o Fha (@D fy0 =
M@y MY A Ay (2)y@ +yl+h =0 (5)
)\O(x)y(ll—l)+ )\I(x)y(n) d s Api—i (x)y(éu-—é) 4.,3,;2u—1) = ().

Aceasta este posibil deoarece determinantul sistemului

: 1 ui este A, [y]=£0.
Functiile 2,(), 7\1(95),---:3\:!—-1(3?) sint si derivabile. Din cauza ecL1a§ei
diferentiale (1), putem adduga la ecuafiile precedente si ecuatia

7\0(9;) y(er —|»7\1(x)y(“+')+. - _{_7\”___1(;]5)3/(2;1—1) _I_y(:zn}:(}_ (,r,f)

i . : S S
Derivind pe nndu ’flecare ectatie () si finind seama de ecuatia urmi-
toare, ultima fiind (5'), se deduc ecuatiile

Ny ANGEY N ()= =0
MN#Y AN EY N ()Y =0
Ao (2)y (=D 42 (x)y( - +a_ (2)y@=2 =0

liniare $i omogene in (%), A (%) (=) © ferini '

S ol¥) M%), .., & (%) cu determinantul A =+ 0.

Rezultd ca g Fielie
)\D(:\:):O, )\I (.9‘1):0,. Bie 5 )\;l_l(ﬂf)zo

adica

M(x)=4 A(x)=4 - A (x)=4 -

n’ n—1’' - .'z—l( l

4y, 4,,. .., A, fiind constante atagate funcfiei y(x); facind in sistemul de
Pa I}  — A | = A .
ecuafii (5) x¥=x,, observdm cd 4, 4,,..., 4,, sint date de ecuatiile

Aﬂ Yo ‘IFAH_IAy('J S +Al ybrt-——l) +3’6’1):U
AH Yo +A“_l ys +"‘+AI)’BHJ +y6n+l):()

A” ygﬂ—l)—|—fl”__-l y[g-'ﬂ_l_ oAt Al y62n—2)+y[(]2u—l):”
unde
Y0 (%) =y (k=0,1,2,..., 20—1) (7)

sint conditiile lui Cauchy.

Rezultd ca orice integrald a ecuatier diferentiale (1) penira

I e 1nle, 1 ecuaj ) : v care Ay 0,
este wntegrala ecuatier diferentiale = et s

YO A =Dt . L A,y=—0 (8)

\ -
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cu coeficienti constants Ay, A, . . ., A, determinagi prin sistemul de ecuapii liniare
(6) de condititle lut Cauchy.

Invers, ovice integrald a ecuatiei cu coeficienti constanti (3), pentru care
An_i[y]=£0, este integrald a ecuatici diferentiale (1), ceea ce se dovedeste
vmediat,

9. Fcuafia caracteristici a ecuatiei diferentiale (8) se obfine eliminind
pe A,, Ay,. .., 4,, intre ecuatiile (6) si ecuatia

Al +A,=0. 9)

Aceasta este posibil deoarece s-a presupus A,—;[y(%o)]s). Ecuafia
caracteristicd este deci

1 ¥ ;/2 L
Voo Wy - Vg ren D
o=y, vo Yo ..pt0 =0 (9')

ygl-—'l) ygl) yHH-l) T _y{()zu—l) 5
S4 presupunem cd conditiile inifiale (7) sint astfel alese ca ecuafia

 presuf m ca. ptle 1ni Ll !
caracteristicd (9') sd aibd toate rdddcinile vy, 7,,. . ., vn distincte. in acest caz
Y=C @ * - C gt . pC er* (10)

este integrald a ecuatiei diferentiale (8) si va fi integrald a ecuatiei diferen-
fiale (1), daci ardtim ci Ap_i[y]0, ceca ce se intinipld cind

C,C,...C,=0. (11)
Intr-adevir
Cl ehx Cz plax e CR ernx il 1,} el | 1;1]:—-1
4 Iix raX ¥ plnX n—1
A ly]= Girpe® "~ G, @%bk o5 1#,...7
',l_‘] . . . . . . . . . N . . . . .
C. yn—=lgrx (C_ypn—lgrx C yn—l grnx g gl
171 2°2 SN S n n
adicd
A, ly]l=CC,. .. Bl G T R (12)

unde V(ry, #a. . .,7;) este determinantul lui Vandermonde al numerelor
distincte 7y, #5,. . ., #p. Cind conditia (11) este indepliniti, formula (10) este
o integrali a ecuatiei diferenfiale (1). Aceastd integrald este definitd in
intervalul (—oo, +o0) si condifia An_i[y]=£0 este valabild in intervalul
(-0, + ). '

Integrala care corespunde la condifiile lui Cauchy (7) se obfine deter-
minind pe 4,, 4,,..., 4, din ecuafiile (6) $i apoi punind

C'lgrl.\'n= C]' C] gxo—=C. ..., C"grnxtl: (&

. G (13)
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ramine si determinim pe C|, C pe+ C din sistemul de ecuatii
C; - JrC’2 2o o = s
Civy +Cir, SEOERE A1k 8 =¥,

- . . . - . . - . . - - (14)
C' yn—t G yn—1 ! i— :
1117+ 67y +"'+Cn"ﬁl:y8n—”
Observdm cd nu se poate ca toate numerele ¢ C' sd fie nule. Ar
urma ci Y, =9y = ==l = ( gi i e ‘
Yo=Yg=:.. =¥V =0 si deci ca A [¥(%)]=0, ceea ce este

contrar ipotezei. Si demo i a

; nstrdm cd nu se poate nici a
. r - ) - e i
Cl,. o e ma poate nict ca macar unul dintre

Intr-adevir, si pr 4
- tr-: , Sa presuptinem ci am avea C —() i
fiind distincte, intre ecuatiile l i Tt Fanrendl

C;’)_, +C:3 +...+C;z :y[]
C272 +C:-;?3 ‘f‘-I—C’?’ ._—_yé

nn

n

Cotg + Cyri=ink ... C it — yfo)
se poate elimina C2 s C;;' Se obtine o relatie de forma
KD+ 2 9P+ 59O+ 4By 9y =0 (15)
unde
h=—(rt+r+...+ 1), be=rys+. ..+ Vuity,.. =t = (=1) 05, . .7
In ecuatiile (6) sd inlocuim ;
A, =p,— =
1' bi—r, Ay=p,—pi1y, Az=ps—pry, . . A pmy=ppi — Pt A= —pu 7
Prima ecuafie (6) se scrie T
(1) — Y yln=1) — —~
yU +(?51 11)3’0 +(¢2 ?l yl)y((]n 2)+' il ‘!‘(15”._[ _pn-—2?[] y(,)_?bn—l rl yﬂzo

m ecu a 1 Coef(le” ui 7

YO+P I 902 4+ p, v =0, (15°)

Mai departe, tinind seama de aceasta, a doua ecuatie (6) se reduce la

| LI LI+ 44, 95=0 (15")
§1 agsa mai departe, pind se obfine penultima ecuatie

y32n—-2)_I__piy'an—S)_f_pzyPn—«l}_’__ ¥y _}_Pﬂ_l;}in.—l) = 0. (15"

Dar in acest caz determinantul
Yo Yg.o--¥00
An-—-f [y(x())]: yo j’U £ y((}")

y((,“‘” yé.'z) o y[l')2f1—-2)
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este nul deoarece intre elementele liniilor existd o aceeasi combinatie lineara
exprimatd prin formulele (15), (15), (16"), (156""). Aceasta insd contrazice
ipoteza cd
An—[ [y (.7(?)] ?E 0.

Deci sub singura conditie ci ecuafia caracteristicd (9') sd aibd raddcinile
distincte, formula (10) in care C, Cy. . .Cy=0 este integrald a ecuatiei diferen-
tiale (1).

Observare. Determinarea constantelor Cy,Cy,. . .,Cn 71,75, - -, 7n din for-
mula (10), astfel ca y(x) si verifice conditiile lui Cauchy (7), se face punind

C,enw=C;, Cyeo=C,,...,C e=C,
si rezolvind sistemul de ecuatii
£ LG b e |

Cirl +C’2?2 +"'+C:zyn :yn
(16)

' pln—l " g2n—2 7 =] — y(2r—1)
C‘I ?l + C2 yz + ok + Cn ?n yﬂ.
in raport cu C;, C'z,. - CL S22 P 5 T
Eliminarea lui Cj, C,,..., C) intre aceste ecuatii duce la ecuatiile (6),

unde
Ay=—3Zry, Apg=32rs.. .., Ap=(—1)"7s. . .Tn.

Ecuafia care determind pe 7y, #5,...,7n este ecuafia (99).
Exemplu. Fiind datd funcfia
Y (%)= Sﬁ p(s)e*™ ds
o

unde p(s) este o functie pozitivd in intervalul (a, B), putindu-se anula in
o si B, se poate determina o integrald a ecuaties diferentrale (1) care sd satisfacd

la conditiile lui Cauchy.
V(%) =Y (%), ¥'(%)=Y"(%g), - - ., YD () =VE=D(x)

intr-adevir, sistemul de ecuatii (16) corespunzitor acestui caz este

1 ‘. : p S$Xo
¢, +C  +...+C, :Sap(s)g ds
Ciwy HECyry, hoklor, = Sisgﬁ(s)e”“d&

C'l ;,12:1—-1_!_ C'Q 1,%.'1—1 e (O S: s?n-—l p(s)esx., st

nn

Acest sistem este clasic ; el se intilneste in teoria formulelor de cuadra-
turd. Se demonstreazd [5] cd numerele 7y, 7,,. .
si cuprinse intre « gi B, iar numerele C'l, C'z,. iy Oy, SAICE Gy, Cgpr
toate pozitive.

.,7a sint toate reale, distincte
.,Cp sint




280 D. V. IONESCU 6

3. Integralele ecuatiei diferentiale (1) depind de conditiile inifiale (7).
Ele pot fi astfel ca ectiafia caracteristics (9) a ecuatiei diferenfiala (8) si
aibd toate radicinile distincte, si acest caz a fost studiat la punctul prece-
dent. Se poate insi ca condifiile initiale (9) si fie astfel incit ecuafia caracte-
tisticd (9') si aibd ridicini multiple.

Sd presupunem cd conditiile initiale (7) sint astfel incit ecuatia caracte-
visticd (9') are radicina " multipld de ordinul P te, multipld de  ordinul
Pos- . vk multipld de ordinul D unde

brtbet. . pe=n.

In acest caz ccuatia diferentiald (8) are integrala

y:( G M4+n“+awﬂ%m

G—D1" ez
CZ {’Pn‘—z C21 ,pa.._z C ) FaXx
il e B2yl ” O]l an

C‘!‘ Ct’s‘l -
— Pl — Pl Cy, e ) rix
i ((Ibkl) ! (pk_g) | +-Cp pp—l] €

St avem

k s P U, 5 ) .
Aﬂ—] [j’]: (_*I) C"'[11 Cé"' G Ck V (i HGORS & e o Fher e -;”,’l‘) Bfﬂl 1t pr X
—_——

Pori Ps ori P ori
unde deteriminaniul V (Poneenadis Poe o e¥yemma o TR) are prima  coloand
‘—_“,_;\_._\‘_, -
Py ori P2 ori Dy ori
formata din 1, Yoo M8 a doua din deriyatele acestor elemente in yaport

cu vy impdrtite cu 11, a treia oy derivalele de ordinul al doilea impdriite cu
2\,..., ak-a din derivatele de ordiny] k-1 a elementelor coloanei intiia Limgpdrtite
cu (k—1).. Urmdtoarele k, coloane se formeazd in a elasi mod, inlocuing pe
Ty O Yy .., St asa mai departe.

Rezulld cdi dacd C, Co. . .Cit0, v este integrald a ecuatiei diferentiale (1).
1 aceastd integrald este definitd in intervalul (—oo, +e), iar condifia
Apg[v]5£0 este valabili de asemenea in intervalul (—oo, +o0).

Formula (18) se poate demonstra direct, insd calculele sint complicate,
Se stie insi ci integralele unei ecuatii diferentiale cu coeficienfi constanti
care corespund la o rddicing multipld se pot obtine din integralele care
corespund la radicini distincte, printr-o trecere la limiti. Vom folosi aceastd
trecere la limitd pentru a demonstra formula (8).

Sd presupunem ci tratim cazul cind rid&cina #y este dubli, celelalte
rdddcini fiind distincte.

Punind ry=r,4-h, pentru h=£0, ecuatia diferentiald (8) are integrala
er+hx __ prix

h

+Cpe £ Coenie. . o C, et (19)

y=C;
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pe care o putem scrie sub forma -
y=C, o 4 C, et o Coerts, , .+ C, €v* (
unde oy a i . <
ti=% Bk
Cind h—0, functia y are limita 3

yi=(C1x4Cy)e* + Coer* +. . . +Cern®

i 3 freazd ugor cd derivata
iy, este integrala ecuafiei diferentiale (8). S(f de1ncj)1_1_s:Lr{e:_-az(,€,eu}l;gf1zl ;ﬁi Enuale
?ley%m ordin oarecare p al functiei y, tinde cdtre derivata de acelag
functiei 3, cind 20, de unde rezultd ci =
lim Ap—i [y]= Bn—t [y1]-
=0

fnsd aplicind formula (12) avem R
0 /2 v R, . 7 ) R AT T
An-—-] D}12616263 e Cr:T (7}1’ 1+ 3 n)

inlocuind pe Cj, C; cu formulele (21), vom avea
C [V(?‘l,i'l—{—k,?’a,. ; .,?’n)r PRtk )X
i

A”"—l i= CI[Cz-]"_Cl] (’3‘ h
Cind facem pe /A—0, obfinem

1 2 S V2w, vy ¥ ¥ e@rtT s )X
Lim A,y [9]=—C3Cy. . .CoV2(ry, 71,73, - - ¥n)

h—0
deoarece
il 1 1
¥, b e '
2 I I 2
7 7 "
lim i ! { i )3 ; ; =il T ¥as =5t
0 vy (r R o
, —1 4n—1 n—1
A e A

Tinind seama de formula (23), deducem astfel ca

! : , 1yt )X 24
At Wi 1=—C0C - - ColVR (1 75 Vo « » Tp)EFAETEE (24)

5 ST e SelS eales
S4 presupunem acum cf tratdm cazul cind riddicina 7, este tripld, cele

ii listincte. . _ ) i et
lalteiflu?r(}téglialg (22) a ecuatiei diferenfiale (8), sd punem ry=v;-+h $i si

scriemn aceastd integrald sub forma

X ¢ )X rix "
= s bl e -+ 2 il o -+ CH enx C4 el 4+ Cu er,x
Vi h? g h
2




282 D. V. TONESCL 8

sau
y=(C, x+CéJ ¥ C}elnthx | o o el

unde
/ C G, -G
C—fﬁ—l-, C’:— i __ ¥ C ’_Cl C2 -
‘ B T R e Gty (28)
Cind 7—0, y tinde citre integrala
— @ x® .z )
Yy = 1;—{— 2?1_'_ C, | enx o AL S 3 O (26)
a ecuatiei diferentiale (8) si se demonstreazi ci
}Iif[} At [y]= Apa [¥,1]. (27)

PE de alta E)art(; ’;illlnd cal e ect b3 ,: L[» i
: E ) seama c Cua 1 24 .
S { $ ) 5 de fO 111111610 (Zt)),

An-—-] [y] = *612(61 +]tC2)C4 - C” [_’_V(Tlﬂ’p?’l —I'il,f’zb;ﬂ

g(3r1+h it tr )%

hE
Tinind seama c3
1 0 1 il i ol
Fl ¥, +h 7,
g n
lim— |2 (Cly ; 2
: 7% 2 e
e . [z ) e J =V (2,770 - - a)
J - - . . I
yn—l1 (1 1n—2 J —1  pn— JI=
l 1 Cn'—-l TI [?l +]E]" 72 B Ty 1‘

$1 trecind la limitd in formula precedentd, deducem ci

lim A,y [y]=—C3C Bt ‘ Sy
i n—1[¥ ] CIC5 = Cq ) (’1'71#"1?41- ) eBrtrat...4r )x

st conform formulei (27), vom avea
e 3 T
Api[ys]=— C3Cy. . .CoV2(ry,m, 7y 7y, - - o ¥y) EBTR R )X

Cu aceasta socotim ci am dat suficiente lAmuriri pentru a se putea
termina demonstrarea formulei (18).

4. In rezumat, s-a pus in evidents integ iei di i
; ! idenf grala (10) a ecuatiei diferentiale (1
in care C,C,. . .Cy =0, precum si integralele de forma (17),'11;11 care 7, 1'1; : .e (?;2
sint numere d1§t1ucte, k f1_1_nc1 1,sau 2,.. ., sau n—1, polinoamele calrjezijnn:il’ll_
;;e:(ippi efiX eny | | .,e"h-v"dfund de grade efective p,—1,p,—1,...,p4_q, unde
r Pyt pe—n, adich CiC....Cp=20. Pentrii toate aceste inf
iy 2 7 e aceste integrale
S& demonstrin acum ci orice integrald el
( tegrald a ecuaiier Ag[y]=0 pentru care
By1[y]£0, unde q<n, este integrald a ecuatier d’dfe?m;iale Affy]:ﬂ.
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Fie
7 .y ...y 4@
VL 1) (g+1)
M= pE T TR 0
Y@ y@+1 y(24—1) y(r,)

ecuatia diferenfiald §i y o integrald a ei pentru care Ay—1[y]#0. Se demons-
treazd ca la nr. 1, ci intre elementele coloanelor determinantului A,[y]
existd o aceeasi relatie lineard cu coeficienti constanti, adica

By +Bg1y +...4+Bpye) +y@ =0
By’ +Bpygy" Fo.ohBpy@  +y8H=0 (28)

qu(q)+Bq_]y(q+1)+_ ..+ Byy@a— 4y =0,
Dar coeficientii B, B,,...,By fiind constan{i, putem deriva succesiv
ultima ecuatie si vom obtine
qu(le? +Bq_1y(q+2) +...+ By -yt =0
(281
qu(n) +Bq_1y(Jr+l) +... +Bly(n+q—l) +y(n+9) =.
Deducem astfel cd
Ay[y]=0

deoarece intre elementele primelor g+1 coloane ale lui existd o aceeasi relafie
lineard, dupd cum aratd formulele (28) si (28°).

5. Concluzie. Fie y o integrali a ecuafiei A, [y]=0. Dacd ea nu veri-
ficd ecuatia A,_;[y]=0, are forma (10), unde C,C,. . .Cp=0, sau forma (17),
unde k=1, sat 2,. .., sat n—1, iar Py, Py, Py, . . . P sint numere intregi pozi-
tive sau nule astfel ca p,+pot... +pr=n, iar C,C,...Cr=£0.

Daci insd integrala y a ecuatiei A,[y]=0 verificd ecuafia A,—[y]=0

dar nu verificd ecuatia A,_,[y=0, ea are tot una din formele aritate la ali-

neatul precedent, insd # se schimbd in n—1.
In general, daci integrala y a ecuafiei A,[y]=0 verificd ecuatiile

Api1[y]=0, Ap[y]=0,...,0.—[y]=0
dar
Ar1-—-j—-] [y]¢0
atunci ea are una din formele aritate la alineatul 1, cu condifia sase schimbe
n in n—j.
Exemplu. Si considerim ecuatia diferenfiald
Ay [y]=0.

1°. Daci o integrald a ei y este astfel incit A,[y]=£0, attinci ea are una
din urmétoarele forme

Y= Cler‘x -+ ngrzx -+ Caer,x
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unde 7,,75,7, sint numere distincte i C;C,C,=£0, sau
y=(Cyx+Cy)en* |- Cyersx

unde 7,7; sint numere distincte §i C;C,=£0 sau

= xz X T
y=(G 3+ G +G)e

unde C;=£0.

it ?:(}31{;&1‘ ]Etegridg yta eg:u_ajtiei diferentiale A‘ﬂl[_y]%() Veljifi()é ecuatia
s [¥ , da 1[¥]=£0, atunci ea are una din urmitoarele forme

y=C, e L Cyer¥

unde 7, si 7, sint numere distincte si C,C,50, sau
y=(C1x+Cp) er¥

unde C;=0.

ao

: 3°. Dacd integrala y a ecuatiei A,[y]=0 verificid ecuatiile A =0
, By [y]=0, dar Ay[y]=y=0, atunci ea are forma J i

y — Clgrj-\’
unde C;70.

4°. Dacd, in fine, integrala y a ecuafiei diferentiale A;[y]=0 verifics
- ; ay a d 3[v]=0 verifici
ecuatiile A,[y]=0, A;[y]=0, A,[y]=0, ea este evident identic nuli. .

6. 5S4 trecem la integrarea ecuatiei diferentiale
A,[y]=Aex (29)
unde A si « sint constante si A=0.

Pentru aceasta, ne vom servi de identitatea

Auly] Ay ly]
Anly] Anly]

i
1
= AH—I D’] AnH [j’] (30)
care se demonstreazd in modul urmitor.

Sd scriem determinantul A, y[y] sub forma

‘ an ces Qe A1

]

| i § 3

. Ani ces g Agny

;I An4-1,1 « « + Anpl,n Ap+1,n+1

| si sd observdm cd avem

|

|| aD ; oD a0

|- Al=—22 A= 2B 0D ey 8D
; Odpt1,n+1 0,4 0 +1,n 0a, ,

o
co
&1
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Se stie c¢i avem identitatea [4]

oD oD
da da
1,1 n,n+1 :Dz D1
oD aD

Ay 1,0 0p 1,041

unde D, este determinantul obtinut din D prin suprimarea ultimelor doud
linii si coloane. Aceastd identitate conduce la identitatea (30).

I'ie y o integrali a ecuatiei diferenfiale (29). Tiste evident cd 1= A etx
fiind o integrald a ecuatiei diferentiale A,;[#]=0, vom avea aplicind iden-
titatea (30)

An—l D’} AM+1 [yj =0.

Dar nu se poate ca y si verifice ecuatia A,_[y]=0, fiilndcd am avea si
A, [y]=0, ceea ce este imposibil cici 4= 0. Deci orice integrald a ecuatiei
diferentiale (29) este integrald a ecuatiei diferentiale

Au+l [y} =0 (3]}

si prin urmare integralele ecuatiei diferentiale (29) trebuie cdutate printre

integralele ecuatiei diferentiale (31).
S4 consideram intii integrala ecuatiei diferentiale (31)

y=C e Coer*+ .. . +CpetX¥+Cpyrelnsr®

pentru care A,[y]=£0, adicd #,7,...,7n, ¥us1 sint numere distincte iar
C,Cy...CpCriF0. Conform formulei (12), avem

A [9]=C,Cy. . .Calra V{1115, . . ¥ Enp T sty F gy
Pentru ca ecuatia (29) si fie satisficutd, vom alege
rit+ret. .. +tpt 1=
CiCss GGt VPV st =4.
Prima ecuatie determind pe #,,;, adicd

Yppi=0—(r1+7at ... 170

si vom alege pe #1,%,.-+%n astfel ca 7y, 7y, .. .,7y, 7a41 54 fie numere distincte.
Atunci a doua ecuatie determind pe C,y; si vom avea
A
Cu+l = :

GCiCai v VB 100y Fgie— e Htnls - oobTall

Integrala ecuatiei (29) se prezintd sub forma
Ae[u——(r,+r1+...+r“)|x

CiCo...Ch VB[, 79 ¥ 00— (ry 7ot 0]

y:C18r1x+ Caer"’x—i_ e +C”@r“x +

7 — Studii si cercetiri de matematica
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S& considerdm insd i integralele ecuatiei diferentiale (31) de forma
(17), adica

Cl xpr-l oE C1.1

= | (P2 rx
¥ [(?1—1) | (Pr?) !:bp +... +C;,p1_1Je

+ . & s
Cr—t —I Ci—i, 1 i
Rl e i G T R R o SRR lipet®
[(Pk—l—])! (Pr—1—2) ! Ty
Cy —1 Cr—i1 2 33
T [—— %% 4L gpme 4 Cpp| e (88)
(x—1) ! (Px—2) ! ok
unde
Pttt A pe=n+1 (34)
iar 7y, 7y,...,7; sint distincte. Conform formulei (18), avem
Aylyl= (‘1)"‘61;’1 GE C}?.’_._]l(,‘;:* Vz{i"l, sl o s v, le) Pkl )x
pyori pyori

Pentru ca membrul al doilea si se reducd la Ae**, vom alege
TG R o R

k py p Dy 1720
(r—l) Cl CQZ. ) Cff'* v (’r‘l,. SRy A s .,?’;C)IA
Ausigtal il
p, ori p, ori
unde numerele gy, Py, ..., pe—1, Pi sint fixate astfel ca si avem relatia (34)
si ca P70,
Atunci vom lua

— a—(b+t . .- FPrmi?i—r)
Y= (35)
P
n'unllerele P19, T— flind astfel alese ca toate numerele Fis oy = ot 54 fie
distincte.

Mai departe vom lua
P

=

A

e CPLep Py 2 §
(7]) Cl CQz--- Ck_"’_”lV(’f’l,...,T’l....,T’k,...,’)’,;-)
Sty
prori p,.ori

si atunci ecuatia diferentiald (29) mai are integralele date de formula (33),
unde 7, §i Cy sint date de formulele (35) si (36)

Exemple.

1°. Ecuatia lintisorului. Aceasta este
y ¥
yl' ’

A [yl= =1.

!
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Integrala ei se géseste printre integralele ecuatiei diferentiale

Ay [y]=0.
Aceastd ecuafie are integrale de forma
y=CerxCyer® (37)
si
y=(Cyx+Cy)en. (38)

Pentru aceste integrale avem
Al [yj = Clcz(:l’l *7’2) 2g(f‘;+rg)x
A, [y]=—C}

Pentru integralele de forma (37), ca sd avem A;[y]=1 vom alege
1

?'1+?'2:0, ?’1—7’2=_VC‘—C-
13

care ne conduce la
X

y=CeV GG 1 C, ¢ 2VOG (37")

Pentru integralele de forma (38), ca sd avem A,[y]=1 vom alege
r;=0, C,=1, ceea ce ne conduce la

y=tx1C,. (38")
Integralele ecuatiei diferenfiale a lintigsorului sint (37') si (38').

2°, Ecuatia luwi Darboux. Este ecuatia

! n

y ¥ ¥
Alyl=| 9" ¥" ¥y | =1
yl'l yfff ylV
Integralele ei se gisesc printre integralele ecuatiei
Ay[y]=0
care sint de forma
y = Cer+ Cyeric - Coersx (39)
y = (C1x+C,)en*+Cyers (40)
2
V= (C1 % + G,y x+ca) gt (41)

Pentru aceste tipuri de integrale, avem
Ay [y]= C1cgca V2 (r1,75,75) e 1t Tt 1o)X
Ay [y]=—C3C,y V2(ry,7p,7,)e?" 7%
A[y] =—Ci ™
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Pentru ca A,[y] sd fie egal cu 1, vom alege in primul caz

1

to=—(ry+1,), Co=
- g L CiC V2 [ry,19,— (1, +7)]

in al doilea caz
1

rg=—2r, Cyj=—
? : c3 Vz(rl,a’l,—%'l)

iar in al treilea caz

7, =0 Ci=—1.

Aceasta ne conduce la urmitoarele integrale ale ecuatiei lui Darboux :

V= C.enct Cersx | e—(ri+rax (39)
—C; Jer ‘ : =,
T GGl entn)ntany

(C ot Char—at
— X é G- e, _1-0’
i 1 2 : SICf ?‘11 (407
G ‘ _
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[ 5,318

Hurerpuposanue oanore auddepeHumpansuoro ypasHeHus

(KpaTkoe comepxkannue)

B sroit paGore uHrerpupyercsa  auddepeHnnaipHOe YpaBHEHHE
(1) Anly] =0 n nuddepennnaneroe ypasuenue (2) Au[y]=4e**, e A u ¢—
KOHCTAHTLL YpaBHeHHe Ai[y] =1 sBsisercs IuddepernualbHLIM ypaBHe-
HHeM UENHOM JHHIH, & ypaBHeHue Aq[y] =1 6eura uayuena I'. Tap6y [1, 2].
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Wuterpansr ypasmenuss AR[y] =A, Ans KOTOPBIX A n—i [y] #0, nanu
qopmynamu (10) u (17) u oun BepHBl BO BCEM HHTCPBAJE (—o0, +ool;

Ilast 9THX MHTErpajsoB uMeeM (OPMYJIbl (12) n (18), woTopeIe BEPH
B mATepBaJe (—oo, +0o0).

,E[c?ﬁa%laa(ewﬁ, uTO JISO()OlUI prerpas ypapHeHHS A, [y] =0 ¢ Ag [y] =0,
rie g < n, SBAgeTcs TaKXKe HHTErpajoM A, (9] =0:

C MOMOLIBI0 3THX PE3Y/ILTATOB, MOJYYAIOTCA BCE HHTErpaJibl nndepeH-
HaJbHOTO ypaBHEeHHs A, [¢¥] =0.

B xauectBe TpHMEHeHHs, HHTETPUPYeTCs ,[LEJLIJ(lJt‘pe{iIlI'IBJEhHOe ypaBHeHHe
(2), mpensapurtenbuo gokaseisas Toxpectso (30), KOTOpoe CBOAMT OTHICKA-
HUe HHTerpaJoB ypaBHeHHs (2) K MHTErPHPOBAHMIO YDABHEHHS Ap+i [y] =0.
Pesyabratel gansl Gopmysamu (32) u (33), rae Ye u Cx janer popmynamu
(35) u (36).

Uunrerpansl nudepennnaapioro ypasuenns Jlap6y (4) naHBl mocpen-
creoM Gopmya (39), (407), (417). -

L’intégration d’une équation différentielle

(Résuingé)

Dans ce mémoire on intégre I’équation différentielle(1), A, [y] =0 et
I’équation différentielle (2) A, [y] = de*¥, ot 4 et a sont des constantes.
L’équation A, [y]=1 est I'équation différentielle de la chainette et I'équation
A,[y] =1 a été étudiée par G. Darboux [, 2] 5

Les intégrales de l'équation A,[y] =0 pour lesque%l'es Apmt [¥] =
sont données par les formules (10) et (17) valables dans I'intervalle ‘(—oc,
+ o). Pour ces intégrales on a les formules (12) et (18), valables dans
I'intervalle (— oo, +c0). '

On dém(ontre aussi) que toute intégrale de I’équat}fm Agly] = 0, avec
Ay_1[y] £ 0, ot ¢ < n, est également intégrale de l?quatlon A,5 [y] = 0.

97 A T'aide de ces résultats on obtient toutes les intégrales de I'équation
ifférentielle A =00
dlffeComme apﬁll[i%:};tion on intégre I'équation différentielle (2), en dé?}outrz_l.ut
au préalable U'identité (30) qui ameéne la recherche des 1nt:egra1es de I'équation
(2) & lintégration de l'équation A,y [y] = 0. Les rfesultats sont donnés
par les formules (32) et (33) ot T, et C; sont données par les formules
(35) et (36). _ _ _ .

Les intégrales de 1'équation différentielle (4) de Darboux sont données

par les formules (39'), (40), (41').




