DESPRE APLICABILITATEA TEOREMEI INEGALITATILOR
DIFERENTIALE A LUI S. A CIAPLIGHIN IN CAZUL
ECUATIILOR DIFERENTIALE LINIARE

DE
OLEG ARAMA
(Cluj)

Lucrare prezentatd la sesiunea stiintificd a Filialei din Cluj a Academiel R. 5 T
din 7—9 decembrie 1962,

1. Fie operatorul diferential liniar si omogen de ordinul #
L,[v] = ay(%)y™ + ay(2)y®=1 + ... + au{#)y, (1)
avind coeficientii continui intr-un interval [a, b) si ap(%) 20 in [a, b).
Ne vom folosi de urmitoarea definitie :

DrriNrpia 1. Spunem cd operatorul L, ave proprietatea T,[a, b), dacd
oricare ar fi x, € [, b) si ovicave ar fi funclia f(x) aparfinind clasei C*[%,, D)
st satisfdcind condifiile :

flag) = [(#%) + ..« =" (x) =0, (2)
precum si inegalitatea diferentiald
L,[f(x)] >0, pentru x € (%, b), (3)
acea functie verificd in imtervalul (%, b) inegalitatea
f(®) >0, € (%, D). (4)

Se stie [30] ci fiind dat un operator diferential L, de forma (1), acesta
nt verifici in general proprietatea T, in intregul interval [a, b) de conti-
nuitate al coeficientilor sii, dar existi intotdeauna un numir kb suficient
de mic, astfel ca L, si aibd proprietatea T, [a, a + h).

Problema aflirii conditiilor in care un operator L, de forma (1) are
intr-un interval dat proprietatea 7', a format obiectul a numeroase lucréri,
dintre care au o mai strinsd legiturd cu cercetarea de fafd lucririle efec-
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tuate de citre N. V. Azbelev [5—8], N. V. Azbelev si Z. B.
Faliuk [@0—12], N. V. A%beley, I.F Rahmatullina si
Z. B. Taliuk [9], Z. B. Taliuk [27—29], R. G. Aliev [1],
N. A. Kagceev [14], G. P. Kuhta [15]. Tinem si mentionim de
asemenea contribufiile aduse la teoria inegalititilor diferentiale si la unele
extinderi ale acestei teorii de citre T. Wazews ki [37, 38], J. Szar-
ski [25, 26], A. N. Baluev [13] si W. Mlak [19].

Fie K(x, o) funcfia lui Cauchy corespunzitoare operatorului diferen-
tial L,, adicd solutia y(x) a ecuatiei L,[y] =0, care satisface in punctul
x = a conditiile

) =9'(e) = ... =yr2e) =0, y0-1(a) =1, ae [a, b (6)

Dupd cum se stie [14, 3], conditia necesari si suficientd ca operatorul L,
sd aibd proprietatea T,[a, a -+ h) este ca functia lui Cauchy K(x, o) a ope-
ratorului (1) si fie nenegativi in domeniul triunghiular al variabilelor »
si o, definit de inegalititile

v (D) &= e mat (6)

Condifii necesare si suficiente ca funegia lui Cauchy asociati operatorului
L, si fie diferiti de zero in domeniul (D) definit de inegalitatile (6) au fost
obfinute de N. V. Azbelev gi Z. B. Taliuk in lueririle [11, 12]
si de citre E. 8. Cicikin [34].

Astfel, problema determinirii subintervalului maximal de forma
[@, @ + &), continut in [a, b), in care operatorul L, are proprietatea T,
revine la aflarea marginii superioare a numerelor % (0<h=10b—a), care
au proprietatea cd functia lui Cauchy K (¥, @) este nenegativi in domeniul
variabilelor » si o, definit de inegalitatile (6). Fie H aceasti margine supe-
rioard. Dintr-o cunoscuti teoremi de interpolare a lui De la Vallée Poussiin
[35], rezultd delimitarea H = f,, h, reprezentind ridicina pozitivd a ur-
matoarei ecuafii in 7 :

" n—1
M(h) + M,_(h) ( s S F MR E 1=,
. = ! 2
unde ,
My(h) = max |ay(x) | 0<h<b—a).
a=r=a-+t+h

Formulari imbunitifite ale teoremei de interpolare a lui De la Vallée
Poussin au fost obtinute de A. Tu. I,evin in lucrarea [16], precum si
de autorul acestui articol, in lucrarea [2]. Aceste teoreme ne furnizeazi
intervale de forma [a, @ + k), in care operatorul L, are proprietatea
1ia o+ h) (a se vedea definifia 2). Evident, proprietatea I,[a, a - k)
atrage dupd sine pozitivitatea funcfiei lui Cauchy K,(x, o) In domeniul
triunghiular a<<a<<x<a-4, §i In consecinti — proprietatea 7T',[a, a + k) 3

1) Reciproca acestei afirmatii nu este adeviratd, dupi cum se poate €onstata pe exemplul
ecuatiei yM) — y = 0,
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In lucrarea de fajd se stabilesc teoreme de tipul teoremei lui De la
Vallée Poussin, care permit in anumite condifii, obtinerea unor intervale
mai mari de forma [a, a + &), in care operatorul L, are proprietatea T,.
Metoda de lucru este intrucitva analoagi cu aceea utilizati in lucrarea
noastrd anterioard [2] si se bazeazd pe o idee a lui De la Vallée Poussin
formulatd in lucrarea [35].

Inainte de a trece la expunerea proprit-zisi a lucrdrii, relevim faptul
cid proprietatea 7,[a, @ + &) este echivalenti cu urméitoarea proprietate
de interpolare :

Oricare ar fi numerele x, 5 %, satisfdcind conditia a << x, < x, < a + A,
§i oricare ar fi numerele ¥y, y;,. .., Y2 51 y,, ecuatia L,[y] = 0 admite o
inlegrald si una singuwrd, cave sd satisfacd wrmdtoarelor conditii bilocale :

¥x) =3, ¥(%) = y;:- oy YU () = 9,09,
Y(%) = ¥a.

(Pentru demonstratia acestei afirmatii a se vedea lema 4 din lucrarea de
fata:) Problema legiturii care existi intre studiul inegalitatilor d1fer:3n_—.
fiale liniare, in sensul lucrdrilor lui S. A. Ciaplighin si studiul interpoldrii
cu solutiile ecuatiilor diferentiale liniare, a fost relevati de mai mulfi
autori, dintre care amintim E. Moldovan [21], N. V. Azbelev
i Z.B.Taliuk [11,12], E. S. Cicikin [31, 32, 33], R. G.
Aliev [1]si O. Arami [3, 4].

2. Vom da la inceput citeva rezultate preliminare, de care ne vom
servi in cursul acestei expuneri.

3 * %
DErFINITIA 2. Spunem cd operatorul L, ave proprietatea I,[a, b), dacd

oricare ar fi m noduri distincte xy, %, ..., %, din intervalul (a, b) (m fiind
arbitrar) si oricare ar fi sistemele de nwmere veale
= ! =1 4 (m—1)
{3'113’1»---'3”(1#’ I))‘ {-3;2‘};2""'.},952 )}""’{y’”’ ym""'-ym }

(pr + o+ ... + pw=n), ecuatia diferentiald L,[y] = 0 admite o solufie
§i una singurd, satisfdcind conditiilor

() =y V(W) = gpp - Y (1) = 9D (R=1,2, ..., m).
Proprietatea 1, [a, b) este echivalentd cu urméitoarea proprietate de
neoscilatie :

Oricare ar fi solulia neidentic nuld y(x), ea nu se poate anula in inter-
valul [a, b) mai mult de w — 1 ori, fiecare vdddcind fiind consideratd de ati-

tea ori, cit indicd ordinul ei de multiplicitate.

In lucrarea [24], G. P6lya di o caracterizare a proprietitii I, [a,b),
care cu unele completiri [2] se poate formula astfel :




TeorEwa A. Fie yi(x) (j =1,..., n) un sistem de integrale al ecuatiei
L,[y] =0, satisfdacind conditiilor

(n—1i) 1 dacd j =17
= oy o
0 daca j =7

Condifia necesard si suficientd ca operatorul L, si aibi proprietatea I,[a, b)
este ca sd fie satisfdcute in intervalul deschis (a, b) relatiile

V(%) £ 0, Wlyn(x), y(%)]1520, ..., W(%), ..., yu_e(x)] 0.

Pentru operatorii diferenfiali liniari §i omogeni L, care au proprie-

tatea 1,[a, b), au loc urmitoarele doud teoreme de medie] stabilite tot de
citre G. Pélya in lucrarea [24] :

TeorEMA B. In ipoteza cd operatorul L, are proprietatea I,[a,b), fie
@(x) o functie din clasa C"[a, D), care se anuleazd de n - P ori in intervalul
[@, b). Atunci funclia ®(x) = L,[o(x)] se amdeazd de cel putin p ori in
intervalul_curpins intre cea mai wicd si cea mai mare raddcind din [a, b)
a functiei o(x).

TroreMA C. In ipoteza cd operatorul L, ave proprictatea I,[a,b), fie
S(#) o functie din clasa C*[a, b) §i fie H(x) solufia ecuatiei omogene L, =
=0, care 1a valori egale cu valorile functiei in n puncte %, %,, ..., x, din
intervalul [a, b) (aceste puncte pot fi distincte sau confundate pe grupe).
Fie apoi N(x) integrala ecuatiei neomogene L,[y] = 1, care se anuleazd in
punctele xy, %, ..., %, Atunci, pentru orice x¢ [a, b) existd cite un punct
unteymediar & sitwat intre cel mai mic §i cel mai mare din numerele %, x,, %,
2 vv ey Xy, astfel incit sd arbd loc egalitatea

f(%) = H(x) + N(x) - L,[f()].

In aceleasi ipoteze privitoare la operatorul L,, formula de medie ex-
primatd de teorema C a fost regiisiti de H. Petersson [23] cu ocazia
unui studiu privind interpolarea cu ajutorul solutiilor ecuatiilor diferen-
tiale liniare.

In cele ce urmeazi vom ardta intli ci dacid % — 1 dintre nodurile®care in-
tervin in enunful teoremelor B si C se presupun confundate atunci afir-
matiile acestor teoreme se menfin adevirate si in condifia mai largi cind
in locul proprietdtii I,[a, b) se presupune ci operatorul L, are proprie-
tatea T,[a, b). Aceastd proprietate, dupid cum s-a mai mentionat anterior,
este echivalentd cu proprietatea de nenegativitate a functiei lui Cauchy
K(x, o) in domeniul a < « << ¥ << b. Vom stabili urmitoarele leme :

Lema 1. Presupunem cd operatorul L, din (1) are coeficientii continui
intr-un interval [a, b) §i ay(x) 740 in [a, b). Fie K(x, o) functia lui Cauchy
asociatd acestui operator, adicd solupia ecuatier L,[y] = 0, satisfacind con-
difiile (5). Presupunem de asemenca cd ave loc relafia K(x, o) =0 in triun-
ghul D definit de inegalitatile (6). In aceste ipoteze, fie ®(%) o functie din
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clasa C*[a, b) care se anuleazd intr-un punct x,¢ [a, b) impreund cu primele
et m —1 devivate §1 care se mar anuleazd in cel pufin un punct %, (% > x,)
din intervalul [a, b) :

D(xy) = D'(%) = ... = P-N(x) = 0, ®(x;) = 0. (7)

Atuncy existd cel pulin un punct &€ (xy, x,), astfel incit s aibd loc formula
de medie

L,[®(g)] = 0. (®)

Demonstratie. S presupunem contrariu, ci in ipotezele lemei, ar
avea loc relafia L,[®(¥)] =0 pentru orice x€ (x, %,). Pentru fixarea
ideilor sd presupunem ci de exemplu L,[®(x)] >0 pentru xe (%, %).
Atunci, intrucit prin ipotezd functia ®(x) apartine clasei C”[a, b) si se anu-
leazd in punctul x = x, Impreuni cu primele ei # — 1 derivate, are loc
identitatea

¥

O(x) = K(x, 0)Z,[0()]d.

£l

Se constatd insd din condifiile (5) pe care le verificd functia K(x, o), cd
oricare ar fi numdrul » fixat din intervalul (a, b), aceastd functie ia valori
pozitive clnd « se situeazi intr-o vecinitate de forma % — e = =X,
unde = este un numir pozitiv suficient de mic. De aici gi din ipotezele
L,[®(x)] >0 pentru ¥ € (%, %,) 51 K(x, @) = 0 pentru («, ) € D, rezultd
din identitatea precedenti ci ®(x) >0 pentru orice x¢ (x,, %,], ceea ce
contrazice ipoteza ci @(x;) = 0, x, € (%,, ). Rezulti in definitiv afirmatia
lemei.

LemA 2. Fie f(x) o functie oavecare din clasa C*[a, b) si fie x, un numdr
oarecare din intervalul [a, b). I'n ipoteza cd functia lur Cauchy K(x, o) aso-
ciatd operatorului L, din (1) satisface relatia K(x, o) = 0 in domeniul D defi-
nit de inegalitatile (6), are loc pentru ovice x € [%,, b) formula de medie

f(%) = H(x) + N(#) - L (f(E)], E€ (%, #) (9)

unde H(x) este solutia ecuaiei omogene L,[v] = 0 care satisface conditiile
H(xy) = f(%), H'(%) = f'(%), ..., Ho=(x5) = f0=1(x,), (10)

tar N(x) este integrala ecuatiei neomogene L,[y] =1, care satisface conditiile
Nizg) = N'{wp) = .. = Nit=2l{z) — 0. (11)

Demonstratia acestei leme se face utilizind lema 1, intocmai cum teo-

rema C se obfine ca o consecinti a teoremei B (a se vedea lucrarea [24]).
Astfel, in ipotezele lemei 2, si considerim funcfia auxiliari

®(x) = f(x) — H(x) — WN(x), (12)




S
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unde 2 este un parametru. Din (10) si (11) rezulti ci
D(xy) = D' (%) = ... = D =1(x,).

Fie x, un numdr arbitrar din intervalul (x,, ). Vom determina pe A astfel
incit ®(x;) = 0. Aceasta este posibil intrucit N(x,) 520, ceea ce rezulti
din ipoteza cd operatornl L, are proprietatea 7,[a, b) (intrucit prin ipotezi
K(x, @) =0 in domeniul D) precum si din relatia L,[N(x)] =1 si relatiile
(11), (12).

Obtinem :
1
N (#)

A= [f(%1)— H(x) ] (13)

Pentru aceasti valoare a lui 2, functia ®(x) din (12) indeplineste condi-
tiile lemei 1. Scriind pentru ®(x) formula de medie (8) si tinind seami de
identitdtile L,[H(¥)]=0, L,[N(x¥)]=1, obfinem :

L,[®®)] = LUADI— A =0, Ee (% ).

Inlocuind aici pe 2 cu valoarea sa din (13), se obtine formula
f(%) = H(x) + N(x) - LL[f(E)].

Cum insd x; este arbitrar in (x,, ) rezulti de aici formula 9.

Observafie. Temele 1 si 2 sint analoage teoremelor B si C enuntate
anterior gi apartinind lui G. P6lya [24]. Este totusi de remarcat faptul
cd ipotezele privitoare la operatorul diferential L , in care au loc conclu-
ziile lemelor 1 si 2, sint mai largi decit ipotezele in care au loc afirmatiile
teoremelor B gi Calelui G. P61lya. Intr-adevir, concluziile teoremelor
B si C sint valabile in ipoteza ci operatorul L, are proprietatea I,[a, b)
si conform unui rezultat obfinut de citre D. V. Widder [36], aceastd
proprietate este si necesard pentru ca si aibd loc teorema de medie B pen-
tru orice functie ¢(x) din clasa C"[a, b). Dar dupd cum rezulti din enuntul
teoremei A, proprietatea I, [a, b) implici proprietatea de neanulare a func-
tiei Iui Cauchy K(x, o) in domeniul D definit de inegalititile (6).

LEema 3. Fie Ly 51 L, operatori diferentiali liniari si omogeni, de ordinul
P respectiv q, operatorul L, avind coeficientii continui in intervalul [a, b),
1ar operatorul L, avind coeficientii din clasa C?[a, b). Mai presupunem cd
Jactorii derivatelor de ordinele p wvespectiv g din expresiile operatoriloy
L, respectiv L, nu se anuleazd in intervalul [a, b). In aceste ipoteze, dacd
operatorul L, are proprictatea T,la, b), iar operatorul L, are proprietatea
T,[a, b), atunci operatorul produs L,L,[y]= LALy[y]} are proprictatea
Tﬁ”r?[ar b)

Demonstratie. Fie f(x) o functie din clasa C?+4[q, b), care intr-un
punct x,€[a, b) se anuleazd impreund cu primeleei p + ¢ —1 derivate :

f%a) = f(%) = ... = f+e=D(x) =0, (14)
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si care satisface in intervalul (x,, 0) inegalitatea diferentiald
LoLy[f(1)] >0, x€ (5, b). (15)

Va trebui sd ardtdm cd in ipotezele lemei si in ipotezele (14) si (15), are loc
pentru orice € (%, b) inegalitatea f(x) > 0. S4 presupunem contrariu,
cd f(x) se mai anuleazd inca Intr-un punct x; din intervalul (x,, 0) :

fa) =0 (% <% <. (16)

Considerdam funcfia F(x) = L,[f(x)]. Intrucit operatorul L, are proprie-
tatea 7,[a, b) si intrucit functia f(x) satisface conditiile f(x,) = f'(x) =
= ... =ft-0x) =0, f(x) =0 (¢ =%, < % <), ceea ce se constati din
(14) si (16), rezultd in baza lemei 1 cd existi cel putin un numir &e (x,,
#,), astlel incit

F( B0 e =y (17)

Se mai observd din (14) cd
Flxy) = F'(a) = ... = F6=N(x) = 0. (18)
Relatiile (17) si (18) ne aratd ci funcfia F(x) satisface condifiile lemei 1
in cazul operatorului L, Tinind seamd cd prin ipotezd L, are proprietatea
T,[a, b), rezultd in baza lemei 1 ci existd cel pufin un punct 7€ (x,, &),
astfel incit L,[F(n)] = 0, ceea ce se mai scrie L,L,[f(%)] = 0. Acest rezul-

tat contrazice inegalitatea (15) presupusd adevidrata prin ipotezi. Rezulta
in definitiv afirmatia lemei.

3. 5S4 considerim acuma # operatori diferentiali liniari si omogeni

Li[y] = aip(x) %) + a; () y®i-DV 4 ... 4 ain (%) y (19)

(B=120 0 i),

avind respectiv ordinele %;. Cu ajutorul acestor operatori construim ope-
ratorul diferential

Sl =" e g [y A () g T [ = = A B S [
+ A.(x) v, (20)

unde A;(x) sint functii date. Aici notatia L,L,[y] reprezintdi produsul
operatorilor L,si L, adici L,L,[y] = L{L,[y]}. Operatorul diferential
definit de formula (20) are ordinul ¢ = & + &y, + ... + &, Vom adopta
urmatoarele ipoteze cu privire la acest operator :

IpoTrzE. 1°. Oricare ar fi 1 =1,2, ..., n, coeficientit a;o (%), ...,
oo, @i p,(%) ai operatorulur L; aparfin claser CCitD[a, b), unde vy, = ki +
+ Rizo -+ ...+ Ry §toaje(x) 220 in inlervalul [a, D).

2° Oricarear fii =1, 2, ..., n, operatorul L; are proprietatea T} [a, b).
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3°. Coeficientii Ayx), 1 =1,2, ..., n ai operatorulus £ din (20) sint
functii continue in intervalul [a, b).

In cele ce urmeazi-vom nota prin Z(x, ) functia lui Cauchy asociati
operatorului diferential £ din (20), adiei functia care in raport cu varia-
bila x verifici ecuatia diferentiald £[X(x, «)] = 0, precum §i conditiile :

X(o, a) :""_jﬁgﬂ e ijﬁx(zu): R R
x F o) i !

Aici o reprezinti un numir din intervalul [a, b).

In ipotezele de mai sus ne propunem si determinim in functie de
coeficientfii A;(x) un numdr % (0 < h < b — 4), astfel incit in intervalul
(a, @ + &) si fie diferiti de zero functia de variabila x, X(x, a), obtinutd.
din functia lui Cauchy a operatorului £ prin inlocuirea lui « cu a. in al
doilea rind ne propunem si determinim de asemenea in functie de coefi-
cientii A;(¥) un numir A% 0 < h* =b-—a, astfel incit in intervalul
[@, a + h*) operatorul .2 din (20) s3 aibi proprietatea T,. Aceasta revine
la aflarea unui numir A* astfel ncit funcfia lui Cauchy %(x, «) corespun-
zdtoare operatorului £ si fie nenegativi in domeniul D¥ al variabilelor
« i x, definit de inegalitifile @ < o < % < a - h*. In tratarea acestor
probleme vom distinge doud cazuri, dupi cum %, — 1 sau ky >1.

4. In acest paragraf gi in cel urmitor vom presupune k&, = 1. Atunci
operatorul L, este de forma
7, ) 22 o
n [j’] = a-n,o(:l‘) ;E; = Ay (:\’) Ve (22)

unde a,(x) si @,;(x) sint functii continue in intervalul [a, b) iar a,qo(x) =20
in [a, B). Operatorul L, .1, care stabileste corespondenta dintre f(x) ( (%) €
C[a, b)) sisolufia ecuatiei diferentiale Lu[y] = f(x) cu conditia y(x,) = 0
(% € [a, b)), are expresia
L7 f] = v(x) - Su(s) f(s)ds, (23)
unde 'D
. S — . all,l (S) ; 1 . a‘u,l(s) :
(%) = gxp{ S e a?s}, (%) = P exp {S%,o(f) ds}' (24)
_ In continuare, fie 7 un numir natural satisfacind inegalitatea ¢ <= n — 1
$i fie operatorul diferential

IR E=t e e s o JLT (25)
Aces_ta se prezintd ca produsul operatorilor L;, e e ving rese
pectiv ordinele %y, k;y,, ..., k,_; 5i care prin_ipoteza au respectiv proprie-

tatile 7y[a, b), T, [a, 8),..., T4, ,[a,b). In baza lemei 3, operatorul-
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-produs II; va avea proprietatea T3 [a, b), unde 7, = k; + kjyy+ ... +
+ k. reprezintd ordinul siu. Tn aceste conditii, fie « un numdr din inter-
valul [a, b) si fie N(x, «) solutia, in raport cu variabila % a ecuatiei dife-
rentiale neomogene

Iyl =LusLus ... Llyl=1, (26)

satisfacind pentrn x = « conditiile

|
2_

AN (e, 6% (o,
Ni(o, o) :ﬂ — A 40ﬁ &/ =0 (27)

dx axt

Din faptul ca operatorul IT; are proprietatea 7' 7;[a, b), rezultd, tinind seami
de relatia II;[N;(x, a)] >0, precum si de egalitdfile (27), cd Ny(x, o) >0
pentri x € (a, ). De aceastd inegalitate vom tine seamd in cele ce urmeazi.

Fie in continuare » un numdir nenegativ, satisficind inegalitatea o -
+ 2 < b. In cele ce urmeazi vom folosi notatiile

o+ e-+I
Wilh, o) = S INy(x, )| dx = S‘ Ni(x, o) dx (i=1,2,...,n—1) (28)
cAi(h, «) = max |d;(x)], o =3,8; ... %), (29)
re[o, o+ k]
Uh, 0). = max |u(x)|, D(h o) = max |v(x)] (a<a<ath<b) (30)
rE[a, o+ k) xE[a, ot+R]

Cu aceste notafii considerdm urmétoarea ecuatie in necunoscuta % :
(F(h, o) = AU, o) O, «) [cAull, @) Wy(h, &) +chu_y(h, @) Wolh, )+ ... +
+ oAylh, @) Wu_y(h, &) + h Ay(h, «)] —1 = 0. . (31

Vom ardta cd oricare ar fi numdirul « dat din intervalul [a, b), aceasti
ecuafie nu poate admite doud rddicini distincte in raport cu A in intervalul
0= h < b—a. Intr-adevir, functia (F(h, o) creste (efectiv) in raport cu
variabila /, ceea ce se constati cu usurintd tinind seami de formula (31)
precum si de faptul cd functiile@/(h, ), @(h, @), chi(h, @) si Gk, &) sint
nedescrescatoare in raport cu % in intervalul 0 <<% < & — «. De aici rezulti
unicitatea rdddcinii pozitive a ecuatiei (31), in cazul cind aceastd ecuatie
admite o astfel de ridicini.

In cele ce trmeazi, vom nota cu /(a), ridicina pozitivd a ecuatiei
(31), in cazul cind aceastd ecuatie admite o astfel de ridicini, iar in caz.
contrar, considerim prin definitie /A(a) = b — .

Cu aceste notafii gi preciziri, are loc urmitoarea teoremi :

TEOREMA 1. Fie a un numdr din intervalul [a, b) §i fie Z(x, «) funciia
lui Cauchy asociati operatorului diferential £ din (20). In ipotezele 1°, 2°,
3° de la § 3 §i in ipoteza suplimentard k, = 1, are loc inegalitatea

Z(%, o) >0, (39)
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valabild pentru ovice x¢€ (o, o 4 h(x)), wnde h(e) reprezimtd vdddcina din
intervalul (0, b — o) a ecuapier (31), dacd aceastd ecuatie admite o astfel de
raddcindg, saw reprezintd numdrul b — o in caz contrar,

Demonstragie. Pentru simplicitatea scrierii vom nota X(x, o) = X(x).
Si considerim operatorul I, =L, (L, 5 ... L,L;, de ordinul 7, = &, +
+ ky + ... + ky_;. In baza lemei 3, acest operator va avea proprietatea
Tz [a, b), intrucit el este produsul operatorilor L,, L,, ..., L, ;, care au
respectiv proprietatile Ty [a, d), ..., Ty, ,[a, b). Atunci in baza lemei 2,
are loc pentru orice x €[, b) formula de medie

X(x) = Hy(x, o) + Ny(x, o) - IL[X(E)], & €(x, ), (33)

unde H,(x, «) reprezintad integrala ecuatiei omogene Il [y] = 0, satisfiacind
condifiile

dHD " (a, -
D L g, 20 20 yaeng, @8

Hiiles, o) = (=) =
dx dxu—1
iar N,(«, ¥) reprezintd integrala ecuatiei neomogene II,[y] = 1, satisficind
conditiile

8 Nl;‘_ [(:x, o)

Nl(o'.,ot):w:...:*—Tzﬂ. (35)
ax!t

Dar intrucit £, = 1, rezultd ci 7, = & + &, + ... + k,_, verifici inega-
litatea 7y =<0 —1 (6 =7, + k,) si tinind seami de (21), conditiille (34)
devin

Hl(oc, 0!.) ki) dH, (o, o) Byt 61'_;— l_Hl(oc, o) B 0,

dx a,rrl_l

de unde rezulti ci H,(x, ) = 0. Astfel, formula (33) devine
F(x) = Nyl o) » T [F(E) s, * & €l ). (36)

Sa considerdm in continuare operatorul diferential I, = L, L, _,...L,
de ordinul T, = ky 4 ... + k,_;. In baza lemei 3, acest operator va avea
proprietatea T7,[a, b), intrucit el este produsul operatorilor L,, ..., L,_,
care au respectiv proprietdtile Ty,[a,0), ..., T, ,[a, b). Atunci putem
aplica lema 2, considerind in locul operatorului L, care figureazi in enun-
tul acestei leme, operatorul Il,, apoi in locul functiei f(x), functia L,[Z(x)].
Obtinem astfel urmitoarea formuld, valabili pentru orice x¢ [a, b) :

; L [K(x)] = Hy(x, &) + No(#, o) - ILL [K(E)], &y €(a, w), (37)
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unde H,(v, «) reprezintd integrala ecuatiei omogene I1,[v] = 0, satisficind
conditiile
8 Hy (o, i
By, o) = L%, 280 L2 Lxa] ...
Q¥ ax X=u
o IH ( ) (iE =i (HH)
a e ol o 3 - B
gl g {;; ILIII(J:)J}
Cas r=u

iar Ny(xv, o) reprezintd integrala ecuatiei neomogene Il,[y] = 1, satisfacind
conditiile
8 Ny (et, o) 8% N, (a, o)

Ny (o, 2) = oy e — (), (39)

ax 6,1;"_ :
Se observa fnsd cd membrii doi ai egalititilor (38) reprezintd expresii dife-
renfiale liniare $i omogene, de ordin cel mult v, —1 + & =% —1 in
raport cu functia #(x). De aici, finind seami de inegalitatea 7, << ¢ —1
si tinind seamd de (21), se obtin din (38) egalititile :
AH, (o, o) a™ H, (e, a)

Hy(o, o) =—2—"— = |, = —2 =), 40
Ao, 2) = 2 — (40)

din care rezultd cd Hy(x, o) = 0. Astfel, formula (37) devine
L[ ()] = Ny(x. 2) - ML [K(@)T) = Nl o) - IL[RED)
&€ (o, X).

Consideratii analoage se pot face succesiv, referitor la funcfiile L,L, [ (x)],
voon Ly oo LyL [ (x)]. Se obtin astfel urmitoarele formule, valabile
pentru orice ve [«, b):

LyL [X(%)] = Ny(x, o) - 11 [K(E)],

UN%

&l %) ]
Loslog oo Laly[Z(5)] = Naci(%, @) « T [R(En )], J i)
Enfl E(C‘v .\-’),

unde N;(x, o) reprezintd integrala ecuatiei neomogene H;[y] =L, L,...

... Li[y] =1, de ordinul 7;=4k; + Rk;yi+ ... + &y, satisficind con-
ditiile
r.,iﬁ.. Iy "
Nifay o) = 200ts) 0 Hlus . o (43)
ax At

Pe de altd parte, intrucit #(v) constituie o solutie a ecuatiei diferen-
flale £[y] =0, unde £ este dat de formula (20), are loc identitatea :
Gl v o Ll TRIN) ] = =l 1 v i Lalg L] = s

— A (WL [K(A)] — A K (). )

2 — Studii §i cercetiri de matematicd 1/1963
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S3 presupunem acuma cf in ipotezele teoremei 1 si contrar afirmatiei
acestei teoreme, funcfia K(x) s-ar anula pentru o valoare P situatd in in-
tervalul («, o + A(2)), numirul h(e) fiind definit in enuntul teoremei 1.
Vom aplica ambilor membrii ai identitdtii (44) operatorul L, ' din (23).
Alegem pentru numéirul Xy care figureaza in expresia acestui operator, o
raddcind din intervalul (e, B) a functiei Ly_y... L,L,[X*(x)]. Existenta
unei asemenea raddcini rezultd din ipoteza ci functia X(x) are o riadicina
#, multipld de ordinul ¢ — 1 si o raddcing B (B> @), precum si din faptul

cd operatorul - produs L, ;... L,L, are (in baza afirmatiei lemei 3) pro-
prietatea T, [0, b) (T =Fh + ks + ... + ku_y). In baza unicititii pro-

blemei lui Cauchy pentru ecuatia diferentials
[‘H[.:V] = LJanﬁl s LQL]_[I(J")],

in care y este consideratd ca funcfie necunoscutd iar membrel al doilea se
considera o funcfie dati, tinindu-se seama de modul in care a fost ales
numdrul v, in expresia (23) a operatorului L, se obtine identitatea :

Ly {EaLmy oo LI (A= L, 1Ly . .. L[K(%)].

Astfel, din  (44) obfinem identitatea

Locy oo LoLy [ (2)] = —v(x) 5 #(s) Ay(S) Ly_y .. . LyL [H(s)] ds —
v(x) S w(8) A,_y(s) Ly [Z(s)] ds — v(x) S w(s) A,(s) X(s) u:’.\',

valabila pentru orice x € [a, b). Luind valorile absolute ai ambilor membrii
51 finind seama de notafiile (29) si (30), obtinem urmitoarea delimitare,
valabild pentru orice x e[, 8] :

([Loss - LI =

1L Lz as

Vo

I
=5

= AUE — o, @) DE — o, «) {gzl(@ — o, )

v

§ 12| ds |+ + ca(p — o o) iz as

: G|

vele, B].  (4b)

Hias o o ehpi(B—w, &)

Fie £ un punct din intervalul [«, 8] in care functia | L, ... L,L [X)x)] |
isi atinge valoarea sa maximi p in intervalul [a, B]. Intruclt inegalitatea
(45) este valabili pentru orice x €[, B], vom putea sa inlocuim peste tot
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pe ¥ cu £ si apoi, tinind seamd de faptul ci £e[«, 8], sd inlocuim in
membrul al doilea pe Z cu B (B = £). Obtinem astfel a fortiori inegalitatea

B
b= AP o) DB — o, 2) {dzl(g 4, &) S Lny o LIy [K(s)] | ds +
B ; B
N o B 8 S L [(s)] | ds + oAn(p — o, «) S 1% (s) | nfs}- (46)

o

Dar din (36), (41), (42), tinind seami de notatiile (28), rezulti delimitirile :
{ 1Z(5)1ds = 20,8 — o, @),

. (47)
S 1L L [Z(s)] | ds < Figr(p — o, )

o
@ =101, am—2),

Adcl, p = max- |L, ... LL [X(%)]| Astfel, din (46), tinind seami de
vEla,f] =

(47) i notind pentru simplicitatea scrierii § — o = &, se objine fn urma

unei simplificiri cu u (13£0) inegalitatea

L QUh, ) O, o) {(o + F) Ak, 2) + AolB o) Wl a) 4 ... +
+ cu s, @) Wo(h, o) + cAulh, =) Wy(h, 2)),

[
ceea ce ne arata cil pentru s = B — o are loc inegalitatea
(F(B — o, o) =0. (48)

Pe de altd parte, ficind in expresia (31) a functiei (E(h, «) pe h si tinda

cdtre zero prin valori pozitive, se obtine ci

lim F(k, o) = —1. (49)
h0t
Din (48) si (49) ar rezulta in baza continuitatii functiei (Z(h, ) in raport
cu variabila & (he(0, b — 2)), ci ecuatia (31) admite o ridicini hy(e) sa-
tisfacind inegalititile

0 < hye) <P —a (50)

Intrucit fnsid 8e(a, o - h(a)), rezultd din (50) inegalitatea hy(c) < h(e).
Existenfa unei astfel de radicini a ecuatfiei (31) ar contrazice insi defini-
fla numdrului (o). Astfel, ipoteza ci functia ¥ (x, o) s-ar anula pentru o
valoare situatd in intervalul (o, 2 + (=) nu poate avea loc si prin aceasta
teorema este demonstrati.
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ConsECINTX. Daca se .ia o« = a, atunci teorema 1 ne indica un interval
(@, a + h(a)) in care solutia ¥(x) a ecuatiei £[y] = 0, satisficind con-
ditiile

) = (@) = .. =y Ba) =0, ye ) =1, (31)

nu se anuleaza pentru nici o valoare a variabilei u.

5. In acest § vom ardta cum se poate obfine un numir H (0 < H <
= b — a), astfel incit oricare ar fi numirul « fixat in intervalul [a, a + H),
sd aibd loc pentru orice x¢€(a, @ + H) inegalitatea

Ky, o) >0, a==a<x<a-+ H. (62)

Cu alte cuvinte, vom determina un numir H, astfel incit in domeniul
D(a, H) al variabilelor v i «, definit de inegalititile

Dia, H): ‘ a=a<x<<a-+ H (h3)

funcfia lui Cauchy (v, ) asociatd operatorului diferential £ din (20)
si fie pozitiva.

Din cele expuse in § 1 se stie cd daci H este un astfel de numar, atunci
in intervalul [a, a + H) operatorul diferential £ are proprietatea 7, (a
se vedea delinitia 1 de la § 1),

Considerdm numirul H, definit de relatia

Hy = inf {o& 4+ M(«)) —a, (h4)
aE&[a, b)

unde h(«) este riddcina (in sensul precizat in § 4) a ecuatiei (31). Tinind
seamd de proprietatea de continuitate a functiei /i(«), se constati cu usu-
rinfa cd are loc de asemenea egalitatea

inf {a + ()} = inf {a 4+ k(e)) = H, + a, (hh)
x&[a, b) a&[a, at+Hy)
de unde rezultd relatia
o+ ha) =a + H, ocla a-t H). (ht)

Tinind seami de aceastd inegalitate, din teorema 1 se obtine :

TrorREMA 2. In dpotezele 1°—3° dela § 3 si in vpoteza suplimentard
ko =1, are loc - inegalilatea XK(x, o) >0 pentru orvice o« si x sabisfacind
amgnlrm,tde a=oa< x<a-+ H,

~ Vom da acum o delimitare inferioard a numérului , definit in (54).
Fie in acest scop A un numir din intervalul (0, & — a). Vom utiliza nota-
tiile :

A (H) = max YWila + H — 2, o) ]
a&[a, at+H]
A SR |
_ i ) i (57)
cts(H) = il id) = max k()]
*E[a, a+H]
(2 =002 ), J
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7&{(H) — il (@, H) = max - w(s)]
L veEla, atH] (53}
@WH) = W(a, H) = max |v(x)

vEfa, ai{ H|

(Consideram urmaitoarea ecuafie in necunoscuta M :
F(H) = GUH) OH) [ A(H) W (H) + J,,_,(H) LI . -k
+C7{2(H) W _1(H) e 2L Qil ( )J —1=0, (59)

ande 7¢,(H), A(H), AU(H), O(H) reprezintd functiile definite in (57) gi
(58). Se observid cd ecuatia (59) are cel mult o rddidcind in intervalul
(0, b —a). Intr-adevir, functiile 90;(H), obi(H), U(H), @(H) sint nedescres-
citoare pentru He(0, b —a) si de aici, tinind seama de expresia (59)
a functiei (F(H), rezulti c¢i aceastd functie este crescitoare (in sens strict)
pentru H € (0, b — a). In cele ce urmeaza vom nota cu H, rddidcina din
intervalul (0, b6 — a) a ecuatiei (59), dacd aceastd ecuafie admite o astfel
de ridicing, iar in caz contrar, vom considera prin definitie H, = b —a,.
Vom demonstra urmitoarea teorema :
TROREMA 3. In ipotezele 1°—3° de la § 3 are loc inegalilalea
Hy, = H,. (60)

Demonistralie. ¥ie deci Hy numirul definit in (54). Conform relafiilor
(55) putem scrie :
ae Hy = ~inf 1 {or 4 W)} (hh")

a & [a, a-+Hy)

Vom distinge doud cazuri dupd cum H, < b —a sau Hy, = b — a.

Cazul Hy, < b —a. In acest caz a + H, < b 5i {inind seamd de couti-
nuitatea functiei i(a) pentru o €la, a + H,), 1chtm (5h') se poate scrie
sub urmitoarea formd mai completd

a+ H, = inf  {a 4+ ()}, (65")

e [a, at Hal

care se deosebeste de (55') prin aceea cd marginea inferioara care intervine
in aceastd reldim este consideratd relativ la intervalul inchis [a, a + H,].
In acest caz, marginea inferioard va fi atinsd in intervalul [a, a 4 H ol
din cauza continuitdtii functiei « + H(«) in acest interval. Iie o, o va-
loare a lui « din [a, @ + H],” pentru care

[ <L

oy + Bley) = a + H,. (55""")

Sd cousiderdm acuma ecuatia in necunoscuta h, (F(h, «,) =0, care
se obtine din (31) inlocuind « cu «, Daci aceastd ecuatie admite radacing
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in intervalul (0, b — a,), atunci aceasti ridicini va fi unici i prin defi-
nifta numdrului f(e), ea va fi egald cu h(«,). Are deci loc egalitatea

(FE(R(ag), og) = 0. o (61)
Pe de altd parte, tinind seami de egalitatea (55"""), obtinem
Wi(Hy) = W), o) t=L2...,n—1),
Ai(Hy) = oAi(h(s), %) (f=1,2 ..., 1, (62)
UH) = UM (o), o),
D(Hy) = (), ).

Aici (H), A(H); UH) si W (H) reprezinta functiile definite in (57), (58),
iar Wik, @), Aih, «), AU, o), D, ) sint definite in (28), (29) si (30).
De asemenea are loc inegalitatea

Hy = h(e,). (63)

et 3

Tinind seama de expresiile (31), respectiv (59) ale functiilor (Z(h, «) s
(F(H), din inegalitifile (62) si (63) rezultd relatia (FE(H,) = F (o), o)
1 finind seamd de (61), rezulti ca

(F(H,y) = 0. (64)

Se mai observa insa ci

lim (F(H) = —1. (65)
H—07
Deoarece (F(H) este o functie continui si crescatoare de H in intervalul
(0, b —a), rezultd din (64) si (65) ca ecuatia (£(H) = 0 are o radicing
H, si una singurd in intervalul (0, b — a), si ci aceastd ridicini satisface
inegalitatea H, < H,, ceea ce demonstreazi teorema in cazul considerat.

Cazul Hy = b — a. In acest caz, afirmatia teoremei este banald intru-
cit numérul H, satisface Intotdeauna inegalitatea Hy<b—a, ceea ce
rezultd din insasi definifia datd acestui numir. Cu aceasta, teorema este
complet demonstrata,

Din teoremele 2 si 3 rezulti in particular urmitoarea

CONSECINTA. In ipotezele teoremelor 2 si 3, ovicare ar fi numdrul
a€la, a + H,), are loc inegalitatea X(x, &) >0 pentru xe(e, a + Hy).

Aceasta afirmafie poate fi demonstrati prin reducere la absurd, la
fel cum s-a demonstrat teorema 1. Astfel, presupunind contrariul, c¢i in
ipotezele formulate, ar exista doud numere « si B satisficind inegalitatile
a=u<<B<a-+ H, sl pentru care Z(B, ) = 0, s-ar ajunge la concluzia
ca ecuafia (59) in necunoscuta H, ar avea incid o radicinid H, satisfdcind
inegalititile 0 < H; < H,, ceea ce este imposibil intrucit functia :?(H)
este crescdtoare pentru He(0, b — a).
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6. In acest § vom presupune &, = 1. Counsideram operatorul diferen-
tial L, de ordinul k, care figureazd in expresia (20) a operatorului 2.
Din proprietatea T} [a, b) a operatorului L, rezultda ci oricare ar fi
x, €[a, b), integrala ecuatiei diferenfiale L,[y] = 0, care verificd in punctul
x = %, conditiile

Yw) =y (%) = ... =yEx) =0, yED(x) =1 (66)

nu se poate anula in nici un punct din intervalul (%, b). In continuare ne
vom folosi de urmitoarea lema : _

Lenma 4. Condifia necesard si suficientd ca operatorul diferenfial L.,
de ordinul k, sd aibd proprictatea T [a, b) esle ca oricare ar ‘/T nmerele
Xy §T X, satisfdcind condifia a = ¥; < %, < b, si_oricare ar. Ji n.-.u.?ﬂ.em’f’-(i
Voo Voo oo YD, vy, ecuafra L, [y] = 0 sd admitd o solulic si una singurd
care sd verifice urmdloarele condifit bilocale :

V) = 3 ¥(5) = Yo oo 3 D) =y, ) (©7)
(%) = ¥s. J

Intr-adevir, presupunind cd operatorul L, are propriel.af;e‘a. T, [a, b),

fie yo(%), ¥i(¥), ..., ¥4, _1(%) un sistem fundamental al ecuafiei L,[y] =0

si fie determinantul

I I C RPN 7% C
yix)  wE) ()
D(xpxa):! AT o | (68)
i k\'gkufl':')(;\jl) J-’S’“ll ?‘](ﬁfl) ol e TR yhn" (“‘; ‘
V() Yo%) Al AU ) \

Acest determinant nu poate fi nul intrucit in caz afirmativ, s-ar putea
determina o integrali neidentic nuld 74(x), care si verifice condifiile
9(%) = 0'(%) = ... = 9% Ax) =0, (69)
alxy) — 0.

Intrucit v(x) nu este identic nuld, din egalititile (69) ar rezulta ca n*u—(x)7

40 si deci ci integrala 7(x) — % verifica relatiile (66). Tot din (69) ar
nly

rezulta cd 7(x,) = 0, ceea ce ar lr]r:c;utraz.ice proprietatea T [a, b) a opera-

torului L,. Deci determinantul D(x;, %) din (68) este diferit de zero oricare

ar fi x; si x, satisfacind condifia @ =< x,<<x,<<b. De aici rezultd 111(}2}1:% exis-

tenfa si unicitatea solutiei y(x) a ecuatiei L,[y] =0, care verificd con-

difiile (67).
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= buf1c1€_:nta condifiei exprimate de lemi, pentru ca operatorul I, si
aiba proli)netatea Ty, [a, b), se verificd cu uguringd observind ci din unici-
tatea solutiei ecuatiei L,[y] = isfdcl itii
. «[¥] =0, satisficind conditiile (67) = A cd
; , ezulti
D%, %) =0, eto: 3 : il =

. : TR -
CoNSeCINTE. Din lema stabilitd, in aceleasi Ipoteze relative la ope-
ratorul L,, rezultd existenta si unicitatea solufiei ©(¥) a ecuafiei neomogene

Lalu(x)] = f(x), (70)
satisfacind condigiile

pEmy= gl =u.. .. = k= 2A(x) =0,
(71)

E
=

=

|-

0

LN

o
S —

Aici s-a presupus cd /(x) este continui in intervalul [a, b)

7 “Weoox ox i dui
1 A\ om nota cu L, (/: Ay, %) operatorul invers operatorului L,, consi-
derat 1n13])reunah cu conchtl'l'le (71), adicd operatorul prin care se realizeazi
cqurcspmll 10111:21 intre f}lI}Ctl.ﬂC /(x) € Cla,b) si solutiile p(x) ale ecuatiei
(]E‘I‘(.]]T,‘l:? e (70), satistdcind conditiile (71). Dupa cum se stie [22], opera-
torul L, (f; x, x,) admite o reprezentare integrala

ww) = L, (f: %, %) = S‘G(.r, S M %) f(s) ds, (72)

Ay

B (%5, X,

unde G(x, s; %, x,) este funcfia lui Green corespunziatoare problemei
bilocale (70), ((T1). Aceastd functie conform unui rezultat obtinut
de A. TIu. I, evin [I7], este continui in raport cu ansamblul variabilelor
X, S, x3, X, cind acestea variazd in intervalul [a, b). In cele ce urmeazi
ne vom folosi de urmitoarele notatii : i ik

Gk, &) = sup Jr g i vl i
.\:E(]&. arn] Ly, \Z—L}E ml G, s o %5) ff ) (“5)

-_a(]fr, C() == sSup I 3 : Ty s a Al =
.\._.eml. o] xg[t;!p.’lg HECTRS e i) Ici.s[ : (74)

Evident ci are loc inegalitatea G(h, «) < h-G(h, @). Tinind scami de
formulele (73) si (74), precum si de proprietatea de continuitate a functiei
Gu(x, S5 Xy, %) in raport cu ansamblul variabilelor x, s, Xy, Xy, se constatd
cd functiile G(h, «) si G(h, «) sint continue in raport cu « si & (@ <a<<at
+ A = b). liresupuuind pe o fixat (@< « < b), aceste functii sint nedes-
crescitoare in raport cu /. Considerim in continuare urmitoarea ecuatic
In necunoscuta %, analoagi ecuatiei (31) : '
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F*(h, o) = G(h, o) [chalh, &) Wi(h, @) + A b, o) W, @) +
F oo+ ohalh, @) W, )] + G(h, @) A(h, @) — 1 =0, (75)

Tunctia (F*(h, «) este nedescrescitoare in raport cu k cind h€(a, b—a),
intrucit functiile G(h, «), @(h, o), oti(h, «) si 9;(h, «) sint nedescresci-
toare. De aici rezulti cd mulfimea tuturor radicinilor ecuafiei (75) in ne-
cunoscuta 4, (« fiind fixat in intervalul (a, b)) formeaza un subinterval al
intervalului (0, b— «). Acest subinterval poate sd se reducd la un singur
punct, dacd ecuatia (75) admite o singura riddcind in necunoscuta / in in-
tervalul (0, b— =), sau poate si se reducd la mulfimea vidd, dacd ecuatia
(75) nu admite astfel de ridicini, In cele ce urmeazi, vom nota cu h*(«)
marginea inferioari a radicinilor din intervalul (0, b— «) a ecuafiei (75)—
privitd ca_ecuatie in necunoscuta h — in cazul cind aceastd ecuatie admite
astfel de ridédcini; in cazul contrar, considerdm prin definitie h*(a) = b—a.
Evident ¢ in cazul cind multimea riddcinilor ecuatiei (75) in ecunoscuta /&
nu este vida, 7*(a) va fi de asemenea o ridicind a aceleiagi ecuatiii, intrucit
functia (Z*(h) este continud in raport cu h. Cu aceste notafii si preciziri,
are loc urmatoarea
TrorREMA 1¥. Fie o un numdr oarecare din inlervalul [a, b) st fie X(x, @)
functia lui Cauchy asociatd operatorulwi diferential £ din (20). In ipotezele
1°,2° 3°de la § 3 siin ipoteza k,>1, are loc inegalitatea X (x, «) >0, valabild
pentru  orice x€(x, o+ h*(x)), unde h¥(a) reprezinid marginea inferioard
a rdddcinilor din intervalul (0, b— a) ale ecuatier (75), dacd aceastd ecuafie
admite astfel de rdaddcini, sau reprezinid numdrul b — o in caz contrar.
Demonstratia acestei teoreme se face intocmai ca demonstratia teoremei
1. Notim pentru simplicitatea scrierii, X(x, o) = X(x). Vor avea loc
relatiile (36), (41), (42), (44). Si presupunem cid in ipotezele teoremei 1%,
contrar afirmatiei acestei teoreme, funtia X (x) s-ar anula pentru o valoare
B situatd inintervalal (o, @ + A*(o)) numérul 2% («) fiind definit in enunful
teoremei. Aceastd funcfie mai are (prin ipotezi) si riddcina ¥ = «, care este
multipld de ordinul 6 — 1 (6 = &y + &y + ... + &,). S& considerdm ope-
ratorul M, = L, L, ... L,L,. Intrucitprin ipotezd L; are proprietatea
Twla, b), rezultd in baza lemei 3 c¢i operatorul II; va avea proprietatea
Ta(a,b),unde © = k) + ky + ... + ku_y. Atunci finind seamd de faptul
cd funtia X(x) se anuleazi pentru valorile « si B cu ordinile de multiplici-
tate o — 1, resp. 1, rezultd in baza lemei 1 ci functia de variabila x,
[1,[%(x)], se va anula pentru cel pujin o valoare x, din intervalul (e, ).
Dar intrucit %(x) se anuleazd pentru v = o cu un ordin de multiplicitate
o — 1, rezulti ci functia IT,[Z(x)] se anuleazd pentru x= o cu un ordin,
cel putin 6 —1 — 7, = %, — 1. Cum prin ipotezd k,>1, acest ordin
este mai mare ca zero. Considerdim in continuare ecuafia diferenfiald in
funcfia necunoscuta Y :
L[Vl = LR [, (76)
cu conditiile bilocale
Y (o) = Y'(Cf.) S e S'U‘n—'-”(cr.) =) 1 i (77)
Y(x) =0 |
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Tinind seamd de semnilicatia numirului x, care intervine in aceste condifii
Plﬂfsn‘g“ i de vcollstatanle anterioare privitoare la functia I, [ ()] se
:Ul]b a ta tnhldauta cd aceastd funcfie constitue o solutie a problemei -(76) ‘(,77')
S-a ardta 1111sa cd o astfel de problemd bilocald admite o singuri solufie, care
cil notatiile ntroduse antetior, se i = %

a r ‘ , Se poate scrie formal L . A ] (R e
Rezultd deci identitatea L

L,,"{Lpﬂl[]((;t)] s gy =11 ()] (18)

Cu acesfe; pregdtiri, sd aplicim ambilor membrii ai identititii (44) opera-
:{r.m.’ul i (-.; @, %). Tinind seamd de reprezentarea integrald (72) a aces-
ut operator, precum si de identitatea (78), obtinem identitatea

Ui, .Lle [Z(JU}] = S G(.\‘, it ;\:0) {:—ll(g) /i o Lzl-i[_Z(S)]+

F oo+ Auca(s) L [E(S)] + Auls) X(s)} ds.

valabild pentru orice x €(«, x,). Lui i i
valabi ! X €(e, ). nd valorile absolute ale ambilor membrii
i finind seamd de notatiile (28), (29), (30) si (73), obtinem urmitoarea

delimitare, valabild pentru orice x €(a %)

Ly LiLi[X(x)] |=

= cty(xy — a, @) S |Gl 2, 6, %) Ept - LoLi[X(s)]|ds +

a

+ G — a, o) [oa'z(,vn — Q)SyL,,__g oo o La [H )] [alslt

i ot bl = @) (LX) ds + ch(x, —a, ) 1Z(s) dsj- (79)

Fie £ un punct din interve b0, 11 ia | ]

isi :1tingz vall(_warea(:: 1111]120;;;1(:;“?;,[g‘ijurl‘oi{;tlci]r:'fliflh}nCjﬂ? | L”-‘_l'l el LZL“l L
ge; val 5 - ra [, %,]. Evident ¢i £ nu
I]{.matc coincide niei cu e, nici cu w, intrucit in aceste puncte functia
o llzl{ﬂ [Z(x)] se zull‘uleazﬁ. Deci £ €(a, xo). Intrucit inegalitatea (79)
ste valabild pentru orice x €(o, x,), vom putea si inlocuim peste tot pe x

¥

cu 2 1 finind seamd de notatia (74), obtinem ineglitatea

b=chi(¥ — = ) G — a, 2)p+

o

+ G (xy — o ct)ldf;z(.\-(, — @, &) SIL,,,E oo Ly [K(S) ]| ds + ... +
bty = o A ILLXON & F otz 20 5]
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Delimitind integralele care figureaza in membrul drept al acestei inegalitati
cu ajutorul formulelor (47), obtinem in urma unei simplificdri cu factorul
w(u=£0), inegalitatea

1 = oAy(%g— 2, o) G(¥

o, o) + G(x, — o, @) [Ay(Hg—%, @) Wu_s(¥o— % %) +

+ oo+ Api(xg — @, @) g%y — o, @) +
"I_ Of{f:(ﬁ"ﬂ — 0L, 0'-) ?Z[(ff-'o ==, Gf.)],

care ne arati ci pentru b = v, — @, are loc inegalitatea
F (g — oy @) = 0. (80)
Deoarece, dupid cum se constatd cu uguriutd, are loc relafia
lim (F¥h, «) <0 (81)
B0

si intrucit functia (F*(h, «) este continud in raport cu variabila /
(h€(0, b — a)), ar rezulta din (80) si (81) cd functia (F*(h, «) se anuleaza
pentru un numir /' situat in intervalul (0, x, — «). Pe de altd parte,
intrucit numirul x, satisface in baza lemei 1 inegalitatea o < ¥, < B, i
cum prin ipotezd f < h¥(«), ar rezulta cd rdddcina /4’ a ecuatiei (F*(h, o) =0
satisface inegalitatile 0 < ' < h*(a), ceea ce ar contrazice definifia numa-
rului 7% (2). Astfel teorema este demonstrata.

ConsECINTA. Daci o = 4, atunci teorema 1% ne furnizeaza un
interval (a, a + h*(a)) in care solujia y(x) aecuatiei L[y] =0, satisfacind
conditiile (51) nu se anuleazd pentru nici o valoare a variabilei .

7. Pentru a obfine in cazul k, > 1 un interval de forma [a, a 4 H)

in care operatorul diferential (F si aibd proprietatea T, proceddm ca in

\ - e - ) - A 1 1

cazul k, = 1 (a se vedea § 5). Considerdm in acest scop numérul A, definit
astfel

g+ Hy = inf {a+ h*(a)}, (82)
aEla, b)

~

unde /() este rddicina (in sensul precizat in § anterior) a ecuatiei (75).
Se constatd cu usurintd cd are loc egalitatea

. . 3 » ~ + # 3
inf {« + A*(x)} = Inf : {o+ h*(a)y =a + Ho, (83)
s&lai) «E[a; a+Hg)
de unde rezultd ci « 4 h¥(a) = a - H, pentru orice x€la, a+H,). In
baza teoremei 1*, se obfine astfel urmitoarea teorema :
TrorEMA 2% In ipotezele 1°—3°de la§ 3 si in ipoleza ky =1, areloc
EL S

inegalitatea F(x, o) > 0 pentru orice x $t o .Qaiiqﬁic:-ﬁﬂd relafiile a << o <
< a+ Hp.
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Pentru a obtine o delimitare inferioard a numirului Hy, procedam
cain § 5. Fie H un numdir din intervalul (0, 5 — a). Ne vom folosi in afari
de mnotatiile (57) si de urmitoarele ;

G(H) = sup Gla+ H —a, o),
xE[a, atH]
(84)
G(H) = sup Gla+ H—uq, a.
o [a, at+H]
Considerdim ecuatia in necunoscuta H :
FH(H) = G(H)[cAu(H) T(H) + cAu_ (H)H(H) + ... +
+ ca(H) Wy (H)] + G(H) Ay(H) —1 = 0. (85)

Se observa cd funcfia (7*(H) este nedescrescitoare de variabila & i inter-
valul (0, b —a), tntrucit functiile o;(H), 7(H), G(H), G(H), care intervin
in expresia functiei (F*(H) sint nedescrescitoare pentru H € (0, b — a).
Fie Hymarginea inferioara a 1adécinilor din intervalul (0, b — a) a ecuatiei
(85) ; daca aceastd ecuatie nuadmite nici o ridacing in intervalul (0,0 —a),
atunci considerdm prin definitie Hy = b — a. Are loc -

TrOREMA 3*. In ipotezele 1°—3° de la §3, Hy > H.

Aceasta teoremd se demonstreaza intocmai ca si teorema 3. Din teo-
remele 2% si 3% rezultd indatd wurmitoarea
< . & Lo . o ¥
ConseCINTA. In ipolezele teoremelor 2% s13%, oricare ar fi o €[a, a + Hy)
. s =%
are loc inegalitatea ¥(x, 2) >0, pentru »¢ (o, a + Hy).

O TMPUMEHHUMOCTH TEOPEMBI AUDODPEPEHIIMAJILHDBIX
HEPABEHCTB C. A. UATIJIBITMHA B CJAYYAE JIMHEMHDBIX
HHUODEPEHIIMAJIBHBIX YPABHEHUM

KPATKOE COIEPKAHME

B nacrosiuewn tpyne necaeayercs sonpoc unrepnoasiuny tuna (n— 1, 1)
DCTICHHSIMIC JTHHEANDIX JH((peperiinaibibIX ypaBueHnil nopsaka n i yera-
HABJINBAIOTCA J/Is1 MHTCPMOJSIIHA TaKOro THMA TEOPeMbl aHAJOTHUHblE Teo-
peme Baite IMyccena [35]. Mecaenyemsiii BOTIPOC TECHO CBSI3aH ¢ BONPOCOM
NPUMEHHMOCTH Teopembl Aun(epennnanstbix Hepaserets C. A. Uanibiruna
B TOM cilyuae, Korja BCC y3/bl HHTEPNOJISUHH COBMAfaioT, B CMBICIe CJIe-
JVIOUIETrO  ONPeIe/IeHH:

ONPENENEHME, Hycre  L,[v] aunedinon OTHODOAH B dughcheper-
quaavHoul oneparop Nopadka n, ¢ HenpepbleHbIMU Koahpuyuenranu Ha un-
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repsase [a,b), a,(x)=2£0 dan xe[a, b) a nyero x¢€la, b). Tosopum, uro
L, o6aadaer csoiicreon T, .[a,b) ecau xaxoi 6ot wu Gotaa yrKyus

f(x)eCrla, b)  ydosaersopsiouas ycaosuam (2), a TarKuce HepPABEHCTHIY

(3), ara pynryus yoosaercopser Hepasetcray (4). ]

losopun, wro oneparop [, obaradaer ceodcrson T,[a, b), eciu on
nOaadaer ceoticreom T, . |a, b) raxod Got Hw Gola y3ea xq €[a,b).

IMycre  £ly] auueiiabiii u ogHopoauslil auddepenuHaIbHBIR  onepaTop,
nmopsinka o, Ilpeanomnaraem, uto od gonyckaert pasnoxcnue suga (20), rae
L;|y], aBasorcst sunefiHbIME AUy pepeHinasbibiMi ONEepaTopaMu [opsIKOR
ki(ky + Fy + ... + ky = 0) 1 eweé, uTo BHIMOJNHAIOTCS CAEAYIONINe YCAOBHS:

1°. Kakum 6ot Hu 6o i=1,2,.. ., n, Koahpuyuenrot a; o(x), ..., @; ,(x)
oneparopa L; uz (19) npunadaescyr kaaccy C7'=%a, by, 20e 7., =kiy, +
+ Fhigo 4+ oo A Ry ow @ip(x) £ 0 va uurepsaae [a, b].

2°. Kakum 661 Hu 6ota i=1, 2, ..., n, oneparop L; o6aadaer csoii-
crsom Tyla, b).
3°. Koaghpuyuentor A;(x), (i =1, 2, ..., 1), sxodaue & solpaxsceHue

(20) oneparopa £ 964210TCH  HERPEPLIBHLIMI  (DYHKWUAMU g  UHTEp-
sare |[a, b]. :

B Tpyae ycranaBmuBaercs CJeiylonias

TEOPEMA  [lpu ycaosusax 1°, 2° 3° u npu H,')E@I]-Qfo%eﬁuu R,
oneparop L uz (20) obaadaer csodcreom Tela, Hp), ede Hy npederasaner
coboti  HuscHiolo  epant  Kopued uz  untepsasa (0, b-—a)  ypasiie-
nus (85), no ueussecrroli H. (Ecan ypasmenue (85) ne jgomyckaer Takux
Kopueii, To 6epercs Hi=b — a). _

B ypasuennn (85) ¢yrrunu  oA;(H) paores (opmynamu (57), a
U (H), G(H)w G(H) onpegensiores clemyolM 00pasom: =

I. TTycte i HATYpaJbHOE YHCTO, YA0BJAETBOPAIONICE HEPABEHCTBY == 7t —1,
m nycrs 11,[Y] audhepeHOUaNbHBIT onepaTtop, onpejpenéuunii B (25)
it UMerownit nopanox T =Rk, + Ry + - oo+ Ray

B Tpyne nokasawo, uto npu ycaosusix 1°-— 3° oneparop II; obnanaer
ceoifctsom 75;(a, b).  HManee, mycTe o JioGoe uieno u3 [a,b) u nycrs
A, @) pemenne HeoaHopojnoro Audepenunanbioro ypasuenns (26),
ynosaerBopsioniee aas X = o ycaosuam (27). HMs ceoiicrsa Ty[a, b)  one-
patopa [l Belrekaer Hepaencto N;(¥, «) >0 mags {_e(g” h).  HWwmes BBHjY
9T0 HepaBeHCTBo, onpenensaiorcs umuena W (kh, e) W G (H) cooTHOUIEHHSIM
(28) u. (57).

[I Tlpn yeaoBusix 1°—3° u npH JIONOAHHTENBHOM  TIPEATIONOMKEHUT
ko> 1, B Tpyme noxasaHo, uto kpaemas 3agaua (70), (71), nomyckaer
thyurumio Ipuna, xoropas o6osHauaerest G (%, s, ¥, X,) W npu  mOMOLL
Kortopoit onpeneasiiorcss Gpyuknun G(h, @) u €(h, «), no Qopmynam (73)
i (74), a norom (pyukuuu G (H) v G(H) npu nomoinn (opuya (84).

» st nokasaTesibcTBA BBILIEYKA3aHHOH TeopeMbl HCTIO/ILBOBANCE JIEM bl
2, 3 u 4. Jlema 2 yTouHsieT H3BECTHYK TeopeMy o cpeanem I ﬂoua‘ [24],
a JieMa 3 Kacaercs coxpaleHuss B OMpeienEéHHOM cMbicae cBofictBa T aByx
JAUHEHHBIX  AH(]epennaJbHbIX  ONepaTopos, TMpPH  COCTABICHHH HX [PO-
H3BEIeHHII,
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SUR I/APPLICABILITE DU THEOREME DES INBGALITES DIFFE.
RENTIELLES DE S. A. TCHAPLYGUINE DANS LE CAS DES EQUA -
TIONS DIFFERENTIELLES ILINEAIRES

RESUME

Dans ce travail on étudic le probleme de I'interpolation du type
(n —1, 1) aux solutions des équations différentielles linéaires d’ordre et
on- établit pour l'interpolation de ce type des théorémes aualogués au
théoreme de C. de la Vallée Poussin [35]. Le probleme traité est en rﬂppc;rt
€troit avec le probléme de l'applicabilité du théoréme des inégalités diffé-
rt?!ltlelles de S. A. Tchaplyguine, correspondant au cas oll tous les noeuds
d’interpolation sont confondus, suivant la’ définition suivante : . o
\ DJ[EFIN]TI(_} N. Seit L, [3{] un  opérateur différentiel lindaive et home-
geéne d’ordre n, ayant les coefficients continus dans un intervalle [@, B}, ay(%x) ==
#= 0 pour xela, b) et soit x, €[a, b). On dit que L, posséde la ip?’gjﬁﬂ'("!("
T, vla, b) si, quelle que soit la fonction f(x)€ C*[a, b), satisfaisant awx
conditions (2), ainsi qu'a I'inégalité (3), cette fonction vé,ri;“:."c’ Uinégalité (1)
 On dit que I'opérateur L, posséde la propriété T,la, b), s'il a la propri-
¢té Ty, s,[a, b) quel que soit le noeud xy€[a, b). '
Dans le présent travail on considére un opérateur différentiel linéaire
¢t homogéne £[y] d’ordre 5, dont on suppose q'il admet une décomposi-
tion de la forme (20), ot Z,[y] sont des opérateurs différentiels linéaires

ayant respectivement les ordres #; (fy g A= s B = o). On suppose
ausst que sont remplies les conditions suivantes :
! 0% ] i
1° Quel que soit 1 =1,2, ... n, les coefficients a;o(x),..., a; (¥
\ LS

de Vopérateur L; de (19) appartiennent a la classe Ci- s 0); ol ==k
+hige + oo+ Ry et a; o(%) £ 0 dans Uintervalle [a, D). _ -

B o . » — e = » g e p——r S
T, . Quel gque soit 1 =1,2,..., n, Vopératenr L; posséde la propriété

3° Les coefficients Ay(x), (i =1, 2 n) qui 1 '
: : renls : v2h e, M) quil interviennent dans
.l[ .ex;b)rc‘ss-ron (20) de l'opératenr £ sont des fonctions continmes dans intervalle
a, b).

Dans le travail on établit entre autres le théoréme suivant :

TaLoREME. Dans les hypothése 1°, 2° 3° ef dans Ulhypothése k, > 1,
Jfopem?m;:f £ de (20) posséde la propriété T,[a, Hy), o Hy représente lu
borne -,a.?zfememe des racines dans I'intervalle (0, b — a) de I'égquation (85)
dans imcogﬂfue H. (Si I'équation (85) n’admet pas de telles racines, alors
on prend Hy =0 — a).

Dans I'équation (85 ) les fonctions o{,(H) sont données par les formules
(57), et U;(H), G(H) et G(H) se définissent comme suit :

L Smt,-z. un nomb;e naturel satisfaisant a linégalité i < » —1, et

soit I1;[Y] 'opérateur différentiel défini dans (25) etayant l'ordre 7; = f, -

+ k‘+1 + e + kﬂ—l-

APLICABILITATEA TEOREMEI LUI §. A. CIAPLIGHIN 3]:_
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11 est montré dans le travail que dans les hypotheses 1°—3° l'opl-
rateur [1; posséde la propriété 7% [a, b). Soit ensuite « un nombre quel-
conque de [a, b) et soit N,;(x, «) la solution en rapport avec la variable v
de l'équation différentielle non-homogene (26), satisfaisant pour x = «
aux conditions (27). De la propriété 77 [a, b) de l'opcrateur II; il résulte
I'inégalité N, o) >0, pour ve(e, b). En tenant compte de cette iné-
galité, on définit les nombres 9;(h, «) et 9;(H) respectivement par les
relations (28) et (b7).

II. Dans les hypothéses 1°—3° et dans 'hypothese supplémentaire
k, > 1, on montre dans le travail que le probleme bilocal (70), (71) admet
une fonction Green que 'on note G(x, s; ¥y, 4,), au moyen de laquelle on
définit les fonctions G(h, o) et &(h, «), conformément aux formules (73)
et (74) et puis les fonctions G(H) et &(H) a I'aide des formules (84).

Afin de démontrer le théoréme dcnoncé, on a utilisé les lemmes 2, 3
et 4. Le lemme 2 apporte une précision dans un théoréme connu de mo-
yenne établi par G. Polya [24], et le lemme 3 se réfere a la conservation
dans un certain sens de la propriété 7 de deux opérateurs différentiels
linéaires par la formation de leur produit.
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