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ASUPRA UNOR SISTEME DE INEGALITATI SI ECUATII
LINIARE CU SOLUTII NENEGATIVE.
APLICATII LA PROGRAMAREA LINTARA

DI
LIVIU NEGRESCU
(Cluj)

In nota de fati vom stabili conditii asupra coeficientilor unui sistem
de inegalititi liniare, pentru ca toate solutiile lui, diferite de solutia nuld,

sd [ie nenegative.
Problema solutiilor nenegative ale sistemelor de inegalita{l sau ecuatli

liniare, are o importan{d in teoria jocurilor i a programdrii liniare.

Cu probleme legate de existenfa solufiilor pozitive ale sistemelor de
ecuafii si inegalitifi liniare s-au ocupat mai mulf{i matematicieni printre
care putem aminti pe E. Stiemke [8], L. L. Dines [2], C. F.
Gummer [4], V.S Mihelson [6], S.N. Cernikov [1].

in lucrarea [7] am dat, impreund cu A1, Németh si T. Rus, o
conditie suficientd pentru ca un sistem de ecuatii liniare sa aibd o solutie
pozitivi.

L.I. Dines, in lucrarea [2], di o conditie necesard si suficientd .
pentru ca un sistem de n ecuatii omogene in m necunoscute sd admiti '
cel pufin o solutie nenegativa.

1. Fie sistemul de inegalitifi liniare
Ax=h,
unde

/ - |
By oo o By x by
AL G v v ool X 2 0f, b=
{]iﬂl AR (r”lll 'L-'" ])”f

Derintria Lo Spunem ca X este o solufie a sistemului AX = b dacd
Ax=h. : : oo .
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DyviNrpiy 2. O solutie a  sistemdui AX == b o vom  nwmi pozitivd

(nemegativa), (nuld), (nepozitivd), (negativd), dacd
x>0, (=0), (=0, (<0), (<0).

In cele ce urmeazd introducem citeva notatii. Dacd suprimim din
matricea A linia s1 coloana a 7-a, atunci notam noua matrice cu A

Dacd din matricea x, formatd dintr-o singurd coloani, suprimim pe
£xj, atunct noua matrice o vom nota cu xJ,

Prin a; notdm coloana a j-a a matricii A din care lipseste elementul B

2. In cele ce urmeazi ne vom ocupa de cazul sistemelor omogene in
care m = n, deci cu sistemele de forma

Ax = 0. (1)
Relativ la aceste sistenie demonstrim teorema wrmatoare :

Troreyma 1. Daci :
a) sistemul AX >0, are cel pulin o solutic X nenegativi :
b) a; >0, ay=0, pentru ¢£4 ol = Lol ol

i ==

atwnci toate solufiile sistemadui (1) diferite de solufia nuld, sint nenegative.

Demonstratie. Demonstrim prin inducfie completd. Si considerim
n = 2. Sistemul (1) ia forma : :
ayXy + Aty =0
g1 Xy ~F Gy =0
Fie X o solutie a sistemului (2) $i sd presupunem ci ¥; < 0. Din prima
inegalitate rezultd atunci cd a;,, < 0 si %, < 0, adici X < 0. La aceeasi
concluzie ajungeam dacd presupuneam ci X este o solutie a sistemului (2)
in cate @, < 0.
S ardtdm acum cd sistemul (2) in ipotezele teorémei 1 nu poate avea
solutii negative.
Din conditia a) si din faptul ci X este o solutie a sistemului (2), rezultd
cd avem
A(X 4 AX) >0, daca & > 0. (3)

Presupunem ¢d X < 0. Atunci fie de exemplu &, > 0si luim kb = — "

Sistemul (3) devine
(X + k%) >0
(pe(Xy + k%) >0,

ceea ce constituie o contradictie.

(S
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Sistemul (2) nu admite deci solufii negative. Am demonstrat astfel
cd sistemul (2) nu admite solufii in care o necunoscuti ar avea valoare
negativa. Deci toate solutiile sistemului (2) diferite de solutia nuld sint
nenegative.

Presupunem acum teorema adeviratd pentru matrici de ordinul » — 1.

Fie X o solufie a sistemului (1) si presupunem cd pentru un indice
1 %, <0, :

Vom arata intii cd dacd existd o solutie in care o necunoscuta oarecare
are o valoare negativd atunci gi celelalte necunoscute au valori negative,
adicd solufia respectivd este negativid. Pe urmi vom arita, ca si in cazul
n =2, ci sistemul (1) nu admite solutii negative in ipotezele teoremei 1.

Din aceste doua concluzii rezultd, evident, ci solutiile sistemului (1),
diferite de solufia nuld, sint nenegative.

Presupunem prin absurd ci existd un j=£4, 1 <<j =< »n, asa ca ¥, = 0.

5S4 consideram sistemul

A/ = — ajx;. (4)

LEvident cd matricea sistemului
Axi=0 | ()

satistace conditiile teoremei 1. Intr-adevir dacid ¥ este o solutie nenegativi
a sistemului Ax > 0, atunci cu atit mai mult avem si Axi>0.

In baza ipotezei toate solutiile sistemului (3) sint nenegative. Aceasta
insd este in contradicfie cu faptul cid ¥ este solufie a sistemului (4), deci
si a sistemului (5).

Ramine sd ardtam ca sistemul (1) nu poate avea solutii negative. Fie
x < 0 o solutie a sistemului (1).

Atunci avem

A(x 4+ &X) >0, unde k& > 0. ()

T B : i
Fie ¥,>0. Luind » = —-", in sistemul (6) va dispare coloana a
x

A
) inegalitatea a r-a, obtinem sistemul

r-a. Eliminind din sistemul (6
A(xr + RXY) =0, (7)

Solutiile sistemului A, x’ == 0 sint nenegative sau nule cici A, este o
matrice de ordinul # —1, care satisface condifiile teoremei 1. Deci X -+
+ RX" == 0. Intrucit X'+ kX" = 0 nu poate verifica sistemul (7), rezulti
cd X'+ kX'==0, dar atunci inegalitatea a r-a a sistemului (6) nu poate
fi satisficutd de aceastd solutie cidci x,+ k%, = 0, iar a,; = 0 pentru
o2 g, =T, 20000,

Astfel teorema este complet demonstrati.

ConsecINTA 1. Rangul matricic A, care satisface condifiile a) si b) ale
teoremei 1 este egal cu n.
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Daca rangul matricii A ar fi » < », atunci sistemul Ax — 0 ar admite
o solutie x 0. Dar atunci el admite ca solutie si pe — X, ceea ce contra-
zice teorema 1. -

ConsecINTA 2. Dacd matricea A satisface conditiile a) si b) din teo-
rema 1, atunci sistemul Ax = p admite o solutie unicd nenegativd oricare av
fi p=0.

Existenta si unicitatea solufiei rezultd din faptul ci matricea A este
nesingulard. Solufia este nenegativi, cdici ea satisface totodatd si sistemul
(1), intrucit p = 0. ‘

ConsecINTA 3. Dacd matricea A este astfel incit

a’) existda un X >0 asa ca Ax =0 ;
b} wg =0y =0 A gl =1, 0

alunci toate solutitle sistemului (1) diferite de solujia nuld, sint pozitive.
Intr-adevidr daci x 20 este o solufie nenegativa si x, = 0, atunci
inegalitatea a /-a nu poate fi satisfacutd de solutia X. Evident, in aceste
condifii sistemul AXx = p va avea o solufie unicd pozitivi, oricare ar fi
p=0
Consecinta 4. Dacd matricea N satisface conditiile a) si b) din feo-
rema 1, atwnci sistemul

L
Ay =1, JE=(ES (8)
\ !n
are o solufie wnicd nenegalivd oricare ar fi 1 =0,
Unicitatea solufiei sistemului (8) rezulti din faptul c¢i rangul matri-
cei A este egal chiar cu .
Faptul ci aceastd solutie este nenegativi rezultd din lema lui I'ark a s-
Minkowski [3] care se poate formula astfel:
Egalitatea A'y =1 are loc pentru v =0, atunci si numai atunct cind
I'x =0 oricare ar [i x astfel ca Ax = 0.

ConSECINTA . Dacd matricea A salisface condifiile a') si b') alunci
sistemul (8) are o solufie wunicd pozitivd.

intr-adevir, dacd un anumit y;, = 0, atunci ecuafia a i-a nu mai poate
fi satisficutd chiar dacd /; = 0, intrucit sistemul (8) cu condifia | =0 ad-
mite o solutie diferitd de solutia nuli.

CoNSECINTA 6. Dacd matricea A satisface conditizle a) si b) din leo-
rema 1 st 1 >0, atunci sistemul (8) adwmite o solufie unicd pozitivd.

Faptul ca solutia sistemului (8) este pozitivd rezultd de acolo ci daci
o anumitd necunoscutd ar fi nuld, de exemplu y; = 0, atunci ecuafia a 7-a
nu poate fi satisficutd intrucit restul necunoscutelor sint nenegative.
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Dacd in teorema 1 ludm X = [ : |, atunci conditia a) devine:

O matrice care satisface conditiile a’’) si b) este de tip Mink ows ki-
I,eontief [5]. Putem deci enunta :

Daci A este o malrice de tip Minkovski-Leontief atunci sistemul (8)
adwmite o solupie mnemegativd.

‘ Ti_1 particular, dacd I > 0, atunci sistemul (8) relativ la o matrice de
tip Minkowski-Leontief admite o solufie pozitivd. Acest rezultat poate fi
gésit g1 pe altd cale, utilizind elemente de teoria jocurilor [8].

Consecinta 7. Dacd matricea A satisface condifiile a) si b) ale teo-
rvemer 1, alunct sistemul

Ay=0 (1)
are toate solujiile diferite de solufia nuld, nenegative.

_fntr—adevér, daca 1 >0, atunci sistemul (8) are o solufie pozitivi,
deci A’ satisface conditiile a) si b) ale teoremei 1.

TroREMA 2. Dacd :
c) sistemul Ax >0 admite cel pufin o solufie pozilivd ;
d) fiecare din sistemele

Axv= ), v —=1,2 7%

posedd cel putin o solufie nenegativd
e) a; <0, a; =0, 1Fj(j=12 ..., 9),;
alunct solugiile sistemului (1) diferite de solufia nuld, sint pozitive.
Ardtdm intfi cd toate solufiile sistemelor
Axi=<0 == L s
diferite de solufia nuld, sint nenegative.
Intr-adeviar dacd notim B; = —A,, 71 =1,2,..., n, atunci se ob-

servd cd B; este o atrice ce satisface conditiile a) si b) ale teoremei 1,
deci toate solufiile diferite de solufia nuld ale sistemelor

Bxi=0 Goe=Tls Bivis s B (10)

sint nenegative. Innmulfind cu — 1, gisim ci toate solut,;iile diferite de
solufia nuld ale sistemelor (9) sint nenegative.

7 — Studli sl cercetdri de matematicd 1/1963
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Presupunem cd sistemul (1) admite o solufie X £ 0 in care un anumit
¥, =0, 1=+¢=mn Atunci sistemul

AX = —aF; (11)

1

are ca solutie pe X¢, iar sistemul

A(—x) = ax; | (12)
are ca solufie pe —X'. Cam a;¥; =<0, iar solufiile sistemului (9) sint ne-
negative sau nule, rezultd ci — X/ =0 sau X =<0, deci X << 0. S# aritim

c acest lucru nu este posihil,
Avem AX >0 st AX =0, unde X >0 iar ¥ = 0.

Atunci
A(x + AX) >0 daci & > 0. (13)
Fie % < 0. Atunci ludm kg = — ii deci x, + k%, = 0.

X
-
Din (13) avem

A (X BXY) >0,
sa

A (—xX"— LX) < 0,
adicd — X" — AR = 0 sau X’ + £Xr=<0, dar atunci inegalitatea a r-a nu
poate fi satisficuti.

Rezultd cd dacd X este o solutie a sistemului (1) diferiti de solufia nuli,

atunci nici o necunosceutd %;(¢ =1, 2, ..., #) nu poate fi nuld sau negativi,
adicd X > 0.

Teorema 2, ca si teorema 1, are citeva consecinte. In primul rind se
vede imediat cd gi in conditiile teoremei 2, rangul matricei A este egal cu
n. Consecinfa a 2-a ramine evident valabila daci iulocuim conditiile a) si
b) ale teoremei 1 cu conditiile ¢), d) i €) ale teoremei 2. In acest caz solutia
sistemului AXx = p este chiar pozitivi.

Consecinta a 4-a de asemenea rimine valabild gi in conditiile ¢), d) si e).

Consecinta a 6-a ramine valabila fnlocuind conditiile a) si b) cu con-
ditiile ¢), d) si e).

Intr-adevir, dacd sistemul (8) ar avea o solutie nenegativa v; si V; =
= 0,1 <7< n, atunci sistemul

Ajvi=1F ‘ (14)

admite solufia nenegativi y'==0. Din (14) insi avem
— Al ) =1

Dar — A, satisface conditiile a) si b) ale teoremei 1 si cum Ii > ),
rezultd din consecinfa 5 ci —¥¢ >0, deci ¥ < 0, ceea ce este o contra-

dictie,
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De asemenea ramine valabild si consecinta 7.
Intr-adevidr, daca sistemul (1’) ar avea o solufie v3£0, care nu este
nenegativd, atunci ar insemna ci sistemul

Ay =A"y
are o solufie unicd care nu este nenegativi, ceea ce contrazice consecinfa 4.

3. In continuare vom considera sisteme neomogene de forma
Ax = (LH)

DgrINtrIa 3. Spunem cd matricea A este de tipul 1 (11) dacd ea salisface
condititle teoremei 1(2). :

TeorEMA 3. Dacd matricea A a sistemului (15) este de tipul 1 sau 1T,
alunct orice solufie X a sistemulwi (1) satisface inegalitalea X = X, unde X
este solutia sistemului AX — ),

Demonstratic. Tie X o solutie a sistemului (15). Punem X =X -} v
Atunci

AX = Ay +AX=Ay + h =),

sau

0, (16)

I/

Ay

dar atunci X = x.
In particular, dacd b =0, atunci din consecinta 2 urmeazi imediat
cad X = 0, deci toate solutiile sistemului (15) sint nenegative.

4. Sd indicdm acum citeva aplicatii ale rezultatelor de mai sus la pro-
gramarea liniard. Considerdm urmitoarea problemi de programare liniari -
Sd se minimizeze [orma

Fi=="6x]) €= (¢, Cg- .+, Cu), 7]

pe mulfimea solutiilor nenegative a sistemului

Ty i Yyn
Tx = b, U= s 25 nsmmn , (18)
W s g
K b
x=|[:], bh=|:
Ta b

TrorEMA 4. Dacd U este o maltrice de tipul 1 sau 11, far h =0, e =0,
atunct forma (17) isi atinge minimul pe multimea solufiilor sistemului (18)
penlru X = X, X firnd solufia sistemudui Ax = h:




(=<2
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Teorema este o consecinti imediatd a teoremei 3, observind ci (e, x,) =
= (e,x), dacd x=X.

Presupunem ci U = : , unde A este o matrice de tipul I sau II.
Sistemul (18) il punem atunci sub forma
Ax =)
x=bh (18)
Bx = h".

Lvident, daci X este o solufie a sistemului Ax = b’, iar Bx = h",
atunci X este chiar solufia problemei de minimizare In cazul c¢ind e = 0
si b= 0.

Problemele de programare liniard se pot rezolva cu ajutorul metodei
simplex. Aceastd metodd este incomodd uneori din cauza numirului mare
al inegalitdtilor. IndicAm un caz particular in care numirul inegalitdtilor
se poate reduce. Si presupunem ci

A C
Ui=("p )
unde A este o matrice de tipul I sau II, € are toate elementele nepozitive,
iar b’ = 0.
Sistemul (18) il punem sub forma :

(19)

unde b = [h:,). iar X = [x:r)'
b X

- Sistemul
Ax’ +Cx" = h'il transformdm in sistemul de egalitifi

Up%y + 8u%, + .. Fa, % e x Fep )+ Fen] —y, =5,
£ a8y o0 g (20)

la care addugdm condifiile y,=0, +=1,2,...,7
Evident, orice solufie a sistemului (20) in care

*‘;’/‘2_:()1 _7.:1;21"118 :,;;“i }’i;ol 3’———‘1,2,...,7’,
este nenegativd. Exprimdm necunoscutele %, &7, ...,  in functie de restul

necunoscutelor din sistemul (20) si le fnlocuim in sistemul Bx = b”. Ficind
acest lucru gi In forma liniard (17), problema revine la a minimiza forma

J' = (m,z) . (22)
pe mulfimea solutiilor nenegative a sistemului
Vz=q, - (23)

unde sistemul (23) are cu 7 inegalitdti mai putin decit sistemul (18), numarul
necunosctitelor raminind acelasi. SRR
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O HEKOTOPbLIX CUCTEMAX JIMHEHMHBIX HEPABEHCTB W-
YPABHEHHMM C HEOTPHLIATEJIbHBIMUW PEIIEHMWSIMH.
[TPUMEHEHMS K JIMHEMHOMY [TPOI'PAMHWPOBAHUIO

KPATKOE COJIEP)KAHWE

B rpyne naiooTcsi ABa A0OCTATOUHBIX YCJIOBHS, NJS TOrO 4TOOH! JIHHEH-
Hasg M ONHOPOAHAA CHCTEMA /1 HEPABEHCTB C /1 HEM3BECTHLIX HMesaa BCe perie-
HOS HEOTPUIATENbHEIE.

IMoTom 3TOT pesysibTaT PAaCHpOCTPAHAETCH H HA HCOAHOPOAHLIE CHCTEMBI
[IpH TIOMOLLH TEOPEMEI 3, YTBEPKIAIONIEH cJaeLylolee:

Ecau marpuya A ydosaersopser npednososicerunn reopemnt 1 wan 2,
TO GCe petdenus X CUCTeMbL

Ax=Dh

YAOBJACTBOPAKT COOTHOLIEHHIO X;X. riae X sapJsercsd perreHdeM CHCTeMbl

Ax = b.
Eciu x = 0, 10, oueBHAHO, Bee pelienus cuctembl (1) neorpuuarenbubl.

B Tpynme Takxe MOKasaHO, YTO IMpPH YCJIOBHAX Teopembl | mwim 2, nis
Toro utobnl X =0 mocraTouxo, utobs h =0

B mocnmennedl wactu Tpyna aBTOp Aa€T NpHMEHEHHE K JHMHEHHOMY Mpo-
rpaMMHPOBAHHIO M MOKasblBaeT YacTHYIO 3ajauy JHHEHHOTO IIPOrpaMMHpO-
BAHHMIO B KOTOPOH YHCIO OrpaHnyeHnii MOYKHO YMEHBIIHTHL (€3 H3MCHEHUS
upcaa HeH3BECTHBIX,

SUR QUELQUES SYTEMES D'INEGAILITES ET D'EQUATIONS IINE-
AIRES AUX SOLUTIONS NON-NEGATIVES. APPLICATIONS A IA
PROGRAMMATION LINBAIRE

RISUNMIL

On donne detux conditions suffisantes pour qu'un systéme linéaire et
homogéne de n inégalités 4 n inconntues ait toutes les solutions non-négatives.
Ensuite on étend ce résultat aux systéme non-homogenes par le théoréme
3, qui affirme que :
St la matrice A salisfail aux hypothéses des théorémes 1 ouw 2, alors loutes
les solutions X du systéme

Ax =Dh (1)

satisfont d la velation X = X ott X est la solution du systéme AX = b. Si X =0,
alors toutes les solutions du systéme (1) sont évideemmnt non-négatives.
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On motre en outre que dans les conditions du théoréme 1 ou 2, pour

que x>0 il suffit que b= 0. i
Dans Ia derniére partie du travail on donne une application 2 la program-
mation linéaire et 'on montre un probléme particulier de programmation
linéaire, ot le nombre des restrictions qui interviennent peut étre réduit
sans modifier le nombre des inconnues,
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