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REPREZENTAREA UNOR SISTEME DE ECUATII
CU AJUTORUL NOMOGRAMELOR CU TRANSPARENT
ORIENTAT

DE

LASCU BAL si GH. D. [ONESCU
' (Cluj)

/

Ne propunem in lucrarea de fafd si examindm anumite sisteme de
ecualii, care se pot rezolva cu ajutoru lunei nomograme cu transparent
orientat.

Fie pentru aceasta un plan fix (w), raportat la sistemul cartezian
oxy (fig. 1), in care sd presupunem trasate cimpurile binare (z,, 2;) ; (24, 2;);
(zq, %), exprimate analitic de ecuatiile

%= fu

(£, 25)- Y = 8as
W - ’;’- = f67 1
(26, 27) W= (1)

_ % = [

(e 20) V= Eay

si de asemenea un plan mobil (=’), raportat la sistemul oxy, (fig. 2), in
care de data aceasta si presupunem trasate curbele suport ale variabilelor
%, %y, %, exprimate analitic prin ecuatiile parametrice :

(C’) %=

Y on=a
st = (©@
(Cz) Y= 68 \ . #
(C') xl = fs

M=2E8

#
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Pozitia planului (n’) fatd de planul (=) depinde de 3 parametri; are
in general 3 grade de libertate. Punind condifia ca un punct P,, din
cimpul (z, z,) sd coincidd cu un punct M; de pe curba (), realizim un
contact de pozitie care micsoreazd cu 2 unitdfi numirul gradelor de liber-
tate, iar condifia ca dreapta D’ din planul (n’) sd fie paraleli cu dreapta
(D) din planul () migcoreazi cu incd o unitate numdérul gradelor de liber-
tate. Asadar, contactele de pozitie ale planului (=), fatd de planul (=),
siut :

M e=P,,; D|D (3)
[ Y D
()|
Rs
Bis
Zs ?5 =)
Zy
0 e
Fig. 1
Ay, D'
(7)
zz
M; ‘3
M,
C; Cs
0, Xy

Fig. 2
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Contactele de rezolvare sint in acest caz date de
M, H Pgy, MsizlP'g ’ (4)

Exprimind analitic cele 3 contacte, se gasegte sistemul de ecuatii cu

9 variabile ce poate fi rezolvat cu o asemenea nomogrami, sub forma :

f1*/45 :faﬁfm':fa *fss
&1 845 = 82 — Bev = &3 — &so ()

Asadar, un sistem de ecuafii ce contine 9 variabile, care poate fi pus
sub forma (b), se poate rezolva cu o mnomogrami cu transparent orientat
de forma indicata in fig. 1.si fig. 2.

in cazul cind in planul (n) cimpurile binare sint inlocuite cu sciri
(fig. 3 si fig. 4) ale cdror suport au ecuatiile:

y D 1y b
Ps e
Zsy » % &
25 P‘, M
Cs A z 7 <
Cq CG' c!
0 J—(- o Xs
Fig. 3 Fig. 4
X =4 . % = [
C (c
(€4 M =& ‘ 1) ¥ =&
X =5 . ¥y = [y .
(Cs) (C 6
© =g 2) V1= 82 (6)
X =g . % = fy
C (C
(Cs) ¥ = Li 3) Vi = &a

atunci o asemenea nomogrami rezolvd un sistem de ecuatii cu 6 necunos-

cute, care poate fi pus sub forma

f1%f4 :fz—fszf:a _fﬁ

— & (7)
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in continuare ne vom ocupa mai indeaproape de sistemele de ecuafi
cu 4 necunoscute, mai des intilnite in tehnici. Dacid un asemenea sistem

poate fi pus sub forma

.fa 7]‘1 :f4 *fz
8 — & =81 — & (8)

atunci acest sistem poate fi rezolvat cu o nomogrami cu transparent ori-
entat, unde in planul fix (n) se traseazi sciirile variabilelor z siz, (fig. 5)
cu suporturile (C;) si (C,), care au ecuatiile
X = f]‘ . x = f2
€) (Co) .
Yy =& Y =£s
iar in planul mobil (n') se traseazd scirile variabilelor z, si z, (fig. 6
suporturile

(9)

% =y ¥ = f4
i (& (104
( 3) 5 ( 4) ¥y = L5
y K .
(7) N (%) i
Z:
M,
Z3
My
C2
C;
X (0] X
Fig. 5 . Flg 6

Contactele de pozifie sint realizate in acest caz prin condifia de para-
lelism a dreptei (D) din planul (x’) cu dreapta (D) din planul (w) si

prin condifia ca un punct M de pe curba (C;) si fie in contact cu un
punct M, de pe curba (C,)

M, = M,
jar contactul de rezolvare este dat deci de

M, = M,
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Intr-un articol [6], D. G. Lapteva isi propune si rezolve sis-
temul

fo() = fi(n) + f3(w)

12(0) = @u(u) + fu(?) (11)
cu ajutorul unei nomograme cu contact de tangentd cu o singurd aliniere
Noi reludm acest sistem si ardtdm cid Impreund cu o clasid mai largd de
sisteme admite de asemenea o reprezentare simpld cu ajutorul nomogra-

mei cu transparent orientat indicatd mai sus.
Pentru aceasta, scriem sistemul (11) sub forma (8) si avem :

f3+f1 :U+f2
00— =fi—1f

cu suportul scdrii pentru variabila (1) dat de ecuatiile

x=—f
()
J==
iar pentru variabila (») de ecuatiile
¥=—f,
7
w y=1U

ambele variabile fiind reprezentate in planul fix (=) (fig. 7).

(?r) Y D yj‘ DI
(1)
w
-1
g
M,
0 i 0’ Mj’ I!llll‘l‘{l l{f

M, ' -
/\1‘:

Fig. 7. Fig. 8

Observam cd scara variabilei () se afla pe o curbd, iar scara variabilei
(v) pe bisectoarea a 2-a a sistemului oxy. Analog, in planul (n’) avem pen-
tru variabilele (w) si (/) scdrile ale ciror suport are ecuatiile

@ DTk e

11
¥y =10 ) n=rh
adicd sint tocmai axele de coordonate (fig. 8).
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Contactul de pozitie este realizat de
M, = M,; D'\ D,
iar contactul de rezolvare este
M, = M,.

Cu alte cuvinte, fiind date valorile variabilelor » si w, se pot gési valorile
corespunzitoare ale variabilelor » si ?.

Pentru evitarea erorilor de contact si citire a rezultatului, este necesar
ca scirile corespunzitoare si se taie sub unghiuri mai mwaii ca 20°. In
acest scop se aplici celor 2 plane () si (n’) o transformare afind, definitd

de relatiile
¥ =ay + @ (8,0 — f1)
y="b + P*y(cPl = Syfl)
¥=ay +a—+ [ix(g,fz — 1) (12)
= Byt b o (e — B 0
pentru planul (m) si ‘
¥ =a, + Wfs

o= by + w3y

Xy

M=

61(', -4 [1-,58,]‘4
b; + b + F-J.fux

pentru planul (n’), in care parametrii ce apar inaceste relafii se determina
in functie de datele problemei respective, in asa fel ca noile sciri, scarile
suporturilor transformate, sd fie cit mai simple si precise in utilizare. in_
acest fel reprezentim cele 2 plane cu scirile respective in afara oricirui
sistem de referintd, deoarece acesta poate fi ales, pentru fiecare problema
aparte, in functie de transformirile (12) si (13) si avem fig. 9 si fig. 10.

/]

() Vo) [ ) D
.‘ & (Tl e i 1T

Fig. 9
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Dacd sistemul (11) il generalizim sub forma

fa(v) = fi(u) + fa(w) (14)
Pa(v) = @y(u + fa(?),
atunci este evident faptul cd nomograma acestui sistem se obfine din no-
mograma sistemului (11) (fig. 9 si 10) prin inlocuirea scérii variabilei (v)
ce avea suportul rectiliniu, printr-o scari cu suport curbiliniu, ale cirei
ecuatii sint: (fig. 11 si 12):

¥ = —fa; V=

o D j mi - o
W)

M

Fig. 11 Fig. 12

in fine, sistemul
fa(v) = fi(w) - f5(w)
Pa(v) = @1(u) - f4(?) (15)
prin aplicarea logaritmilor este transformat in sistemul
log fy(v) = log fi(#) + log fyw)
log ¢5(v) = log () + log fy(?) (16)

care este evident de forma (14). fn acest caz in planul fix (7) avem scirile
variabilelor % §i v ale cdror suporturi au ecuatiile
¥y = —logfi x = —log f,
() R (2) —
Hi= 08 1 Y= "log @y

iar in planul (=) scirile variabilelor w gi ¢, ale ciror suporturi au ecuatiile

% = log fy % =0
® ', @
Vi — yn=logf,
Observdm cid aceste scdri au suporturi analoage cu cele ale nomo-
gramei sistemului (14).

16 — Studil si cercetérl de matematicd II/1963.
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Transformirile afine (12) si (13) efectuate asupra planului (w), res-
pectiv (n’) devin in acest caz
= a4y P*,(Sx log @, — log f,)
= by + u,(log o, — 3 log f) i (17)
=ay +a + (8, log [, — log f5)
= by + b + Hy(log o 3), log @,)

o

pentru planul () si

0o=a, +wlogly; % =a, +a+plogl

; : 18
»n=b+ E‘-,.Sy logfy; =10y, +0b+ &, log 1, 18)

pentru planul (), in care parametrii ce apar in aceste transformdiri se
determind pentru fiecare problemd daté, in aga fel ca scirile variabilelor
w si w, respectiv v si ¢, sd se taie sub un unghiu mai mare ca 20°.

Sa ne fixam acum atentia asupra sistemului

Lo S e (19)
0a(v) = [(W)f4(t) + g4(t) [19)

in care a doua ecuafie din sistem este ecuafia lui Cauchy. Seriind acest
sistem sub forma

fz ==10 _—fl_i_]‘:% )
pp— 0 =fifa+8+0 (20)

observam ci se poate rezolva de asemenea cu 0 nomograma cu transparent
orientat, in care in planul fix (n) avem pentru variabila v o scard al cirei
suport are ecuatiile parametrice

¥ =/
@
Y=gy
ar pentru variabilele u si ¢ un cimp binar, exprimat analitic de ecualiile
=
(1, 2 ;
Y = his + &

adici doud familii de drepte, una paraleld cu axa oy, pentru variabila u,
iar cealalti, pentru #, o familie de drepte oarecare (fg. 13). In planul
mobil (r’) avem un punct fix, originea i scara variabilei (w), al cérei suport
are ecuafiile parametrice (fig. 14)

= — !43

() Lo

Y
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Desigur cd -gi in acest caz, printr-o transformare afini, convenabil
fﬂez}sa, pozifia scirilor §i a cimpului binar poate fi astfel determinats
incit scarile corespunzitoare si se taie sub unghiuri mai mari de 20°,

v ,
; Y,
7 o o
()
- g w %,
— T TTrE T TER e CraTT)
4A
Fig. 13 Fig. 14

_ Contactul de pozifie se determina dindu-se o valoare a variabilei v
§1u pumn;l cI:o;:'dena ca punctul M,, corespunzitor acestei valori, si coincidd
gre:})&ic B ix 0, din planul mobil — si prin paralelismul dreptei D’cu

O0,=M,; D] D.

I a C 3 i

M3 H Pl,tl'

Cu alte cuvinte, dindu-se variabila v si una di iabi
¢ ; y g intre variabilele #
{ se pot gisi celelalte doud. ’ e

Dacd sistemul (19) ia forma particulari

fo(v) =
fa(v)

nomograma acestui sistem ‘este aceeagi cu a sistemului (19), cu singura
deosebire ci scara variabilei v are de data aceasta un suport rectiliniu,

O generalizare a sistemului (19) o obfinem prin sistemul

‘)

hHu) + f5(w)
fi(w) - £4(2) + ga(9), (21)

1(v) = fi(u) + f3(w) o
P(v) = @y ()fat) + ga(t), (22)
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in care de data aceasta cimpul binar din planul (x) este exprimat ana-
litic de
X =
w, 8 h
Y =¢fs + &

adicd in planul (m) variabila # este reprezentatd si de data aceasta tot
printr-o familie de drepte paralele, pe cind variabila ¢ printr-o familie de

curbe (fig. 15 gi fig. 16).
Contactul de pozitie este si in acest caz

Q=M DD
iar contactul de rezolvare este dat de

M, Py,

(T)

Fig. 15 Rig. 16
Daci ambele ecuafii ale sistemului sint de tip Cauchy
fu) = fo(v) hy(w) + ls(w) (23)
e2(v) = u(u) falt) + galt),
atunci, scriind acest sistem sub forma
hi(w) + 0 = [4(v) hy(w) + Ly(w) + 0
Py (1) fa(t) + 8a(t) + 0 = @p(v) + 0,
ptutem trasa in planul fix (n) clmpurile binare (u, £) si (¥, w), exprimate
analitic de
X = u
wy *=h®
¥ = o (W)fa(f) + £400)

. ) x = [5(v) hy(w) + ly(w)
' y = @3(v)

iar in planul (n'), 2 puncte fixe M: si M2 (fig. 17 i 18).

(24)
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Pentru folosirea acestei nomograme si presupunem mai intii ci sint
date valorile variabilelor v §i w, deci cd se cunoagte punctul P,,; in acest
caz contactul de pozitie este realizat de

M; Bt Poe: - DI D

ALl () _—_ D

Fig. 17 Fig. 18

iar contactul de rezolvare de
M, = Py,

Daci sint date valorile variabilelor # si f, atunci contactul de pozitie este
realizat de
M, P,; D| D
ar contactul de rezolvare de
M H P,,
Asa dar, cunoscind valorile variabilelor v i w se pot gasi cu aceastd nomo-
grami valorile corespunzitoare ale variabilelor # si #, care verificd siste-
mul (23), sau cunoscind valorile variabilelor # si £ se pot determina valo-
rile corespunzitoare pentru variabilele v si w.
in fine, daci avem sistemul
h() = fa(0) ha(e) + la() o
Pa(v) = @1(#) fad) + £a(0),
atunci explicitind functia f(#) si notind
1 . Ly(w)
Tt — () & T WP

obfinem sistemul echivalent
{1(7”’) =y fz('“) 1033(28?} -7 ”:!{w) (26)
Pa(t) = (1) fa(t) + 4(2)

care este de forma (23) gi care deci se poate rezolva cu o nomogrami ase-
méandtoare cu nomograma acestui sistem. ‘
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N3OBPAMREHHWE HEROTOPBIX CUCTEM YPABHEHUN NPH I10-
MOl HOMOTPAMM COPMEHTUPOBAHHBIM TPAHCITAPAHTOM

KPATKOE COAEPKAHWE

B arom Tpyme aBrOpml, MCXO[AS 0T PEUICHHA CHCTEMbl ypaBHEHWA Hpy
MOMOMN HOMOTPAMMBI ¢ KAacaTeIbHLIM CONMPUKOCHOBEHVEM G OJHAM BHIPaB-
unsamnem [6 ], pemaior ary cmereMy Ipu IMOMOIH HOMOUPAMME ¢ OPHEHTH-
POBAHHBLIM TPAHCITAPAHTOM.

[Torom sror meroji pacupocrpanfAerca em@ k 6 Tunam cuereM BYX ypas-
HeHWH ¢ 9erTelpbMA HEHBBECTHLIMI, KOTOPEE MOMHO PEmaTh TP TTOMOTIA
HOMOTpAaMM ¢ OPMEHTHPOBAHHBIM TPAHCIAPAHTOM.

LA REPRESENTATION DE QUELQUES SYSTEMES D’EQUATIONS
A I’AIDE DES NOMOGRAMMES A TRANSPARENT ORIENTT

RESUME

Dans ce travail, les auteurs, partant de la résolution d'un systéme
d’équations a i'aide d'un nomogramme a contact de tangence avec un seul
alignement [6], résolvent ce systéme au moyen d’'un nomogramme A tran-
sparent orienté. ‘ :

Puis ils étendent cette méthode a six autres types de systémes de
deux équations a 4 inconnues, dont la résolution est fournie par un nomo-
gramme & transparent orienté.
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