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1. . unde f(¥) este o functie definitd si continui pe axa reald, iar ¥ §i & mirim

i " 2 variabile. Ecuatia functionald (1) a mai fost studiatd pentru n — 3 in

i R x. [2], sau pentru n oarecare in [1] si [4]. In [1] se demonstreazd cd ecu-

1 afia functionald de mai sus este echivalentd cu o familie de ecuafii functi-

onale

' s - 1
- T T T ——— 5 S e e i
VAT SR B R AR T — e | aglh) (%) + () [(x + B) + ... + au(k) f(x + nh) =0 (2
| pentru orice ¥ $i & € (0, H), H fiind un numér pozitiv iar ay(h), ay(h), . - .

| - R I Wit e R R e | 4

. R R S —— | ..., ay(h) functii continue de A, care nu se anuleazd simultan pentru nici

i Some wien v ® IS e Qe il o valoare a lui & din intervalul considerat. Funciile ay(h), ay(h), - . ., a,(h)

| . . e mm -m pr—— e depind de funcfia f(x) si se exprimé cu valorile lui f(x) pe nodurile echi-
W R m h

distante 0, &, 2k, ..., #h.
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Pentru cele ce urmeazi si notdam :
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flx) =\ f(s)ds. " 3)

= B

Functia f(¥) este derivabild pe toatd axa reala.
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Conform notafiei (3), vom avea

% x4 ph " 2+ ph bh
§ s+ p)ds = § fi9jas = § 1(as —§ fo)as = fx + py — i),
0 Ph 0 0

Integrind ecuatia (2) intre limitele 0 si », obtinem

a(mh(%) + ... + aW)fy(% + ph) + ... + ay(B)fu(x + nk) =
= ay(M/(0) + ... +a (Wh(Ph) + ... + a (W)} (nh). (4)

S4 mai notim

Fy(x, %) = {I—(l—w;l’-;w, unde A 3£ 0. (5)
1

Functia Fy(x, }y) este si ea derivabil in raport cu x. Apoi, datd fiind deri-
vabilitatea lui /,(¥), este asigurati existenta limitei

lim Fy(x, \) = Fy(%, 0) = I1(%) = H(x)

A=+0
pentru orice x. Ecuafia integratd (4) se scrie cu ajutorul functiei F(x, a,)
in modul urmator :
ao(B)Fy(%, 2) + ... + ap(WEFy(x + ph, n) + ... + a,(h)F,(x+nh, A) =0 (6)
Mai departe notim

x

fo(%, ) = S Fy(s, ay)ds (7)
0
Fz(x, R 7\3) =f2{x + Ay :1) "‘fa("’-;\); Ay 52 0. (8]
\a

Functiile fo(x, &), Fo(x, Xy, ),) sint de doud ori derivabile, ceea ce asigurd
existenfa limitei

iiﬂ}?z(x. A Ag) = Fy(x, 3y, 0) = fo(%, &) = Fy(x, &,).

Integrind ecuagia (6) si finind seama de (8), obtinem
ag()Fy(%, Ay, Ng) + ... + ap(MEy(x + ph, 2, ) + ... +
+ a(B)Fy(x + nh, Ay, 2,) = 0. (9)
Continuind in acelasi mod, vom construi in definitiv functiile
Pl By i | =SF2,,(S, A +o ey Ag)ds (10)
0

; . T sl T TR e S A
1.,2”+1(x, Al' g ;\2"+1) — Z2ntil Lk § - 2n 2n+1 2n (11)

2041
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Funcfiile fpupq(%, Ay -0y Agg)y Fanga(® Ay oo hgnyy) sint de 2n + 1 or

derivabile in raport cu x si exista limita

His  Fogy (%850 5 Kawaa) = Fgnas( % Ags -« o0 Agwipn) = Fandal%, Dy oo, Mg) =
A =+0 N g

A+ — P2, Ay vy Rgy)-

Funcfia Fy, (%, Ay, « .., Agyyy) satisface ecuafia funcfionald

AW Fogppy (%, M, -+ oy Dgugd) oo+ () Foppy (% + Py Myy ooy Bgugd) + -0
+ a (B Fgq(x + nh, Xy, .., Rgyyq) = 0. (12)

Avind in vedere cele spuse la inceputul acestei lucrdri, ecuatia (12) ‘este
echivalentd cu ecuafia

Fouta (¥, My oo Dantn)  Fonta (¥4 Ay Rgug) oo P (V00,0 Ao
FQ,,+1(:U~1~- Il!«, )\1,..., 7‘2H+1} FEJl'i'l(x_l_gh'l 7\1,..., 7\2”4_1)... F?‘,H_I(x +H ‘*1, ?\1""')“2"1'1) 5

Foig (2478, 0, Aguty) Fanig (5+0MI Ry, Agpy) oo Fanan (220000, Agyiy)
(13)

Prin operafii elementare asupra determinantului din primul membru
al ecuatiei (13), obfinem succesiv

Honq (2, 0, 0, ?\2,,+;) Eopia (340, Ayeens honr)ees Fonpr (00,0, ) Agygq)
A0, 1) A, 2) s Ay(n, n+1)
Ay(0, 1, 2) Ay(1, 2, 3) e Ay(n, n+1, n42) |=0
ANO ) A, 2,. .. n4+1). .. A (n, n41,...,2n)
(14)
Foiial®, Xy, « 505 Aegu) Bg(0, 1) niots A0 15 5 oym)
A0, 1) AlO T, 20 55 oo A0, 1, ..., #1) —0 (15)
AL O BIT o 7] Aa(0,1,...,0+1)...A, (0,1, ..., 2%)
unde am notat cu A,(k, & + 1, ..., k& + m) diferenfa divizatd de ordinul
a funcfiei Fppi(% 2y, ..., Aguqq) pe nodurile x4 Fkh, ¥+ R+ 14, ...,
x+ kI mh.

AR B41,... k4+m)=[x+Fkh,x+k+1h... x4+ Edmh; Byt (16)
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Trecind la limita pentru /i— 0, gasim cd solufiile ecuatiei functionale (13)
se gidsesc printre integralele ecuatiei diferentiale

. ! (n)
F2n+1(}“1 )\1’ fat. "?‘2,;4.1) F2”+l(x’ )‘1' ] ?\2,,4_1)' A Fz’l:,.|.1(x' 7\1' U )\Zﬂ-l-l)
i = fis o (ndM)
FQJI--F](A" )\1' R ')\Zu+l) B ﬂ+1("" Al’ B ’?\2n+l) Sy JF21n+1 (x’ 7"1' SRR ?\2ﬂ+l) ]
(1) . 3 pn-1) o (2n) .. 5
Fz;,-f-l("" Afiiee ")‘2”+1) I’m-H (%, My ")‘zuﬂ)- 2 Fz;g:-t(ﬁ“’ Mo vy Agnta)
(17)

Aceasta ecuatie a fost studiatd [3]. Dacd ne referim numai la forma inte-
gralelor ecuatiei (17), ea este echivalentd cu a familie de ecuatii diferen-

tiale
1(”) (e—=1)y
F‘.!n+1(x’ )\1, sy ?\2:;4-1) 1 AlFﬂnrkz(’\" Ao oovns )‘2u+1) kT
£ Aann-!-l(xJ Ay oeeey ?‘2n+1) =0

coeficientii 4,, 4,, ..., 4, fiind numere reale arbitrare pentru orice valori
ale parametrilor 2, Ay, ..., gy, Acest lucru inseamni ci pentru orice

Ay Agy -y Agayq, functia Fy, (%, A, ..., Ayyy) este de forma ) P,(x) €¥,
k

unde Pi(x) sint polinoame de grad cel mult # — 1 cu coeficienti numere
reale oarecari, iar 7, numere complexe oarecari. Invers, orice funcfie de
forma (19) satisface ecuatia functionald (12) (rezultd din [4] sau prin veri-
ficare directd), deci mulfimea functiilor de forma (19) epuizeaza solutiile
ecuatiei funcfionale (12). Urmeazi cd §i pentru Ay q =0, Ay, =0 ... A=
= 0, functia £y, 4(x, 0, ..., 0) estede aceeasi formi. Insi pentru ., =0,
e | R T

(18)

Fan1(%, 0, ..., 0) = (), (20)

iar ecuafia lunctionala (12) se transformd in ecuafia functionald (2).
In concluzie, mulfimea solufiilor functionale (1) si (2) coincide cu
multimea solutiilor familiei de ecuatii diferentiale

1) + A7) + L Aufx) =0 (21)

cu coeficienti A,;, 4,, ..., 4, nwmere reale arbitrare.

IIPUBEAEHUE OYVHKUUMOHAJBHOIO YPABHEHHWH K JTUN®-
OEPEHIWUAITBHOMY VPABHEHWIO
KPATKOE CONEP)KAHUE WM

B tpype nceaepyercn dynxnmonansuoe ypasuenue (1) upm upejio-
JOYKEHHH, 9T0 HeusBecTHas (yuwuua f(x) ompefelena u  HenpephBHA
Ha JeficTBATENbHON 0CH, & U /i ABIAACL LePeMEHHHLIMA BemwumHamu. Muo-

=l
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mecrso pemenuit yHKuuoHanbHoro ypasuenua (1) coBmajaer co mHO-
HECTEOM pereHuil cemelicrsa auddepernuanbHLIX ypasHeHmit (21), rpe
wopPummentet A,, A, ..., A,-(FiicTBUTENLHEE TPOM3BONLHBEG THCIA .

LA REDUCTION D'UNE FEQUATION FONCTIONNELLE
A UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

RESUMFE

Dans ce travail, on étudie I'équation fonctionnelle (1) dans I'hypo-
thése que la fonction inconnue f(x) est définie et continue sur I'axe réel,
¥ et & étant des grandeurs variables. I’ensemble des solutions de I'équa-
tion fonctionnelle (1) coincide avec l'ensemble des solutions de la famille
d’équations différentielles (21), ol les coefficients A, 4, ..., 4, sont
des nombres réels arbitraires.
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