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1. Sa considerim clasa S a functiilor
Hz)=z-+taz®4. .. Faz"+. ..
olomorfe si univalente in cercul unitate |z|<C1.

Relativ la aceastd clasd se cunoaste urmitoarea teoremi a lui Koebe,
denumitd feorema contraciier :

Dacd |z/=r<1, atunci pentru orice f(z)e S avem

=

0 (1—)?
egalitatea fiind adevirati dacd, si numai daci

f(2)= g o real.

(14-eiz)2,

Se poate demonstra aceastd teoremid bazindu-ne pe metoda varia-
fionald. Avantajul constd in aceea cd metoda folositd este aplicabil la cazul
mai general cind in locul cercului |z|=r se consideri o curba inchisd Jordan
confinind originea in interior. In acest mod se poate obtine o generalizare
a teoremei lui Koebe.

/

2. Punerea problemei. Fie o curbd inchisi Jordan de ecuatie

p=r() 0=p=2~ p(0)=p(2%)
situatd in cercul unitate §i continind originea in interior (se presupune
cd aceastd curbd este stelard in raport cu originea). Aceasti curbi va fi
transformatd de o functie oarecare w=f(z)e S intr-o curbd Jordan C, in
planul w confinind originea in interior si de ecuatie

w={(p(p)e"). (1)
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S4 considerdm in planul w semiaxa
e~ ) =0

care porneste din origine, facind unghiul v cu directia pozitivd a axei reale
si care se mai poate scrie:

e~ —eivip =0, (2)

Punctele de intersectie ale curbei C, cu semiaxa J(e—i*w)=0 se obtin rezol-
vind ecuatia in o

e=1f(p(p)e') —e* f(p(p)e'e) =0 (3)

si inlocuind rddicinile acestei ecuafii in (1). Dintre aceste ridicini vom
alege acea rddicind ¢=g, pentru care

lwy| = |f(p(p)ei®)|

este minim.
In acest mod, pentru p(p) si y(0<Ly<<2m) dati, se defineste functionala

R[f1= I/{e(po)e'®) |= min [{(p(py)e!)]

unde ¢, sint rddicinile ecuatiei (3).
S4 notdm

R,= inf R[f], R,= sup R[{].
fe8 fe8S
Evident cd R;>0 si deoarece clasa S este o familie normali — deci

functiile feS sint uniform mérginite In domeniul inchis interior curbei
p=p(0) — rezultd cd R,<<+ oo.

Pe de altd parte, deoarece clasa S este compacti, rezulti ci existi
cel putin o functie fi(z)c S asa ca

R[L]=R,
si cel putin o funcfie f,(z)e S asa ca
R[fy]1=R,.
Deci avem chiar R,= 1}1%18[]'] si R,= max R[{f].
e feS

Problema pe care ne-o punem este de a gisi in clasa S acele functii w=f(2)

pentru care
R[f/|=R

unde R este una din valorile extreme R, sau R,.

3. Conditia necesard pentru extrem. Fie w=f(z)e S o funcfie extremali,

R[f]=R, |{(p(6)e™)]|
(unde 6 este acea solufie a ecuatiei (3) pentru care |f(p(0)e!%)| este minim).

Avem deci f(p(0)e'®) = Ryelv

pentru care
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si Ri= R’[f1=/(p(6)e!®)f (p(0) ) .
TFie

F(2)=1(2) +7A(z & F)4+0(2%), 2A>0

o variafie a funcfiei f(z). Se stie [1] cd pentru o anumitd expresie a lui
A(z; E; W) pe care o vom preciza (£ fiind un parametru arbitrar E|<1 si
¥ real) si pentru A suficient de mic, functia f¥(z) apartine si ea clasei S (for-
mula lui Schiffer).

fnlocuind in ecuafia (3) pe f(z) cu f*(z), obfinem ecuafia
=11} (p(p)eie) — e (p(p)e®) + Meivd g — el A y) +0(2%) =0 (4)
unde A,=A(p(p)cie; E; ).

Ticuafia (4) va avea o solutie 6% care va fi o variafie a solufiei 6 a ecuatiei
(3), deci

_oe*
D)

Pentru a-l afla pe % vom fnlocui (5) in (4), vom deriva identitatea obfinutd
in raport cu A ¢i vom face A=0. Obtinem

elO=1] (o’ +-ip)h—el—07(o" —ip)li+-e=iA — et A=0

0 =0+ Mi0(7%), h (b)

A=0

: el [
ande I=f'(;p(0)¢"), A=Ay, p=p(6) si p'=="
AP |o=0
Deci . o
pt (e=frd—er4) (6)

P
unde p=ei0=n(p—ip") el (p-|ip").
Pe de alti parte avem
R2[¥]=1*(p(0)"e!™)¥(p(0)¢™) = Ri-+2MR{ Rye~" [1ei®(p' +ip)+ A} -0(x%).
Din cauza extremalitdtii functiei f(z), trebuie si avem
Rye=[1e(p'+ip)h+A Ty 0. (7)

fnlocuind pe % cu expresia sa datd de (6), sintem condusgi la conditia necesard
pentru ca f si fie extremald :

rg{_?l;ze—w(erf:p')Al = 0. (8)

fn mod analog deducem : pentru ca f sd fie o functie extremald pentru care
R[f]1=R,,
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trebuie ca

R {-1; fe—fﬁ(pqu'p')A} = 0.

£ ~ - [ ~ B s
A Se poate arata, ca si in [1], cd functiile extremale — atit in cazul
minimului, cit ¢i in cazul maximului — transformd cercul unitate in
d?menn fdrd puncte exterioare. Pentru aceasta, este suficient si presupunem
cd domeniul transformat de o funcfie extremald w—f(z) are un punct exte-

rior w, $i sd considerdm funcfia de variafie

Pie) =)+ L6 i
=f(z)+nel¥ ——— A>0 si ¥ real.
1(z) —w,

P =) . -' . . . . ol .

9. Stabilivea ecuatiei diferenfiale. Pentru a stabili ecuatia diferentiald
pe care o satisfac functiile extremale, si considerdim funcfia de variafie
in cazul cind [1]

(JE|<1, si ¥ real)

unde

—_
e

).

2

I

B(s,§)=—L¢) Feg)=T@  gre_ 2l

»

f(z) —1(€) #—E 1—

In cazul minimului, conditia (7) devine

of [ o) o

il

w
unde

RQ@?{Y

E=E 00 F)— 1
(p(6)%E) i

0

F=F(p()e, {) = —°2

petf—E
923—2“]5

m
w=/(®), o=e'T(p-tip).

I_)eozirece‘F este arbitra_r, trebuie ca paranteza dreaptd si se anuleze. Con-
siderind pe £ ca variabil In cercul [E |<1, obtinem ecuatfia diferenfiald pe
care trebuie sd o satisfacd functia extremald w=f(£) si anume :

w \2 h Sy
(Ew) [Ryei" @+ F E—G ot]= E o,
Se vede imediat cd in cazul maxinmului condifia (8) conduce la aceeasi
ecuafie diferenfiald, unde R; se inlocueste cu R,
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Dupi un caleul elementar obfinem ci orice funcfie extremald w= f(z)eS
(pentru care R[f]=R, unde R are una din cele doud valori extreme) satis-

face ecuatia difeerntiala
ettt e et )
Rel"—w (pe" —E)(1—pe"E)
unde a:Repr(p+§fp')
b=pl[pl—p?)+ip’(1+4p?)]— Relt—0 (14 p%)(p+17p")
c=Reltt—205 (o |-7p") —2 ip?g'le—!0.

6. Studiul ecuatiei diferentiale. Deoarece din teoria ecuafiilor diferen-
tiale rezultd ci ecuafia diferenfiald (9) este satistdcutd si pentru |€ |=1,
putem afirma ci orice funcfie extremald w=/(E) transformi cercul unitate,
in intregul plan cu tdieturi, intr-un numdr finit de arce analitice.
Fie k, |k/=1 un punct pe cercul unitate, ciruia ii corespunde o extremiitate
a unei tiieturi. Evident ci in punctul E=4 derivata w’ trebuie si se anuleze,
deci @' va avea pe £=Fk cel pufin ca riddcind dubld. Rezultd cd ecuafia

a+bE+cE*=0
trebuie si aibd ridicina dubld E=Fk, deci trebuie ca
b2 —dac=pH2[p(1—p?) + 7o' (1+p2) 12— 2plRe 0= (1+p%)(p+ip") [p(1—p?) +
+’P’(l _I_ PZ)] __I_ R282f(1'-—ﬂ)(1 + P2)2(1 +£P’)2_4R262i(7-—0)92(‘) _|_TP")2 +
+8iRettt—9 o3o"l(p+1p") =0.

w

De unde obfinem ecuatia de gradul 2 in Re/t—0
(1—p2)2(p+ip')2 R2e2i—=0 —2(1—p?) (p+ip") [p(1+4?) +ip'(1—p?) IR/ -
+p [p(1—p%) +ip’(1+p%) ]*=0.
Rezolvind aceasti ecuafie, obfinem
ol [p(1+p?) +ip'(1—¢) L 2pVe  +p"T
(1—p®)(p+i¢")

R gf(‘f--e) =

Pentru R cdpidtim doud valori

r— eVetie +eVe—te'] ,io—n
: (1—p%)(p+7p")

si

ellVoFie” —pVo—1e"I* i
(1—p®)(p+tp")
Vom vedea ci prima valoare corespunde minimului lui R[f] iar a doua

maximului.
Daci luim R=R, si elimindm pe !/, coeficientii ,b,c primesc forma :

R,—
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a=Rye'p(p-4-ip’)

b o Ruel=0o4ip")o[202 4 (1402 VP +p7]
p(14p2) 420 VoI 67 +ip'(1—p?)

_ _Reel=(o+ip") o [p(1-p%) +2p Vp*+ o' —ip’(1—p?)]
p(L+p%)+2p VoP+07 +ip'(1—p2)

In acest caz avem _
o bt B ) 202+ (1+0%) Vo2 +p 0
20 p(l+p®)+2p VeP+p2—ip (1—p?)

Se verificd imediat ci

202 +(1+9%) VeP+p"
p(1+p%) +2p Vo? 17 —ip (1—p?)
Deci putem si scriem

k=g,
unde

p(14p2+2 Vel +97) . p'(1—p?)
20°+(1+p%) Vor 40 202+ (1+pH)Vpitp
Feuatia diferentiald (9) devine in acest caz
(E”")z R otip) _ _  o(E—h)

w Rielt—w ~ (pe®—E) (1— pe—I9E)

satt extrigind riddcina patrati

W VR Ve T e (-

w\/R,e —w EVH(E)

G1= ,lnl=1

unde
H(E)=pe!®—(1+p®)E+pe'°E?
e=0, Rye!—=20p (0 4-ip")
_ P(1+0%)+20 Voo+p"—ip(1—p?) _ [p(1+p%)+2pVePrp g (1-p)*_
p(L+6%)+20 Vo +o"+ip(1~p?)  [o(1+p%)+2¢V/p%+p—ip' (1p)
Deci obfinem ecuafia cu variabile separate

il e
VRyelt dw . Vee g pu(E—k)ag
wYRye—w EVH(E)
Integrind aceastd ecuafie, cdpdtim relatia
VR — Ry —w

VR e + YRyelt —

= C(E) (10)
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unde
E
Ve o ? ge—ha [1+92—zpe~f°£2\/pe—f°H(£) :
log C = log .
PBES) Soem EVH(E) 1—g*
Y (1—p%)E
g ——
20el® -2V pel®H (E) — (1+p%) &
deci
C(E) - [1+9242P8_m E_DVW@JQI [293“)4"2 \/m—(l‘E‘PZ)EJ
E(1—p?) " (11)
Rezolvind ecuafia (10) in raport cu w, obfinem
AR Rl e (12)
[14-C (8) ]2
Functia EC(E) are in origine urmitoarea dezvoltare
oy dpl—p)"
EC(E)= W +CE+HCE .

Din (12) rezulti ci funcfia extremali w=f(£) are dezvoltarea

! q1+1 ;
w=4R;e" [—‘4(1(1+P) = P o S }
p(l—ep

Punind conditia w©'(0)=1 obfinem

| p(l_P)l?:—l dl’ln—‘f) = P efh tog% i el’(ﬁ-—y]
1 (i P)q1+l 1—p2
Mai putem scrie inca
etz Voive® o  g(—ed 1o
R=— - (lép) Bkiiiay ( 20t (1 +e) Vi te? 1+9)
Deoarece R, este real, rezultd ci ¢ trebuie s verifice urméitoarea ecuafie
20%(9)+ [1+? ]\/P 0)+e(6) ~ 1+e(6)
si deci 7
o(0) [14+0%0)+2 V*(8) +o7(0) |
p o) (1—9(6)) 200)+[1+¢%O)1V @O+ "0) (14)
b 1—p2(0) \14¢(0) '
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l(eueste acea rac.iac_ula a ecuafiei (13) pentru care R, este minim). Daci
uim R=R,, eliminind pe / obfinem in mod cu totul analog

k:E2giH
unde
_plite—2Vel+o%) p'(1—p2)
20— (1+¢%) Voo™ 2p2—(14p2) Vo2 F o7 |
Ecuatia diferentiald se scrie in acest caz

72 |gs|=1.

= =
V Ryl dﬂ o Vo e 2 gy(—k)dz
w Y Ryt —w EVHE)
Prin integrare obfinem funcfia extremald
Dg)
(14 D(&)]

w=4R,e"

D(g) = e —2pe7"E—2 Ve THg) | [20¢!°+2 Vol HE) —(1-+p%¢ |
E(1—pf) e i

Ca si mai inainte, rezulti relatiile

p'(8)[1—p%(6)] 1—p(6)

Y8 - - =——— 16
262(0)— [1+¢2(0) 1 Vor @) L07(@) © 1 () e
o(6) [1+e*0)—2 Ve (@) +o'1(0) |
_p(8) [ 1—p(6)) 2MO—I1+e%0 VeTB)+o™(0)
Ry= 0 ) (17)
1—p%(0) \ 14-p(8)

(6 este solufia ecuafiei (16) pentru care R, este maxim).
Deoarece

P[1+pz+2\/92+9’_“]> p[1+p2—2VoP o2 ]
202+ (L+e?) VP o7~ 20— (14p2) Ver+p®

iar
1=p
1+p
rezultd cd R, <R, deci R P == h ]
Yy <[\, dect Ry este valoarea minimi a functionalei i
R, cea maximi. flonalei R[f], iar

Se verificid imediat ci daci o'=0 adics i
] =0, adici =
cunoscut din teorema Iui Koebe :p g} anjinin. ol

<11

R1: 1,—' $j. R.)‘; *—?
(14-7)2 gl
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in cazul minimului functia extremald este datd de (12) cu R, si 6
definiti de (13) si (14), iar in cazul maximului functia extremald este datd
de (1b) cu R, si @ definiti de (16) si (17) (bineinteles, avind in vedere speci-
ficdrile amintite).

Daci acum vom considera pe @ variabil intre 0 si 2r, ecuatiile (13) si
(14) vor defini parametric o curbd I'; care nu trece prin origine. Fie Ay
acea componentd a complementului curbei I' in raport cu planul w, care
contine originea. Evident cd A, este un domeniu.

S4 notdm cu Af(0) cel mai mare domeniu stelat in raport cu originea,
care este confinut in domeniul A,.

Fie d domeniul interior curbei p=p(6). Este clar cd Aj(0) va fi con-
tinut in orice imagine D a domeniului @ prin functiile f(z)e S

Putem deci enunfa

TEOREMA 1. Oricare ar fi functia f(z)e S, imaginea D prin aceastd
functie a domeniului d mdrginit de curba o=p(0), ¢ interior cercului unitate

va confine steana Aj(0).
In mod analog, ecuatiile (16) si (17) vor defini parametric o curbi

care.nu trece prin origine. Fie A, componenta care confine originea comple-

mentului in planul w al curbei I
Fie A$(0) cel mai mic domeniu stelat in raport cu originea, care

contine domeniul A, Atunci putem enunta:

TEOREMA 2. Oricare ar fi functia [(z)e S, tmaginea D prin aceastd
functie a domeniului d mdrginit de curba o=p(0) si interior cercului unitate
va i continutd in AZ(0).

Domenitle Af si A3 fiind extremale, rezultatele obtinute nu mai pot
fi imbunatéfite.

Univ. ,, V. Babes” — Cluj
Catedra de fteoria [unciiiloy
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0Go6uieHne TeOPEeMBI HCKAXKEHHS B KAAcce S OJHONMCTHBIX (yHKuui
(Kparkoe coleprKanue)
B sroii 3amerke ofob6ulaetcsi uapectHas Teopema [Kébe o006 ouenke

MoZysIst (yHKIHE Kaacca S (T. e. rosoMopdHbie H OZHOJHCTHBIE (YHKIHH
w=f(2) =z +asz+ ... B kpyre |2/ <1) B TOM ciyuae Korma |2j=r < l.




312 i PE?TRU T. MOCANU 10

Hame o6o6uienne mosyuaercs: samensis Kpyr [2|=r uepes ¥KOPAAKVIO
SAMKHYTYI0 KPHBYIO, CO/lepKallyio Hauano KoopauHaT z=0 BHYTpH ce6si u
umeomyw ypasuenue p=p(p), 0 <o < 2a.

I[Iycte A1 KOMIOHEHT, — comepamiuii HAYANO — ONOMHEHHs H3 TLI0C-
KocTH @ K Kpuoit I, samnannoit uepes (13) u (14). Ilycte nmoTom 1(0)
ape3na [2], c 188) o6macTH A1 No OTHOMEHHIO K Hauany. Awanormuno, pac-
CMOTPHM ~ KOMIOHEHT Az, OIpefeleHublfl KaK BHIE 10 OTHOINEHHIO X
KpuBoii I', 3anannroi vepes (16) u (17).

Hccaenosanue ypasrenns (9) Befer k cienyioum TeopeMam:

Teopema /., Kaksa 65l Hu 6ouia Gyukuus f(z)eS o6paz D o6aactu d
OpranHveHHol KpuBoil p=yp (8), comepxkur ssesny Af(0).

Teopema 2. Kaxopa 65l Hu 6buia yuxumst f(z)eS obpaz D obnacta d,
oprauuuentoii xpusoii p=p(6), comepurca B sBesgeA3(0).

Uneé généralisation du théoreme dé la contraction dans la elasse S
de fonetions univaléntes

(Résumé)

Dans cette note on généralise le théoréme bien connu de Koebe sur la
délimitation du module des fonctions de la classe S (les fonctions 1 —

=f(z) = 2 4 a, 22 + ... holomorphes et univalentes dans le cercle 2] < 1)
dans le cas |z | =7 < 1. On obtient la généralisation en remplacant le
cercle |z | = 7 par une courbe Jordan fermée qui contient lorigine z = ()

a l'intérieur et dont I'équation est p = p (p), 0= ¢ <2r.

Soit A; la composante qui contient 'origine du complément dans le
plan w de la courbe définie par (13) et (14). Soit aussi Af(0) T'étoile [2,p. 188]
du domaine A, en rapport avec I'origine. On considére de maniére analogue
la composante A, qui contient 'origine du complément dans le plan w de la
courbe définie par (16) et (17).

I/étude de I'équation (9) conduit aux théorémes suivants :

1er théoréme. Quelle que soit la fonction f(z) e S, I'image D du domaine
d limité par la courbe p = p (§) contient I’étoile Af(0). -

2¢ théoréme, Quelle que soit la fonction f (2) ¢ S, I'image D du domaine

d limité par la courbe p = p () est contenue dans I'étoile AZ (0).




