OBSERVATII ASUPRA REZOLVARII PROBLEMELOR
DE PROGRAMARE PATRATICA*

DE

CONSTANTA MOCANU
(Cluj)

I. In aceastd notd se indici o metodd de rezolvare a unei probleme
de programare patratici cu condifii liniare, prin reducerea ei la o altd pro-
blemd de programare patraticd cu un numir mai mic de variabile si cu
conditii liniare mai simple. Formulele de trecere de la prima problema
la cea de a doua se pot exprima destul de simplu sub formd matriciali.

2. Observatie preliminard. Jdeea care sti la baza metodei noastre
decurge in mod foarte natural din urméitoarea observatie :
~ Fie f(x, x5, ..., 1,) o funcfie omogeni de gradul « §i g;(x;, %5, ..., %),
i=1,2, ..., m m functii omogene respectiv de gradele a;, Vom presu-
pune ca toate aceste functii au derivate de ordinul 1 continue. Mai presu-
punem ca m = #.

Ne propunem si calculim extremele funcfiei /(%, x,..., x,) cu
conditiile

L0 %, e, X)) = G (1)

Pentru aceasta, aplicind metoda multiplicatorilor a lui Lagrange,
construim functfia :

F =j— /5 iy A RS N

si scriem sistemul de n ecuafii

F 3 8,
IR 1 S T (2)

i ] . i
ax; 3%, ax; ax; "%y

* Prezentata in jedinta din 16 mai 1962 a Catedrei 'de analizd de la Unversitatea ,,Babes-
-Bolyai'’ Cluj.
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Rezolvind sistemul format de ecuatiile (1) si (2), se obfin coordonatele

¥y, Xg, ..., %, ale punctului de extremum si valorile parametrilor 7T
R

Valoarea extremi a functiei f se poate exprima foarte usor in functie
de Ay, Ay oo+, A, In felul urmitor :

~ Inmulfind fiecare ecuatie din (2) respectiv cu x; si adunind, se obfine
(finind seama de formula Iui Euler relativ la funcfiile omogene) :

s e MOy = Ay — e — ATl =i, L
Deoarece punctul (xy, &,, ..., x,) verifici (1), dedic¢em urmitoarea
formula
1
= = (Mo + A0y 1+ ..o+ Ay Oyl | (3)

care ne da valoarea extremi a functiei f.

3. Problemd. In aceastd notad avem in vedere urmitoarea problema
de programare patratici :

Sd se giseascd minimul formei patratice pozitiv definite

=Y, cyx:% (4)
ij=1
unde

cu conditiile liniare

n .

A% = ay, =, B . ()
j=1

Presupunem m << .

Vom introduce notafiile matriciale

A = (d,'j), C = (ci}')
Afi— (xl’ }'\;2, casey x”)’

’

@ = {tys gr ~mw5 i)

unde accentul indicd transpusa matricei respective.
Matricea C este simetricd, pozitiv definiti, iar matricea 4 este de
rangul .
Problema se poate enunfa sub formid matriciali in felul urmitor :
Sd se giseascd minimul formei patratice

Fe—iCa
cu conditiile

A =g,
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@

4. Metodd de rezolvare. Sa punem

" A
Y @i% = g, =12, ...,m (6)
.jgi
unde u,, #,, ..., i, sint nigte noi variabile supuse la conditiile u; = &;.
S4 presupunem ci am fixat pe u,, #,, ..., i, Putem atunci aplica obser-
vatia de la punctul 2. Fie

" "
F:/—ZE l‘-zﬂ.-jx"-
i=1 i=1

Consideram sistemul

—‘_’i——ﬂi May =0, ==L, 2.0 it ()
3%

=1

Tinind seami de formula (3), vom avea

m
= Z Aj Uy, (8)
=1
Punind
B (U, Y i W)
O S W

formula (8) se mai scrie matricial
=R (8

Parametrii A, Ay, ..., Ay Se vor obfine in funcfie de u,, u,, ..., Uy
rezolvind sistemul format de ecuatiile (6) si (7), adicd sistemul de m +
ecuafii

Cu¥y + CiaXy + oo Oy =ay dn o T Ay
Con®y —+ Coghy v ov - Cop¥y = oy - Ay F+ -0+ O

Cyy Xy + Cua Xy, + ] + CunXy = n "{" Aap + o s Jr Anp (9)
Ay ¥y + Xy + oo AN =
Ay %y + AgpXy = oo Xy = Uy

2% T Bas¥s + - oo A By = Y-
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Determinantul niatriciei C (presupusi nedegeneratd), il notim
|Cl = ley| # 0.
tﬁ_istemul (9) @n. Xy, Xg, ..., X, trebuie sd fie compatibil, deci determi-
nantii caracteristici trebuie si fie nuli:
aph + anky + .o A Ay
C _ Ay dyphg + .o+ Apghm
=1
Ay F lagdy oo A
iy Ao« o o Ay, U;
i=1,2, ..., m.
Obfinem in acest fel sistemul in a,, Ry
(l)u
(573
m .
y, C M+ [Clyy=0, =12 ...,m
k=1 :
gy
@iy Bygnic Uy O
sau
~ _ i
Edﬂ A,,—{-ICI'Mi-: 0, r:],2, Y (10)
k=1
unde am notat
gy
gy
h— c
Wy
iy Ao o o o A4y 0
Rezolvind sistemul (10), vom obfine
bl
M=t k=1,2, . m ya=yy
i=
si deci, inlocuind in (8), deducem
m
= E Yinthitty. (11)

s,k=1
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Pentru a scrie formulele de mai sus sub forméd matriciald, si notdm.

D = (dy). Dezvoltind dupa ultima coloand, avem

AiEip - - - Qip Cribrg ~ - - C1n C11€1z- - - C1n

o I Carlab v a0 Ajlie - . o Ca16os s w0 G,
d',k — dki = —lay, 21%22 20 + gy i1%i2 in + ey _f_ak" 21%22 an
Ca1lug + + + Can Cntlaug o+ Cun Ay Rig -« - - gy

de unde se deduce ugor cd
D = —AC*A4’,

unde C* inseamnid asociata matricei C.
Deci formula (10) se scrie matricial

AC*A'x = | C'lu, (107)
de unde deducem
| A= |C|(AC*A") tu,
deci
7 = | C |4 (ACKA") M, (11)

unde evident ci matricea (AC*A’) ! este simetricii. Aceastd formd patra-

tici este de asemenea pozitiv definita.
Prin metoda de mai sus, problema noastri revine la gdsirea minimului

formei patratice pozitiv definite (11) sau (11°) cu conditiile liniare
" = ay, t=1,2 ...,m (12)
sau ‘

= a. (12°)

(1%

Aceasti metodd se aplicd in cazul cind m =< n. Funcfia (11) depinde '

de m variabile si cu conditiile mai simple (12).
Pentru a gisi pe %,, %, ..., %, in funcfie de wu;, #,, ..., %y, sd finem
seama CA avem

Cx = A'2,
deci
p= C14'%,
adica
K= | C|C 1A' (AC* A )" 1u,
sau

%= C*A'(AC*A") . (13)

5. Caz particular. Fie _
et . 2

cu conditiile
1
Ea;,-xi“éa,-, =1, 2 L. m
g1
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In acest caz, matricea C este matricea identici, C = E si deci
problema revine la cdutarea minimului formei patratice

J = w(AA") " (14)

.cu condifiile u = a.
Mai avem formula

[ %= A'(AA") T u. (15)
6. Exemplu. Ne propunem si gisim mim‘m{ﬂ functiei
= bt 0 sl
cu conditiile
GX ey + ... T+ Bu¥y = a
by, + byxy + ..o + b,x, = b.

In acest caz

(@ =0, >0

C—E si A_(%%'”%) m— 9.
A

Vom considera vectorii
Wies (g By o-ny )

Bfe— Tl B ooy )

Notind («, 8) produsul scalar al vectorilor « si B, avem
o, o o,
(e, B) (B, B)
Determinantul acestei matrici este

d=[AA'] = (o, 0)(B, B) — (o, B) >0.

Mai avem
BB (eup)
(AA") 1 — d d
_ (ef) (o)
d d

S4 notdm cu £ si v noile variabile, deci # = (}). Conform formulei
(14), rezultd cd problema revine la gisirea minimului funcfiei

fE 1) = [ (B BE —2(a, BE + (o, @) (16)

2 ASUPRA REZOLVARII PROBLEMELOR DE PROGRAMARE PATRATICA 319

cu condifiile

E=a, =0 (17)
Tinind seama de formula (15), deducem imediat
1 - .
= ;{[(ﬂs Blas — (o, B)O; 18— (x, B)a; — (o, 0)b;]m} (18)
7= I R

Minimul functiei f(&, %) va fi atins pe frontiera domeniului definit
de (17). Pentru a gisi acest minim sa punem v = b §i sd notdm

e(E) = (B, B)E* — 2(o, B)DE + (o, a)b2.

Avem
o'(E) = 2(8, B)E — 2(o, B)0.
Deci ecuatia ¢'(§) = 0 ne di £ = §, = ((;E)} b.
Avem
1 [ (ef) 70 o (2B)? 4,
L b)) = — b — 2T )2 L a)b? | =
(&, b) ) @) + (&, =)
b? T opt
S| U f] _ ) = .
o [0 9B B) — (o, 8] =7
Facind, in mod analog, £ = a i mnotind
_ (ap)
Hor= (@) a
vom calcula
- s az
Ha, ny) S

Vom mai calcula si f(a, b).
Nu putem avea in acelasi timp &,> a si 7, > b, deoarece («, «)(B,B) —
— (@, p)* > 0. Distingem deci urmitoarele trei cazuri:

—

1?g>wﬁﬁﬁ%<wm.Mmdmﬂmﬂhm&”vaﬁ
g

(3.0
in{-"_ fa,b)
min{——, @,
i |
97 gy == b, adicd 2 =% Apnnei minimul va fi
b= (,p) .
i a®
mm{ i b)}
(er,ct)
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3%, By oy < by
adica

@B _ a _ (wa)

@B o (.B)

atunci minimul lui / va fi f(a, b).

v

7. Exemplu wumeric. Sa gdsim minimul lui
f= 2% 4 g2 4 22
cu conditiile

x4y + z=1
x—y+22=4
Avem
w=:(1,1, 1)
p=(1,—1,2)
(o, @) =3, (« B)=2 (BB =6
a=1,b=1
d = 14
i,
HE @) =1 682 — 489 +302].
Deoarece
a_1_1_ @f
B 4B S (RR)
b® 8 19 .
St < == 11 4 1]
ep 3 7 AL 4)
rezultd ca
: 8
i = =
si este atims pentru £ = &, :ﬁ:_w Sifmi=—td.
Conform formulelor (18), deducem imediat ci minimul functiei date
este atins in punctul x :%, W= —-g, z —_—.:.:.,

Umiversitatea ,,Babes-Bolyai” Cluj,
Catedra de amalizd
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BAMEYAHHWA O PENENN 3AIAY KBAIAPATUYECHKOI'O
' ITPOTPAMMUWPOBAHMUA

KPATKOE COIEPXAHHWE

PacemarpuBaercs  caejiyioijas 3ajada  KBaJApaTHUECKOrO  1IpOrpam-
MUPOBAHIA:

Haiitn mmapMyM sBajgparmdeckoil  (OpMB  NOM0MUTENHLHO OTpeje-
aéunoii f = x'Cx, npu smueitanix yemosuax Ax> a, rpe A = (), C —
— (o), =18 vamh =1, 8 . oinl %=l % %), 2
— (ay, G, « .., ), C FABIAETCA CHMMETPUTHON MaTPHUTON II0JIOMSHTENLHO
ompefenéunoit, a A — marpnma, mvetontas  pasr . Ilpepnoaaraercs,
aro o< N

Ha ocHome sameusanpsa Mo pemieinio 3ajadv, CBAZAHHOTO eKeTpeMyma
Y 0QHOPOAHLX (yHKImit, nadres chaeyIonHil METO pelleHus BhIIeyKasai-
Hoil 3agadn:

n
IToaoraeres E ‘@ x; =, t=1,2,...,m, I'Tie iy, Uy, ..., %, ABIAOTCA
i1

(EPEMEHHLIMIT, TOJTMHEHHBIMI  YCJIOBUAM 1#; = d;. 3ajada CBOAUTCA K

HAXOMKIEHI MUHIMYMa RBagparndeckoil (opMel N0J0KUTelIbHO OTpe-

nenernm | = |c|w/ (ACT A"\ 'u (woropasm Gyper sasucerb 0T M TepeM-

eHHBIX), Opu 00dee HPOCTHIX YCIOBHAX U == @, Tae U = (Uy, Uy, ..., Uy).

3HadenuA MepeMeHHEIX ¥, [PH KOTOPHIX JIOCTHIAETCS MIHUMYM KBajpaTi-

deckoit Qopmer f, moayuaiores us gopmynn v = C¥A'(AC*A’) .
Uccrepyeren wacrmuit cayvait f= »2 + & 4 ... + x2

REMARQUES SUR LA RESOLUTION DES PROBLEMES DE
PROGRAMMATION QUADRATIQUE

RIBSUMI

On considére le probléme suivant de programmation quadratique :
Que soit trouvé le minimum de la forme quadratique positivement
définie f = x'Cx, aux conditions linéaires Ax =a, ot 4 = (ay), C =

= (C:fk)’ 7’ == 1' 2’ ceey M ?.! k= 1: 2! S M); % : (;\71, 7‘72:_ St xn)': “.. :
= (@, @, ..., a,)’, C este une matrice symétrique positivement définie

et 4 este une matrice de rang m. On suppose m = .

En vertu d’une observation sur la résolution des problémes d’extre-
mum 1ié 4 des fonctions homogénes, on indique la méthode suivante pour
la résolution du probléme ci-dessus :

21 — Studii si cercetdari de matematica 1111963,
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A

On posed “ay % = u, i=1,2, ..., m, ot Uy, Uy, o .., Uy, sont des

=
variables sounuses aux conditions u; = a;. Le probléme se réduit a trou-
ver le minimum de la forme quadratique positivement définie f — | C |

(AC*A')"'u (qui dépendra de m variables), aux conditions plus simples

U =a, OU u = (u;, Uy, ..., u,). On obtient les variables xj, ol est atteint
le minimum de la forme quadratique /, par la formule ¥ — C* A'(AC*A") 1y,
On étudie le cas particulier f = v a4+ X

Primit la 16. V. 1962
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