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1. Daci pentru functia f(x) definitd gi integrabild pe segmentul [a, b]
existi o primitivdi F(x), atunci
b _ ‘
{1z = Fp) — Fla). 1)

De multe ori, insi, nu se poate gisi o primitivd a.funcfiei f(x). In acest
caz se pune problema gisirii valorii aproximative a acestei integrale. O

primd metodd de calcul aproximativ a integralei (1) ar fi folosirea definifiei .

integralei definite ca limitd a sumei integrale (2)
#
S, = Hx)Ax, (2)
i=1

Aceastd metodd are deficienta cd convergenfa sumei S cétre valoarea
integralei (1) este in general slabd, si prin urmare necesitd un numaér foarte
mare de termeni, ceea ce practic se realizeaza foarte greu.

Din aceastd cauzid se pune problema aproximirii functiei de sub inte-
grala (1) cu ajutorul unei functii interpolatoare ¢(x). Folosind asemenea
functii interpolatoare generale, problema pusd se poate trata mai general
introducind o funcfie pondere.

S4 presupunem cd avem de calculat integrala.

{ 1p(nax (3)

o
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unde p(x) este o funcfie oarecare care satisface conditia p(x) > 0, pe inter-
valul [a, b]. Ea se numeste funcfie pondere. In cele ce urmeazi vom re-
prezenta functia f(x) sub forma

(%) = o(x) + R(x). (4)

unde g(x) este un polinom de interpolare iar R(x) este restul. Atunci.

{ fax — { o(x)dx +§ R(#)dx (5)

Prima parte a membrului drept al acestei forniule este formula de inte-
grare numerica ciutatd, iar a doua parte este restul acestei formule.

Polinomul de interpolare ¢(x) se poate reprezenta sub forma
p(x) = [(%)Dy(x) + f(2)Dy(x) + ... + f(x,)®, (%), (6)

unde %, %, ..., ¥ sint nodurile de interpolare.

Daca notam

b
S ()P (x)dx = ¢, i=0,1,...n (7)
st dacd neglijdm restul, formula de cuadraturd numniericd devine
2 i
{prmar =3 ef(x). (8)

=2
a

In aceastd lucrare vom face un studiu general al formulelor de cua-
draturd numerice din punct de vedere al posibilitdtii folosirii masinilor
electronice la rezolvarea acestor probleme.

Pentru a obtine precizia scontatd a rezultatului, vom neglija restul
[ormulelor si vom proceda in felul urmitor :

Tie ¢, ¢, €3, - .., ¢, rezultatul calculului integralei (1) cu ajutorul
maginii electronice dupd o anumitd formuli de cuadratura, folosind =
noduri. Marim numdrul # de un numér convenabil A de ori si aplicim din
nou acelasi procedeu. Dacd rezultatul este ¢, ¢, ¢, ..., ¢,, atunci zeci-
malele care coincid cu zecimalele primului rezultat sint cifrele exacte ale
valorii integralei (1). Dacd aceastd precizie este insuficientd, marim din
nou numdrul nodurilor, continuind asa mai departe pind cind rezultatul
apare cu precizia dorita.

2. In cele ce urmeazi vom reaminti pe scurt formulele de cuadraturd
numericd fird rest, care ne vor sta in continuare in atentie.
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Formula lui Newton-Cotes. Se objine dacd considerim ca polinom de
interpolare o(x), polinomul Tui Lagrange cu noduri echidistante.
d

TI'ie de caleculat S {(¥) dv. Functia f(x) o vom aproxima cu polinomul

7]
de interpolare al lui Lagrange pe nodurile
B, — @ o=l =l s

unde sau @ coincide cu ¢ gi atunci d =a + (n + 1)k, sau a -+ h = ¢ si
d = a + nh. ‘

In primul caz multimea nodurilor de interpolare nu contine punctele
¢ §i d, iar intervalul de intergrare se imparte in » + 1 pir}i egale, iar in
al doilea caz punctele ¢ $i d aparfin mulfimii nodurilor de interpolare si
intervalul de integrare se imparte in n — 1 pirti egale.

Formula de cuadraturd numericd obfinutd in primul caz se numeste
de tip deschis, iar in al doilea caz de tip inchis. Dacid punem

c=a+ 1 —kh si d=a-+ (n+ Rk

atunci formula de tip deschis se obfine pentru # = 1, iar de tip inchis pen-
tru & = 0.
Notadm cu I'(v) = fla + hy).

Atunci
d n+k
{1x)ae=n § Fiy)ay
¢ 1=k

Polinomul de interpolare al lui Lagrange construit pentru f(x) pe nodurile
%; prin schimbarea ficutd, are urmitoarea forma :

=Ny -2 .. (y—iF 1) .. (y— =) f
Ly) =2 6 — 1) —2)..2 . 1(—1)(=2)..i — ») F ().

=1

Inlocuind in formula (5) si tinind seama de restul formulei de interpolare
a lui Lagrange, obfinem

"
(#)

V1an = @— o) 3 177 fa + iny +

¢ Fl
n+k
= h g (v =)y —2) .. (y —n)F(y; 1, 2, ..., njdy, (9)
1—k
nude
b n-t+k
j(’;’: i e v (—1) S -1y —2)...(y —n) .
it (» —1 4 28)(i — 1)1 (» — 1)! e § =i z
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Numerele Ilf’;', posedd urmitoarele proprietiti :

]_) I(") el I(”)

ik n—i+1.k
"

2y I =1,
i=1 0k

Dupé studiul restului obfinem urmitoarele formule ale lui Newton-Cotes
g 2m—1 =1
1§ fmdx — @ — o X137 e+ i) + Ry
d—¢ 2
:—Wzk, n=2m—1

d
2om

1§ fwax — @ — 03 19 fa + iny + Ry

i=1
c

d— ¢

]z:-—*-——‘
2m — 1 4 2k

" = 2m.

Cazurile particulare # = 2 si n — 3 ale formulei de tip inchis sint respectiv
formula trapezului si a lui Simpson, adici

Vs — 222 () + fie)) + R (10)
d
{ (xax — 2= [fe) + -‘U‘[‘ . d’) + Hd)] + R (11)

Formula lui Gawss. Prin schimbarea funcfiei de sub integrali cu un
polinom algebric de interpolare, construit pe # noduri de interpolare, se
obtlune o astfel de formuld de cuadraturi, pentru care restul se anuleazi
dacalfunctla de sub integrald este un polinom de grad nu mai mare ca
n— 1.

Asa cum se stie, in cazul formulei lui Newton-Cotes, cu un numir
par de noduri, restul se anuleazi daci functia de sub integrald este un po-
linom de gradul #.

Se poate intimpla ca pentru o altd distributie a nodurilor, gradul poli-

nomului si creasci. '
. Prin folosirea aceluiagi numér de noduri vom spune ci o formuli de
integrare numericd este mai precisi decit alta, daci gradul polinomului
care inlocuit in locul funcfiei de sub integrald ce dd restul nul, este mai
mare.
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Formula de integrare numericd a lui Gauss se obfine punind condifia
ca gradul polinomului care inlocuit sub integrald sid dea restul zero, si fie
maxim. Fa are urmitoarea forma

b
{prmar = dfx) + ) + ..+ (s, (12)

[

Pentru determinarea coeficientilor ci”)(z' =1,2,..., n) se ajunge la un
sistem de ecuatii care ne aratd cd gradul maxim de precizie al formulei

este 2n — 1.
Nodurile formulei Ilui Gauss expusd in lucrarea [1] din studiul ei,
rezultd ci sint riddcinile polinomului lui Legendre de gradul n.

L(#) = oo (v — (s — )"} (13)

Dacid se face schimbarea de variabila

b—a

a4 b
2 I, 2
atunci se reduce intervalul de integrare [a, b] la [—1, 1], iar L,(x) are

atunci forma

2

T e

_ X
2%l da” L€

L(x) = = (14)
In polinoamele L,(x), ale ciror proprietdi sint bine cunoscute, avem
relatia de recurenta

(n+ 1)L, (%) = (27 + 1)xL (%) + nL__ (%) (15)

care permite calculul succesiv al coeficientilor polinomului L,(¥) cunoscind
cd Ly(x) =1 si L(x¥) = x. Prin urmare determinarea nodurilor formulei
de integrare a lui Gauss este echivalentd cu determinarea celor » rddicini
reale si distincte ale polinomului lui ILegendre.

Dacd se considerid p(x) = 1, atunci formula lui Gauss devine

1

S [z =35 ei(x) + R() (16)
= b= %
unde
I 1) & et (17)
f @) P(x — Qb m)Lx)
‘i:l,2, ---vn'
b =1, a = —1, L'(x) fiind derivata polinomului lui Legendre de gradul n.
Se poate afiita simplu ca ci_") = cr(ﬂk gor
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Formula lui Hermite. Dacd luim in calitate de p(x) functia

1

iar in calitate de interval de integrare intervalul [—1, 1], atunci se obtine
formula de integrare numericd
1
() .
S T de =) (%) + R(f) (18)

# e

in ipoteza cd integrala din membrul sting existi. De data aceasta x, vor
fi zerourile polinomului lui Cebisev de grad =

T 1
i T ) = —a=t €08 (n arccos x),
prin urmare
21 — 1
¥ — oy ———=
2n
iar
™ ¢
e =— (=12 ... 0)

n
Formula obtinutd este un caz particular al formulei lui Gaus, si poarti
numele lui Hermite. Fa are forma

1

§ Lnde = =% f(x) + RO, (19)

Ne vom opri aci cu considerafiile generale asupra formulelor de integrare
nuniericd pe care le vom avea in vedere, urmind ca in continuare si con-
struim schemele logice operatoriale ale programelor algoritmilor descrigi
mai sus. Nu vom preciza pentru aceasta o anumitd masini dati, deoarece
programul se face cu ugurinfa pentru oricare masinid daci se stie schema
logicd operatoriald a programului unui algoritm. dat.

Sa consideram  formula lui Newton-Cotes
d

Sf(:l’)d*\ = (d — ¢)
unde asupra funcfiei f(x) facem ipoteza cd este calculabili printr-un algo-
ritm of §i cd rezultatul aplicdrii algoritmului of la functia f(x) in nodurile

(r(r) (n*
1.(12 ...a” -

s

% 19%a + i) + R().

i=1

%y, %, ..., x sint numerele 4

#) Nu vom preciza algoritmul o de caleul al functiei f(x) deoarece el are un caracter
purticular i se precizeazd de la caz la caz,
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Pentru calculul integralei dupd aceasta formuld este necesar in pri-
mul rind si calculim coeficientii IE';). Pentru aceasta vom preciza algo-
ritmul de integrare al polinomului de sub integrald

Plyj= =008 b—n

oy —

Coeficientii polinomului (v — #)P;(y) sint dafi de sumele urmatoare

2 =S =142t n
Gy =SP=1.2 + 1.3 +... 418 + 2.3 +...42.n4+...+ (n—1)n

a =S =1.2...n—1n
”n "

Se poate arata ugor cd avem

S® — a9, 4 5

n—1
si in general, prin inductie, cd
' (B ol ()
5” = bnfl o Sﬂ—!'
Se vede deci cd coeficientii polinomului (y — 7)P;(y) se gdsesc oarecum
analog cu coeficientii binomiali din regula urméitoare :
% = e N - o (k) A

Dacid s-au calculat coeficientii polinomului (y — #)P;”(y), unde prin

k am notat gradul polinomului P;(y), atunci coeficientii polinomului (y —
5 1 o
— i)P;k-'_ )(y) se determind astfel :
Fie
g, @y, o, - .., Qp_q, (¢
coeficien{ii dati, Coelicientii calculati vor fi
ay, —(k + Day, + a,, —(k + Vay+as,..., —(k+ Day_+a, —(k+1)a.
v L% . . . Pi x
Pentru calculul coeficientilor polinomului ———vom proceda prin
i
impdrtire cu ajutorul schemei lui Horner.

Subliniem de la inceput cd parametrii schemelor logice operatoriale
care vor urma au o valoare locald, adicd dacd 7, j, &, ... sint parametrii
in schema (S), cu valorile precizate pentru operatorul A, atunci ei se pot

. B a . . : . A
folosi si pentru operatorul A’ din aceeasi schemi, valorile lor fiind insd
precizate relativ la acest operator.
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Schema logicd operatoriald S, a programului algoritmului descris
mai sus va fi

FLAPSR= NI GO {p6 < f (6] — [1] = (8)] x
X FIRFHOL | | A™pk<n) 1 F®OT | s,

.. A (R) (k) ’ . o
unde operatorii A, A" sint determinati de relatiile

AP = [B97[e,] + [0,,] = (2,); (k=0,1,... n)
AN =[108,] + [0pa] = By : [Bo] = [2]

iar k este parametrul ciclului care calculeazi la un j dat coeficientii poli-
nomului (y — z')P}k)(y). Am folosit mai sus notatiile urmitoare :

[¢] = numdrul continut in celula o.

() = numdrul celulei

In felul acesta se vede ca [og] = @, [®,] = a,, unde avem initial
a4 =1, gy = —1, jar [p?Y] = —2.

Referitor la operatorul A;*"‘”) avem inifial + =1, iar (B,) sint un gir
de celule care pastreazd coeficienfii polinomului 0,

(J’.‘ =2 i)
Rezultatul calculului dupd schema logici operatoriali (S,) il formeazi

pe de o parte coeficientii polinomului IT (y — ¢), iar pe de altd parte coefi-
i=1
Mo
=1
y—1i
Schema logicd operatoriald al programului algoritmului de calcul al
coeficienfilor I este de forma

cientii polinomului

L LI8] = (a9 [[49] : [#] = (@] | A p < — 1) | x
xFQOt | p(i < tEGHOT | [[«®] — (] = ()] x
X L LA <i—DIF®OT | [ —1]o ¢ —Dipli<nfx |

(So) 9

xF({HOf A6 < iF@OT | s,

1)

In aceastd schemd s-a folosit parametrul j pentru a delimita calculul poli-
nomului integrat intre cele doud limite. Pentru j = 1 se calculeazi poli-
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nomul in limita inferioard, iar pentru §j = 2, in cea superioard. Operatorii
A:m, A,(:) si A:’k) sint definiti de relatiile ‘
(4,1) i i : i
A =] 4 ] [ — 1] = ()
Dx(f)] . [y(i)] =y (a_(f)),
unde [y”] = 0 pentru § = 1 in cazul formulei de tip deschis, gi [y =1
pentru § = 1 in cazul formulei de tip inchis, iar [y"] = # 4+ 1 in primul
caz pentru § =2 si [y] = » pentru j = 2 in al doilea caz.
A‘:’s [8;1 (1= (3;); 1 =0,1; [8] =1 initial.
Pentru § = 0 se realizeazd (¢ — 1)!, iar pentru § = 1 se realizeazd
(n —)!
A= (3] (3] = (8)
[1]: [8y] = (3)
[—11"7 [3] = (")
(1] [e] = (v)
In acest fel, in sirul de celule (y\") apar coeficientii If';’

Algoritmul de calcul al integralei folosind formula lui Newton-Cotes
de tip inchis (# = 0), sau de tip deschis (¢ = 1), are urmitoarea schema
logici operatoriald a programului :

VA p=m) 1 EGO T | A, p([y] — [M]|=e) T %

oG 3 (Sz)
x [[Y] = (M)JE"G)F (m)O t | 0p,

unde operatorii A(:'), A, sint definiti in felul urmétor :
AY= "1+ 7] ()
A, = [y][d —¢] = (v)-

M este un numdr arbitrar ales pentru compararea preciziei rezultatului
aga cum am amintit in piima parte, F'(an) este operatorul de mirire a
numérului # de un numdr A de ori, iar ¢; este prima instructiune a pro-
gramului. ‘

Desi formulele trapezului si a lui Simpson sint cazuri particulare, este
bine ca si se studieze din punct de vedere al programirii, separat, deoarece
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prezintd avantajul simplitatii lor. S4 scriem acum formula trapezului sub
forma urmétoare :

§ rmde = 2 ) 4 fw) + 2008) + .+ I, DI+ RO, 20)

2n

b(ihema logicd operatorialda a programului algoritmului descris de
aceastd formuld are forma :

JAAD pisn — ) AF@O 1A, p(ifa] — (M]| 2 o) 1 x A
1 3)

X [fa] = (MIE "6 F om0 1 | 0p

operatorii  4,, A, A, fiind definiti de relatiile :

A= a1 + [a"] = («)

A= [a"] + [B] = (B)

Ay = [BI[2] = (B)
[a]- [B] = (@) [o] ([d —c]: [20]) = («).

‘A 4t {e: S 4 ) . .

Cind precizia nu este satisficutd pentru un # dat, si-1 multiplicam pe
acesta de A ori, se 1veste problema calculului unor noi valori ale functiei
f(x) In aceste puncte bine precizate, pe lingd cele de mai sus. Aceasti pro-
blema este rezolvatd de cdtre algoritmul <# de care am vorbit mai sus.

Formula Iui Simpson o vom scrie de asemenea pentru cazul a 2un + 1
noduri %, %, ..., Xg,; sub forma '

§ e = 222 ) + )] + 200(m) + 1) + ... +

6n

+ 10, )]+ AU + f08) + ook )]+ R, (21)

Schemeul logicd operatoriald a programului algoritmului descris de aceasta
formuld este : :

JALAY plisn— ) IF@OL | AF i AP
xpl < m P EGO | A p(I[a] — (M]] = o) § 1o » ()] x
xF"()F am) Ot | 0p. (S,
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L 2i) (2i—1) . 2 < et ' -
operatorii A, Afj' g, A ) si A, fiind definiti de relatiile urmitoare :

A=[a"1+[a)]= ()

1

2, ... n—1

A;z.-) - [agJ] + [B] = (By) [ﬁl] == 0 Imitial,. ¢ —1,
Ay=12]- (B = (B)

AP = (@ 1+ [8] = (B) (8] —Vinifial i=1,2 ..., 0
A= (el + [B] 4 HIB]) - ([d —e]: (6]} = (=)

in continuare vom avea in vedere formule de integrare numerica de precizie
maximi. Fie pentru aceasta formula lui Gauss (16) [1] cu coeficientii (17).
Asa cum am vizut, avem nevoie pentru aceastd formuld in primul rind
de zerourile polinomului lui Legendre. Acestea le vom calcula folosindu-ne
de o metodd iterativd a lui Laguerre [2]. Aceasta constd in urmitoarele :

Fie polinomul I’(x) dat sub forma
Plx) =agr" +a¥" ' + ... +a,_v+a, (22)

si ¥y, X, ..., x, riddcinile lui, despre care stim ci sint reale si distincte.

Vom cduta un polinom
AN R L AT R (23)

care are proprietatea cd raddcinile lui sint in urmatoarea relafie cu rada-
cinile polinomului (22), X, = & , unde m = 2"
Numerele :’lr. (t =0,1, ..., n) se determina din relatia

A, =1—1)'B, ' ' (24)

i

unde numerele B se determind din urmdtoarca relatie de recurentd :

{ . :
B — gy w1y BY B 4 B (25)
s=1
stiind ca
]
5] 8 2 o0
B(fl} ] 2 (—1) e, 2., +a,. (26)
s=|1
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Dacé m=2" este mare, atunci riddicinile polinomului (23) sint foarte mult
distantate una de alta. Dupd formulele lui Viete, avem

X2
Ry
o B - B
XXl ey =2l NEN
B, Y
= B B,
gy e X e s R T
B.
0 t—1
= " X
iar x,-:JX‘,-, U=, 2t o

Deoarece m este o putere a lui 2, rdddcina se poate extrage succesiv
destul de usor. Inconvenientul acestei metode este faptul ci numerele, B,
siot mari, astfel ci ele pot depisi diapazonul maginii, dupi un numir rela-
tiv mic de pasi. De aceea, cu o solutie initiald determinati cu ajutorul
acestei metode, vom proceda in continuare pentru gisirea solutiei cu pre-
cizia cerutd, cu ajutorul metodei iterative a lui Laguerre, dati de relatia

- uP(x)
P'(x) + VE(z)
unde H(x) = (n — 1)2P"*(x) ~ n(n — 1) P(x) P’ (x).

X —e (27)

Dacd x este o valoare aproximativd a unei radicini a polimonului
P(x), atunci X dat de relafia (27) este o valoare mai apropiati de aceeasi
ridacing.

Cu aceastd metoda, in cele ce urmeaza vom evalua zerourile polinomului
Iui Lependre cu precizia ¢ pe intervalul [--1, 1].

Sd considerdm polinomul lui Legendre dat de relatia de recurenti
(15), unde Ly(x) =1, iar L,(x) = x. Vom inscrie coeficientii polinomuiui
Lny (%) celulele (o), ¢=0,1,...,n —1, iar coeficientii  polinomului
L, in celulele (;), 2=0,1, ..., n — 2. Coeficientii polinomului L,(x)
ii vom obfine atunci in celulele («;), ¢ = 0,1, ..., n, urmind ca ceiulele
(@;) (b;), dupd calcularea coeficientilor polimonului I,(x), si fie eliberate
spre a fi disponibile.

Schema logicd operatoriald a programului algoritmului dupi care se
calculeazd coeficientul polinomului L,(v), este de forma

4

TAVA" | A™ s < b+ 1) f T O [ otk < m) b

n

X4 (a1 (b)) ({4 = @) 10 1 | S,
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unde operatorii A‘:”, Aékl > A;k'” sint definiti de relatiile
AV =([2k +1]: [k + 11} - [40] = (o)
A(ik) ={[2k+1): [k +1]}- [a,] = (o)

AP = {28 4 1] [t 1)3[as] — £ [A]: Tk + 173 « [Bisg] = (=),
1 =2,3, ..., k.

Se vede cid dupd fiecare ciclu dupd k, executat de acesti operatori
7 se mireste, si ¢d la ciclul urmitor in calitate de L,_;(x) se foloseste poli-
nomul cu coelicientii noi calculati, iar in calitate de L;_,(x )polinomul care
la ciclul anterior a jucat rolul lui L,_,. In acest fel, in girul de celule («;),
la sfirgitul calculelor vom avea coeficientii polinomului lui Legendre de gra-
dul =, @, @, ..., @

Schema logicd operatoriald a programului algoritmului dupd care
se calculeaza zerourile acestui polinom, are forma

Vil = 8011 LA™ st = ) 1B [[e][— 11> (@)] x
x O | p(IB] < [B) 1 1 pG=m 1 [—1]= @IF () x
«F@O% | [[B]= #10F | [IN]+ 11> @11 1 A([2"1= [="] x

x o= m 10O § (14015 (1A V] 5 ()] X (S)
x VAV [[P]— (1] = (B1p(1P] > 0)1 O} | x

x p([#"] — (2711 < o 1 [[2"1 => M)IIM] + [1] = (M)] x

¥

11 12 13

x |pi=n) TFHOL | | p(M] = [#)) 1 OF x

17

x 18] <) [[a] + [ + 11 = [a]lle] + [# + 11 = (@)] x

16 17
x F#O t ] 5.
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Operatorii AEM, Az, A:,, Af’m sint definifi de relatiile
AP = [a] 1%, 1(%,,, ) +[B]= (B); [«] = —1 inifial
(5 =00,
A 2] -[Bi] = (By) =1, B, syt
Al = (B [Bi] > (v)
ik o M
Ai f= V[xl.“’] = (x!.! )

extrage rddéacina succesiv de un numér % de ori, unde £ se determini cu
ajutorul unui numiritor.

2

A= SRS

Initial in celulele
() (0 (0) ) ) 1)

(B 4 (8 ke (3, ) st e )y (o D) -y i ]

vom inscrie doud numere care nu sint rddidcini ale polinomului considerat
si nici nu aproximeazad ridacinile acestui polinom. Tn cazul nostru ar putea
(0)

: ) i e 5 il J

fi de exemplu [¥ ] =2, [x, ] =3, 1¢=1,2,..7 n Dupi primul cicly,
; @y (1) .
care calculeaza numerele B, In celulele (x,°) se obfin numerele [,]
raddcini ale polinomului L, (¥) intr-o primid aproximatie, iar in celulele
(0) 0) e ; .
(¥, ) numerele [x ] = 3. In acest fel, trecerea la algoritmul descris de
metoda lui Laguerre se face atunci $i numai atunci eind max { B;) =
unde prin d am notat diapazonul maginii. Daci nu este nevoie de aceasta
trecere, conditia logicd p([M] = [n]) ne spune cd am obfinut precizia
ceruta pentru toate rddacinile si se trece la calcularea integralei. Dacd insd
condifia logicd p([M] = [n]) nu este indeplinitd, atunci trecerea depinde
de condifia amintitd, adicd max { B;} = 4. Prin ¢, si ¢, am notat numerele
i

celulelor care confin prima, respectiv a doua comandi a programului.
Algoritmul descris de metoda lui Laguerre se aplici numai la acele zerouri
care nu sint suficient de precis calculate si care se gisesc in celulele (x;])).
Punerea lor in evidenfa se face relativ usor, verificind conditia logici
p([x:m] = {.\:jl) J). Schema logicd operatoriald a programului care realizeaza
acest lucru, este de forma

4

1200 = 0 L= m PFOIINT + 2] > (V)] x
X Ot (=M= @I = ()10 | Sy (57

In felul acesta, algoritmul descris de metoda lui Laguerre se va aplica numai
asupra numerelor [x;], urmind ca rezultatele sid fie inscrise in celulele
(0)) :

(:“H'

!
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Pentru executarea acestui algoritm, avem nevoie de un algoritm de
calcul al derivatelor polinomului si al valorilor lor in punctele [%;]. Pro-
gramul acestui algoritm are urmitoarea schemi logicd operatorialj :

31 (in 2

FIA pi=n—nTFGOL L pr <HIF""() x
3 4,
X EijOt.] 5, (S7)
Operatorul Agm se defineste in felul urmitor :

A = [ —i] 5 @) i—0,1,2,... 07

0
e

(mf:})), in care sint pdstrati coeficientii polinomului dat. Cind 7 ia va-

Se vede cd pentru » = 0, avem de-a face cu celulele (OL((]O)), (a

lorile 1,2, ..., &, in celulele {(mﬁ.")} se obtin coeficientii derivatelor suc-
cesive pind la ordinul % al polinomului dat.
In cazul nostru, » =0, 1, 2.

Programul algoritmului dupd care se calculeazi valorile polinomului
si al derivatelor sale succesive in punctele [ %;], este dat de schema logici

operatoriald (S)).

LI = ()] 1A 5 < 4) 1 F ) O F x
x | pr = HAE TG ENOL |l < n—m) § x
< F )BT EG Of s, (S7)

unde operatorul A:""’” este definit de relatiile’

" =1
3 4
Ot}

(i) rid ; g
A] = [cx.[ J]] [x,] ol I—OC,(-)] =y (d(rJ))
= Oy, 2Rk
1=1,2 . .08 —m:, 1=0.1,2"...#,

unde prin m am notat numirul ridicinilor calculate cu precizia cerutd cu
ajutorul programului dat de schema logicd operatoriald (Sg)- In felul acesta,

in celulele {(«"”)} vom avea calculate valorile polinomului dat si pri-
mele sale % derivate in punctele [x;].

Vom putea da acum schema logici operatoriald a programului care
realizeazd algoritmul de gisire a zerourilor unui polinom dupid metoda
lui TLaguerre. Aceasti schemid are forma

FUAPAT AT AP AYAY (] — [49]] < o) f (Sy
0 . 2 . 4 3 2) 6 2
X [[5]= (£ <n—m TFGOT | [v®]= (£)101 | S,

22 — Studii §i cercetiri de matematici TI/1963.
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Operatorii ATATAPAPAVAY sint definifi de relaiile

A:j] iy 1]2 . [m(l,ﬂ]fd .o [ﬂj " [n bt 1] [OL] [m(ﬂnJ'J] =3 (Tﬂ)}
5 __ +fTm (1)

A=V = (")

A;“E [.Y(l)] + [m[hil] = {T\U)

Af)E [7] [ozw"ﬂ] = (v*)
I N e N

A= "1 1= ™)

Al =] — 1= ().

Rezultatul acestui program il constituie zerourile polinomului lui Legen-

. - " - () ©)
dre calculate cu precizia s cerutd care se gisesc in celulele (%), (%,"),..-

s o (B S
Coeficientii (17), in cazul nostru, se pot scrie sub forma

QMo 1 2 4 )_'_(2(ﬂ.~1)]]2 L ,
' 2 “u +1 ] [n + 2 2n — 1 (1 — L2 ()

Schema logicd operatoriali a programului algoritmului descris de
aceasti formulid, este de forma :

1A% =n—TF) Ot [AApi < m T x

T ru g !
xF " F(G) O | S (So)
unde
AY — (121 [+ i1} [a] = () [a] = 1 iniial
t =12 ..., —1
A, =[] [2]= (a)
A =01 — T = (B); [o] 2 [B] = ().
Rezultatul acestui program il constituie coeficientii cf."), 1=, 2, sq0 %
inscrigi in celulele (vm), g =1,2, .5

Schema logici operatoriald a programului -algoritmului descris de
formula (16) a lui Gauss, este urmitoarea :

IAY 56 <n 1FHOT {p(Iv] — MI|= o) 1 X
« B™"()F(m) O 1 | op, (Syo)
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unde
4P= (4] - + [v1= (1)
[y] = 0 initial
iar
A= 2.
Formula lui Hermite. Revenind acum la formula (19), se observi ci
nodutile x;, 2 = 1,2, ..., #, se calculeazd din relatia
2i — 1
% = COS

2n

Sd presupunem ca () este schema logicd operatoriald a programului
standard al algoritmului de calcul al funcfiei cos », prezent in biblioteca
de subprogram standard a majorititii masinilor electronice. Dacd notim

2_ z w, atunci schema logica operatoriald a programului
7
algoritmului de calcul al integralei dupi formula lui Hermite este urmi-

toarea :

R 2
cu y, mirimea

1 1S 0y ) APpl < m) T OF L (11l — M]]= 9 x
= 3 4
x F () F(x) O t | Op, (Su)
unde of(x) este algoritmul of aplicat funcfiei f(x) in punctul x;, iar

A =(d"] + [«] = (®) [o] = 0 inifial
[a]{ [%]:[n]} = («).

0 HPOPAMMHUPOBAHUN HA 9JEKTPOHHBIX BBIYUCIUTE-
JbHBIX MAIIMHAX ®OPMYJI YUCIEHHOW KBAJIPATYPEI

KPATKOE COHEP)XAHHME

B rpyjse uccaemyiorcs ¢opMyas wucaennoii KBajgpaTyph ¢ TOYKMA
BPeHNA BO3MOJKHOCTU WHCIIOIL30BAHAA YIEKTPOHHONH BHIYMCINTENbHON Ma-
UIMHEL A 0pulinsuTelbHO ONEHKN WHTETPANOB UpW IOMOLW 51X (op-
myn. Tpyn cocrour ma Tpéx uacreii.

B nepsoii wactn jlemaerca BBejienue, ONPABAbBAA BOSMOMKHOCTSH Tpe-
HeOperkeBHsa ocraTkoM stax  Popmydr.
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Bo mropoii wacru paercs o0zop TrmaBHBIX (POPMYN GuCHeHHOH KBaJ-
parypsl Oes ocrarka m Haéres ux asHas Popma, OPH KOTOPOH BO3MOMHO
npUMEHEHNe BRIUNCHHTeTbLHOIl MaliMebl JUIf , BLIYUC/EHUS HHTETPAIOB npn
UX TOMOIIH.

B mocsepmeii wacTm CTpOATCA ONEPATOPHbIE JIOTHYECKHE CXEMbl npo-
IpAMMOB QJTOPUTMOB, ONUCAHHEX HTUMU (DOPMYyTam.

SUR LA PROGRAMMATION POUR LES MACHINES ELECTRONI-
QUES DE CALCUIL DES FORMULES DE QUADRATURES
NUMERIQUES

RESUME

On étudie les formules de quadratures numériques du point de vue
de la possibilité d'utiliser a leur aide la machine électronique a1’évaluation
approximative des intégrales. Le travail se compose de trois parties :

T,a premiére partie est une introduction. On y justifie la possibilité
de négliger le reste de ces formules.

© Dans la deuxiéme partie on passe en revue les principales formes de
quadratures numériques sans reste, et on donne leur forme explicite et
acceptable permettant d’utiliser, moyennant ces formules, la machine
électronique pour le calcul des intégrales.

Dans la partie finale, on construit les schémas logiques opérationnels
des programmes des algorithmes décrits par ces formules.
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