'ASUPRA MULTIMILOR CONVEXE CARE ADMIT
SECANTE COMUNE

DE

VASILE PETEANU
(Cluj)

Lucrave prezeniald in sedinfe de comunicdari din 26 februarie 1963 a Imstitutului de calcul
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I. In 1942, I. A. Santalé [6] did urmitoarea teoremd :

TrOREMA 1. Fie datd in plan o familie finild de segmente de dreaptd,
paralele. Dacd oricave trei segmente pot fi intersectate cu o dreaptd, atunci
existd o dreapld care intersecteazd foate segmentele famailier.

M. Dresher i T. E. Harris redescoperd aceastd teoremd (a
se vedea lucrarea [b]). Ea reprezinti solufionarea unui caz particular al
unei probleme enunfate in [7]. Teorema a fost generalizatd in mai multe
directii [5,4,1,3]. Aceste generaliziri, insd, s-au limitat la cazul plan. in gene-
ral, demonstratiile acestei teoreme indicau numai existenta unei secante
comune, folosind o cunoscutd teoremd a lui E. Helly [2].

In prezenta lucrare am dat o demonstrafie directd teoremei 1, care
permite construirea efectivd a unei secante comune. Teoremele 2 ¢i 6 sint
generaliziri in spatiu ale teoremei 1. La punctul 5 am introdus mul{imile
de drepte (Z,. ‘

2. Ne propunem sia dim o noud demonstratie teoremei 1 care si per-
mitd construirea unei secante comune. In acest scop fie
S x==x,b=<y=a, 1=12 ..., m;

< X< ...<%,

mulfimea segmentelor teoremei 1. Vom nota aceastd mulfime cu /. Vom
d spune cd un numir de segmente din  sint colineare, dacd existd o dreaptéd
E care si le intersecteze. Va trebui deci, pe baza colinearitdfii a oricéror
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trei segmente din _, si demonstrim colinearitatea tuturor segmentelor
din .

In cele ce urmeazi, vom spune ci un segment S, este la stinga unui
segment 5. daci % < %, iar daci S, este astfel ci X, < % < %, vom
spune cd S, se afld intre S; 51 S,. In vederea demonstririi teoremei 1 ne
sint necesare urmitoarele doui leme.

Lema 1. Daci S; se afli intre S, 51 S, st dacd existd o dreaptd ()
astfel ca S; sd se afle in semiplan opus cu S, st S, fagd de (A) si dacd (A)
nu intersecteazd cele trei segmente, atunci ele nu sind colineare (fig. 1)

5
5 (4)

J}.

Fig. |

Proprietatea exprimatd de aceasti lemi este evidenti. in continuare
notdim Y, = min {a;} si ¥V, = max {b,}. Putem presupune ci V Y
deoarece in caz contrar teorema este evidenti. Ducem prin Y si Y, para-
lelele (4) si (B) la Ox. Se obfine astfel figia (R) cuprinsi intre (A)b si(B)
Un rezultat nemijlocit al definifiilor lui Y, i Y, este faptul ci orice seg-
ment din _#/ are cel pufin un punct comun cu (R). '

Notdm cu S(4) mulfimea segmentelor S; din i, pentru care a. — V |
$i cu §(B) mulfimea acelora pentru care by =Y,. Cu aceste precizéri ;i
notafii are loc urmitoarea :

LeMA 2. Dacd un segment din S(A) este la stinga unui segment din S(B)
atunci toate segmentele din S(A) sint la siinga tuturor segmentelor din S(B).'

Demonstragie. Fie S, si §8 din S(4), far S, si S din S(B) si in plus
S AIa‘ stinga lui S;. Atunci S, nu poate fi la dreapta lui S, deoarece S o Ty
si §,, conform lemei 1, nu ar fi colineare : S; nu poate fi nici intre S;

§i Sy fiinded atunci, conform acelejagsi leme S;,

Din aceleagi motive S:B au poate fi la stinga lui S,.

Vom trece acum la demonstrarea propriu-zisi a teoremei. Firi a res-
tringe generalitatea, putem presupune ci segmentele din S(4) se afli la
stinga segmentelor din S(B). Tie S, €S5(4) si situat la dreapta tuturor

, S, 81 S, nu ar fi colineare.,
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segmentelor din S(4) §i S, € S(B) si situat la stinga tuturor segmentelor
din S(B) (fig. 3). Notdm cu (A;) dreapta determinati de punctele Pl(xa‘,
a,) 51 Qy(%g, bﬁ,)‘ Orice segment S; din / situat la stinga lui S,, sau la

Sa

=

- (8)
. (4)
s

(R)

©

Fig. 2

dreapta lui S,, este intersectat de (A,), deoarece in caz contrar sau ar

1 . .

exista un segment care nu are puncte comune cu-(R) (vezi S;), sau ar fi

contrazisd lema 1 (vezi S,) ; deci numai fntre S si Sp, pot exista segmente
1

din M neintersectate de (A,).
(4;)

Fig. 3

Urmadtoarea afirmatie, énaloagé lemei 2, este o consecinti a lemei 1 :

Toate segmentele situate in acelasi semiplan cu S, §i care nu sint
intersectate de (A;), se afli la stinga tuturor segmentelor situate in semi-
lan opus si neintersectate de (A,).
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Fie S5, .primul segment la dreapta lui S, situat fatd de (A;) in ace-
lagi semiplan cu S, si care nu este intersectat de (A,), iar daci un aseme-
nea segment nu existd, S, =5, ; in mod analog, fie Sp, primul segment
la stinga lui S, in acelasi semiplan cu S, 51 neintersectat de (A,), iar daci
un asemenea segment nu existd, S, = Sy Punctele P, si Q, determini L
dreapta (A,), care intersecteazd toate segmentele situate la stinga lui Sa, '

sau la dreapta lui .S;3 ; In caz contrar, sau ar exista un segment care nu b

are puncte comune cu (R) (vezi S,), sau S nu ar fi primul segment la
dreapta Iui S, 1n acelasi semiplan cu el §i neintersectat de (A,) (vezi S,),
1
sau, in fine, ‘ar fi contrazisa lema 1 (vezi S, e Sﬁ).
2 2 B

Continuind in acest fel, deoarece mulfimea / este finitd, vom ajunge

la un moment dat la doud segmente S, §i5, astfel ca intre ele si nu mai
(] "

existe nici un segment S, din _#/ neintersectat de (A,). Pe de altd parte,
(A,) intersecteazd toate segmentele din #/ situate la stinga lui S, sau la l‘

"
dreapta lui S, , deci (A)) intersecteazd toate segmentele lui /. Teorema

1 este astfel demonstratd. |

3. Teorema 1 se poate generaliza imediat precum urmeazs :

TROREMA 2. e in By dat un numdr finit de paralelograme situate in
plane distincte §i avind laturile paralele cu doud divectii date. Dacd orvicare *
tres paralelograme admit o secantd comund, atunci toate paralelogramele admil '
0 secantd comund.

Demonstragie. Considerdm o dreaptd perpendiculari pe planul deter- 4
minat de cele doud direcfii. Prin aceastd dreaptd ducem doui plane (P,) :
si (P,) paralele cu cele doud directii date. Proiectdm paralelogramele paralel
ca a doua, respectiv prima directie, pe cele doud plane (P,) si (P,). Pe
fiecare din plane sint indeplinite conditiile teoremei 1, deci atit in (P,)
cit 5i in (P,) existd cel pufin cite o dreaptd (A,), respectiv (A,) care inter-
secteazd toate segmentele. Aceste doud drepte sint insd proiectiile pe (P,),
respectiv (P,) ale unei drepte din spafiu (A) care evident intersecteazi
toate paralelogramele din enunful teoremei.”

4. Teorema 2 nu se poate generaliza in sensul inlocuirii paralelogra-
melor cu laturi paralele cu figuri convexe arbitrare, chiar daci acestea
sint agezate in plane paralele. Vom ilustra acest fapt printr-un exemplu.

Sd considerdm tetraedrul SABC si un plan SBD, care trece prin mu-
chia SB. Vom intersecta acest tetraedru cu trei plane paralele cu ARBC.
Fie (fig. 4) acestea P,, P, si P,. Notdm M,N, intersectia lui P, cu SCB,
M,N, intersectia lui P, cu SAB si M,N, intersectia lui P, cu SBD. Seg- -
mentele AC, M,N,, M,N, si M,N, snt dispuse in plane paralele, oricare !
trei admit o secantd comund dar nu existd o secanti comuni pentru toate.

———

&
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Acest fapt este evident deoarece dintre toate dreptele care unesc pe AC
cu MyN,, numai AN, intersecteazd pe M,N, si numai CN, intersecteazi

pe M,N,.

C
Fig. 4

Ne propunem totusi si studiem in ce condifii teoremele 1 si 2 pot fi
generalizate.

5. In cele ce urmeazi ne va fi utild urmatoarea lemad :

Lrma 3. Fie trei segmente de dreaptéa MyN,, M,N, si MyN; avind
extremitdtile M, My, My respectiv Ny, Ny, Ny colineare §i in asa fel ca sd
existe un plan care trece prin MyN,, iar M N, si MyN, sint situate de o parte,
respectiv de cealalld parte a planulwi. Atunci, oricum am lua un punct A
pe wnul din segmenle, existd cite un pumnct pe [iecare din celelalle dowd seg-
mente, astfel ca cele trei puncte sd fie colineare.

Demonstratie. Daci dreptele M,M,, NN, sint situate in acelagi plan,
proprietatea este evidenti. In caz contrar, fie delexemplu A situat pe
segmentul M,N,. Deoarece punctele M, si N, sint situate de o parte si de
cealaltd a planului 4 M, N,, rezulti ci dreapta determinati de planele A M, N,
si AM,N, intersecteazi toate cele trei segmente.

S4 considerdm acum o mulfime  de corpuri convexe S, S, ... S,
in spatiul euclidian tridimensional. Spunem cid un plan P 1epara doud
corpuri S, i S, dack S, € HUP si S,e H UP, unde H 5i H* sint cele
doud semispatii deschise determinate de P. Si atagim fiecdrui cuplu. S5
mulfimea (7, a tuturor dreptelor care intersecteazd ambele corpuri.

TEOREMA 3. Inmfersectia lui (F, cu un plan P care separd corpurile S,
51 S,, sau cu un plan paralel la acesta i care nu intersecteazd nice unul din
cele doud covpuri, este o figurd pland convexd.
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douﬁl_)g;r;m:ztrg{fj. P.‘Ie M,, N, respectiv jl{k, N, .puncte .de intersectie a
: pte di (Fip cu corpul S, respectiv S, iar M si N punctele de
Intersech‘e a dreptelor M .M » $1 NN, cu planul P, Conform lemei 3 ori-
care ar fl. un punct pe segmentul MN, existd cite un punct pe M. N ' res-—
pect.lv M\N, astfel ca cele trei puncte si fie colineare. Cum insa cforpurile
S‘i 5t S, sint convexe, ele contin segmentele M.N, respectiv M N pi de
aici concluzia cd intreg segmentul MN apar]:inet i]::tersecj:iei lui i" gtf(f
LI::MA 4. Fie n segmente de dreaptd MN,, M,N,, ..., M N am‘?fd
e@reanztd_ﬁz’la My, My, ..., M, respectiv Nj, Nz, — Ng) colé;-aem:; ”z' fi :na!
stuate in plane paralele. Oricum am lua un punct A pe "wnul din S;ngefzte

existd cite un punot 25(:‘ h'ecare dz 2 f 7
! 4 etd in celelalte se meani Ay ; :
; . g nte astfel ca cele n 751!4‘}&6‘#3

Demonstratie. Observim ci M;Ny, MyN,, ..., M N fac parte dintr-un

;;zsitiril de generatoare rectilinii ale unui paraboloid hiperbolic si se stie ca
sta o generatoare rectilinie din celilalt sistem care trece prin A

P gnc gggg;léuz;gzzgmapresiupune cd mulfimea  este compusi din figuri
e in plane / i
P paralele. Vom nota cu (F.j, mulfimea for-

matd de dreptele care i 5 C o . :
P e intersecteazd trei figuri S'., S?. si Sk din _j.

' TEOR?EM{L 4. Intersectia lui (Fijp w0 un plan P paralel cu plancle figu-
vilor multimii M, este o figurd pland convexd. 7

Demonstratie. Considerim doui drepte din (7, care intersecteazi in
?:JP Mf}., M, M, res.pectiv Ni, Nj, Nk, N, figurile S, & Sk si planul P.
dfélfoir:? Clle_:mel 4, oricare ar fi un punct 4 de pe segmerftul MN, existi o

aptd din (}im care trece prin 4. Acest fapt demonstreazi teorema.

Bl :
6. Fie /I o multime de corpuri convexe in E . Un punct din £ il

. T " 3
_ vom Tmlvm_ punct V- al multimii M daci se bucuri de urmatoarele dc;'ué
proprietiti :

& : 5 ;

20. gn.cife n corpurl din 4 admit o secantd comuni care trece prin V.

. Existi o varietate liniari E’ i i el i i
i o mulﬁhn??‘i‘;z Eﬂ_lff’t—{rll-djmensmnala care il contine
e Vsi mii se afld de aceeasi i vari
B3t Lininee, eeagl parte a acestei varie-
GOM%%I«;OI(I{?MA 5. Comi_z;tm necesara sv suficientd ca sd existe o secanld
una tuturor corpurilor mulfimic i, este ca Ml si admité un punct V.,

D A3 4 y o 3 .
efmonstm,tw. _ba presupunem ca _f/ admite un punct V. Fie S, un
Cori),dlilrﬂ. II’\quItImea semidreptelor cu extremitatea in ¥ si care iﬁter-
:ec‘e?za pe S'.“formeaza un con convex C,. Vom considera acum o varie-
ate liniard . —1-di i a i i i
f'I t 1a1:ft_ Eu=l’ n—1-dimensionalj, paraleli cu varietatea E . 51 ast-
e ~ A . . 538 o - . =

situatd incit corpurile mulfimii _ si fie situate intre cele dous vartetati
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liniare. Intersecfia lui C, cu varietatea liniard En_l este evident un corp
convex D,, n — 1-dimensional. Conditia a° ne asigurd ca oricare 7 corpuri
D, au cel pufin un punct comun, deci conform teoremei lui Helly, toate
au un punct comun. Acesta impreund cu V determind secanta comund
a corpurilor mulfimii . Astfel suficiena condifiei a fost demonstrata.
Necesitatea este evidentd.

7. S4 considerdm o mulfime # de figuri convexe S5;, S, ..., S
plan. Faptul ci oricare trei figuri admit o secanti comuni revine la

aceea ca
(;ﬁk = (}:J n (fj;;;é 0 (1)

unde 6 este mulfimea vidi de drepte. Fie (A) o dreaptd, astfel ca toate
figurile multimii # s fie de aceeasi parte a ei, iar o paraleld la (A) si nu
intersecteze mai mult decit o figurd din . Conform teoremei 4, intersec-
tia oricirui (#, cu dreapta (A) este o figurd convexd F,. Relatia (1) ne
asigurd ci pe dreapta (A) sint indeplinite conditiile pentru aplicarea teo-
remei lui E. Helly [2]. Punctul comun tuturor mulfimilor F, este
un punct ¥ pentru mulfimea # si conform teoremei 5, figurile mulfimii
i admit o secantd comuni. Se regiseste astfel o teoremd demonstratd
de V. I, Klee [3] i B. Grinbaum [1].

8. Vom considera acum spatiul euclidian tridimensional $i vom pre-
supune ci mulfimea  se compune din figuri plane convexe agezate in
plane paralele,

Are loc urmitoarea teoremd :

TrOREMA 6. Fie in 'Ey o multime M de figure plane convexe S5,
Sas , S, dispuse in plane paralele. Dacd ovicare b figurs din I admil o
secantd comund, atunci existd o secantd comund tuturov figurilor din .

Demonstratie. Si considerim pentru inceput cd mulfimea // se com-
pune din 6 figuri S,, ..., Sg. Faptul cd oricare 5 figuri admit o secantd

comund implicd (7, ;é 0,‘ iF 2 ;zf 6.,' (Frogs6 7 8., (}_1% 456,.# 0. Fle. P un
plan paralel cu planele figurilor multimii /f astfel situat incit toate figurile
multimii / si se giseascd de aceeasi parte a [ui P. S& notam Fijk

= Fiu N P.
Atunci :
(Frygqqs = 0 implicd FipsNF, NF,F0
(Fogss = 9 implicd F, N F, N F,,#0 o)
7 0 implica F__ N F.. N F L, #0

N'E,. N E,, #0.

0 implica F -

5
I

“124566
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na, Asupra nofiunii de funclic convexd fafd de o mulfine de funcjit
4. Mold Ov;;rpﬁ;tz?am. Studilib si cercet. de 'gzatem.’ (Ciuj), IX, 1—:1;s 1?:1;?5?“51(1];922;
oenberg L J., Helly's theorem on conve ;

e ach;zle;yroki_If}'sS:pljlbroi'imationg }brabizm. Canad. J. of Math., .?, -245—25? (1950).

6. Santalé L. A., Supplement to the note: A tkeorewf on sels of parallelipipedes with pava-
llel edges. Publ, Inst, Mat. Univ. Nac. Litoral, 3, 202—210 (15_34_2). .

7. Vincensini P., Figures convexes el variéiés lindaives de I'espace euclidien a n dimen- .

sions. Bull. des Sci. Math., 59, 163—174 (1935). |

Teorema 4 ne asigurd cid mulfimile Fyy, Fyy,, Flp5, Fipg sint convexe,
iar (2) si teorema lui Helly ne asiguri ci Fyy N Fypy N Fas M Fyge 520,
Un punct aparfinind acestei intersecfii este un punct J pentru multimea
S, $i conform teoremei b figurile S,, ..., S; admit o secanti comuni.
Pentru cazul cind _// confine mai multe figuri, demonstratia se face din
aproape in aproape.

Primit la 15. 1. 1983.

O BBIIYKJIBIX MHOMKECTBAX, JONYCHAIOWMX OBMUE
CERVIIHE

KPATKOE COJIEP)KAHME

B arom tpype padres nosoe ToKasarTenbeTEO TEOPEMbI, YCTAHOBIIEHH O

JI. A. Camramo B Tpyme [6], moGusanch OJTHOBPEMEHHO CJAeYIOIero
0600wenusa:

TeEOPEMA 6. [Myemv & E, xomeunoe cemeiicmso Nl naockuz SHLTYBABLET
Jiueyp, nazodswyuzes 6 omodessrbix napasesvnngy naockocmar. Feau aobvie

9 dueyp e M donycraiom obugyo ceryupyio, mo ece fhuzypw e Ml donyckaom
obwyio ceryuyyio.

SUR LES ENSEMBLES CONVEXES QUI ADMETTENT DES
SECANTES COMMUNES

RESUME

Dans ce travail on donne une nouvelle démonstration du théoréme
€tabli par I. A. Santalé dans le travail [6], et 'on obtient en méme
temps la généralisation suivante :

TrormME 6. Soit dans E, wne famille finie M de figures planes
convexes situées dans des plans paralllles distincts. Si § figures quelcongues
de L admeltent une sécante commune, alors toutes les fegures de i admel
lent une sécante commune.

f
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