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Considerim conul cu virful in originea axelor si avind axa Oz ca axd
de rotatie; notdim k&, = tg ¢, in care ¢ este unghiul [ < 1, format de gene-
2

ratoarea oarecare OM cu axa pozitivd Oz. Ecuatia conului este x* + y? —
— k222 = 0, iar coordonatele unui punct M, de pe generatoarea OM sint

x0=__k"__p(;05 f}; y:v—}f“—psin 0 20:"—]_

Vir s 14 A2 Vi+a2
0 0 0

astfel ci planul tangent la con in acest punct se va scrie ¥ cos 0 4 ysin 0 —
— kyz =0, unde am insemnat p =OM,; 0= 3 (0%, Om), m fiind pro-
iecfia lui M pe planul xOv.

Pentru a fixa coordonatele unui punct P(%, v) din planul tangent,
determinim un sistem de axe format din dreptele OM si ON, respectiv
generatoarea conului §i urma planului tangent pe planul x0y. »

Cosinusii directorii. ai acestor drepte vor fi

OM):a=To20 g RS g,
Vi+# Vi +# Vi + &2
(ON): o, —sin 6, B, =—cos 8, 13 =0,

Coordonatele punctului P vor fi atunci
% = Negcos O 4 vsin 0, y = Mgy sin @ —wvcos 0, 2= A
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Counsiderém cd la fiecare pozitie a planului tangent existi un punct
P(u, v) in acest plan astfel cd tangenta la curba descrisi de P si fie per-
pendiculard pe planul tangent ; in acest caz (x, y, z) sint functii de 0, deci
sl u, v. ‘
Conditiile sint date de ecuatiile
200 y8 e

cos 0 sin®  — ko
sau
koM + v tg 0 — kgh tg 0 420 = K} — 0" ctg 0+ kA ctg 0 f 0= *%J\’;

(]
deducem imediat sistemul diferential
o= ko,

Ney + v = — 1-,
k
din care rezultds A" + m*A =0 (m — — o si de aici

Vi+ 4

A = A cos (m0) + B sin (m0),

“ =% [4 - cos (mb) + B sin (mb)],
e %" [4 sin (m0) — B cos (m0)].

Rezultd imediat cd locul geometric al punctelor P in planul tangent
este format din familia de cercuri

2

u? 4 2 :% (A2 4 B2). @)

Executiile parametrice ale traiectoriei punctului P vor fi atunci date
de ecuafile (1). in care % §i v se inlocuiesc cu valorile lor de mai sus.

Sd presupunem cd in conditiile initiale
o 0=0, %y =Fs, vy =10,2, =1,

de unde obfinem imediat 4 = 1 si B = 0, iar curba descrisi de P va fi

% = ko cos 6 cos (m0) +hsin 0 sin (m0), |
m

y = ky sin 0 cos (m0) — "0 cos 0 sin (m0), (3)

2 = cos (m0). )

Aceastd curbd este sfericd, deoarece
%2 | 92 L 22 — ko cos? (m0) + (kg =+ 1) sin? (m0) 4 cos? (mb) = (kﬁ -+ 1).
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1n concluzie :

Traiectoriile ortogomale ale planelor tangente la conul civcular drept
sint curbe sferice.
Se observd cd in cazul general traiectoria este asezatd pe sfera

2

x2~|—y2+22:k—0(142+33),

care contine cercul (2), deci acesta este un cerc mare al sferei. Asa dar,
traiectoria ortogonald se poate genera prin rostogolirea unui cerc mare al
sferei, al cirui plan rimine tangent la un con cu virful in centrul sferei,
unul din punctele acestui cerc descriind curba.

Acest mod de generare are o mare aseminare cu determinarea evo-
ventelor sferice, folosile in angrenajele conice. Intr-adevir, si considerim
cazul angrenajelor formate din doua conuri, avind virful in centrul sfe-
rei, bazele (cercurile de bazd) pe sferd si tangente de-alungul unei genera-
toare (raze sferice) comune. Se stie cd existi un cerc mare al sferei, tre-
cind prin aceasti generatoare, tengent la cercurile de bazi ale flancurilor
(dinfilor) angrenate. Prin rularea acestui cerc mare pe conul fix iau nag-
tere evolvente sferice, ca desfisurate ale cercurilor-bazi ale flancuri.or.
Ori, desfisurata este evident perpendiculari pe planul tangent la con si
determinarea lor coincide astfel cu aceea a traiectoriilor ortogonale ale
planurilor tangente la conul circular, adicd problema pe care am tratat-o
mai inainte.

Se poate face acum un nou studiu aprofundat al acestei curbe sferic
ceaece constituie o alti parte a lucririi noastre, dedicati curbelor sferice.
curbelor Tifeica si transformatelor acestora.?)

OPTOI'OHAJIBHBIE TPAEKTOPHHU IIJIOCKOCTEWM, KACATEJIBHDIX
K KOHYCY BPAIIEHHSI.
INPUMEHEHHE K KOHHMYECKMM HIECTEPHSIM

PE3IOME

B macrosimeli paGore Mccaexyercs npoGieMa OPTOrOHAJNBHBEIX TPAEKTO-
pHi, KacaTeJbHBIX K KOHyCy BpalleHHs IJIOCKOCTEH, TECHO cBf3aHHAs C
npobsieMOil KOHHYECKHMX 3allenJieHHH.

JeficTBHTENbHO, PACCMOTPHM CJydaif 3alenJeHui, COCOTAIUMX M3 HBYX
KOHYCOB BpallleHHsl, KacaTeJbHLIX BJ0/Ab 06uled 06pasyromei, HMeIoLLdxX
o0ulyro BepwiHHY B IleHTpe c(epbl, ABe OKPYKHOCTH KOTOPOH SBJSIOTCH
OCHOBAHHAMH KOHYCOB.

*) Lucrare sustinutd la sesiunea gtiintifici a Soc. Rom. de stiinte ,,Gazeta Matematicd’’,
aprilie 1960.

13 — Studii §i cercetdri de matematicd (Cluj), anex#/1961—1962




194 ALEXANDRU NICOLESCU 8

H3BecTHO, 4TO CyIIECTBYeT GOJBINASE OKPYKHOCTh C(EpH, MIOCKGCTS
KOTOPOH CONEPXKHT O6UIylo 06pasyioulyo M Kacaercs OKpYyHOCTedl, o6pa-
syomux Gaanrn (mpoduau) sy6uOB 3alenseHus.

[lepekateiBannem 3TOll MIOCKOCTH N0 HENOABHIKHOMY KOHYCY 0OBpa-
syercs cepuueckas 3BOJBBEHTa KaK Pa3BepTKa OKPYIKHOCTH, 06pasyiouieil
npoguip 3y6nos. Ho sTa sBoJbBeHTa, OueBHIHO, MEPUEHIHKYJASpHA Kaca-
TeJLHOH K KOHYCY, INIOCKOCTH, H €e ONpeAe/eHHE COBMANAET C ONpeieje-
HHEM OpTOTOHAJIPHOH TPAeKTOPHH ILIOCKOCTEH, KacaTeJbHHIX K HEMNOABHIK-
HOMY KOHYCY. :

PaccmoTpenye sajaun BeleT K yCTAHOBJIGHHIO YDaBHEHHsl 5Toi KPHBO[
B BHIe (3) rume

k 7
m=—=——, ky=tgo (cp <—).
VI + ky S
Hoxasano, uto s10 — cepuueckast KpuBas, pajuyc cdepbl SaBHCHT OT

yria ¢ pacrBopa KOHYyca.

TRAJECTOIRES ORTHOGONALES DES PILANS TANCENTS
AU CONE CIRCULAIRE.

APPLICATION AUX ENGRENAGES CONIQUES

RESUME

L’auteur étudie le probléme des trajectoires orthogonales des plans.
tangents au cone circulaire, question étroitement liée au probléme des
engrenages comiques, .

En effet, considérons le cas des engrenages formés de deux cones
circulaires tangents le long d'une génératrice commune et ayant leur som-
met commun au centre d’'une sphére et comme bases deux cercles de la
méme sphére.

On sait qu'il existe un grand cercle de la sphére, dont le plan contient
la génératrice commune et qui est tangent aux cercles engendrant les
flancs (les profils) des dents d’engrenage.

En faisant rouler ce plan sur le céne fixe, on fait naitre I’évolvente
sphérique comme une développée du cercle générateur du profil des dents.
Or cette développée est évidemment perpendiculaire au plan tangent au
cone, et sa détermination coincide avec celle de la trajectoire orthogonale
des plans tangents au céne fixe. Examinant ce probléme, 'auteur a trouvé
I'équation de la courbe développée sous la forme (3), oil

k
L, h=tg o [<P<3—)
\/1+sz 2

étant l'angle d’ouverture du céne, et montre qu’il s’agit d’une courbe:
sphérique, le rayon de la sphére dépendant de l'angle .
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