INCADRAREA FUNCTIONALEI DE ENERGIE
PENTRU ECUATIA LUI LAPLACE CU APLICATII
IN ELECTROTEHNICA

DI

ANDREI TUGULEA
(Bucuresti)

Lucrave prezentatd la Colocviul de analizd numericd din 8—13 decembyie 1960, Clij.

Determinarea cimpurilor Laplaceene prezintd importanfd deosebitd
in fizicd si tehnicd. Cimpurile electrostatice in domenii fard sarcini electrice,
cimpurile magnetostatice, cimpurile magnetice stationare in regiuni lipsite
de curenti de conductie, cimpurile stationare de temperaturd in domenii
lipsite de surse de caldurd etc. sint numai citeva exemple de astfel de
cimpuri [4].

Metodele utilizate in acest scop, desi sint destul de variate, nu reusesc
sd acopere toate cazurile care prezinti interes, fapt care justifica atentia
deosebitd ce se acordd in continuare si in prezent acestor probleme. Dintre
metodele elaborate mai recent se desprind cu preponderentd metodele
de aproximatie i anume metoda retelelor, metodele grafice, metodele
variafionale directe, metoda pitratelor minime, metoda Monte-Carlo
[11, [2], [3].

Rezultate deosebit de prefioase se obfin cu ajutorul modelizdrii si
al maginilor de calcul [6].

In anumite probleme nu intereseaza cimpurile, ¢i numai anumite
functii globale in care intervin aceste cimpuri.

Calculul capacititilor electrostatice, al permeanfelor magnetice, al
conductantelor electrice, al rezistentelor termice etec. constituie exemple
in care sint necesare mirimi globale exprimabile cu ajutorul cimpurilor,
cum sint fluxul electric si magnetic, fluxul de cdldurd, intensitatea curen-
tului electric ete.

Aceste mirimi se pot insi calcula si dacd se cunoaste energia electricd,
respectiv energia magnetici, energia transformatd prin efect Joule-Lenz
in conductoare, cildura transmisi etc. pentru domeniile in care se deter-
mind cimpurile §i se pot exprima cu ajutorul integralei de volum a patra-
tului gradientului de potential extinsd la volumul domeniului considerat.
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Dacd V(7) este potentialul care satisface ecuatia lui Laplace (potential
eIECtI’OSt'c}tIC, n}agneto_statlc, electrocinetic, termic etc.) vom numi integrald
de energie a cimpului considerat expresia

E(V) = S(grad V)2 do.
¥z,
Prin extensie, pentru orice functie scalari continui o(7) care satisface

aceleasi conditii pe frontiera domeniului ca §i V(#) vom numi functionald
de energie expresia '

E(g) = { (grad o) o,

s

observind cd V(7) reprezintd functia care asiguri minimul acestei expresii
ecuatia lui Laplace fiind ecuatia de tip Euler a problemei variationalé
considerate, [2], [3].
 In lucrare se prezinti o metodd de incadrare a integralei de energie
intre o valoare superioari §i una inferioarid fati de valoarea minimi pe
care o ia pentru () = V(7). Metoda se bazeazi pe o teoremi a lui Rayleigh
[5] utilizatd in acelasi scop de acesta si de Maxwell si pe o consecintd a
acestel teoreme stabilitd de autor [7]. i

Conform acestei teoreme orice functie o(#) continui intr-un domeniu
D mirginit de suprafata X care nu satisface ecuatia lui Laplace peste tot
§1 care 1a pe aceastd suprafafd valori egale cu valorile potentialului V(7)
solutie a problemei Dirichlet pentru domeniul considerat, conduce la o
valoare superioard a funcfionalei de energie. Demonstratia este evidents
daca lué’:,nl In considerare aspectul variational al problemei.
. Daca se considerd diferenfa {(7) = ¢(r) — V(#) relatia dintre E(V)
si E(p) este

E(p) = S (grad ¢)? dv=

5
:S (grad V)% dv 4 S (grad )2 dov + 25 grad V grad ¢ do =
s > L
=E(V) + E({), (1)
deoarece S grad Vgrad ¢dv = \ (¢ grad V) d4 — S YAVdy = 0, in virtutea
Vy 5 Vs

faptului cd {(r) = ¢(7) — V(#) este identic nuli pe frontiers iar AV — 0.

I?lf'eren‘;:a dintre cele doud functionale E( ¢) = E(p) — E(V) este mereu po-

zitivd si este cu atit mai micd cu cit diferenfa |{()| este mai mics.
Conform formulei lui Green,

E({) :S lgrad ¢ |2 dv :S ¢ grad q;déf%g UAY dy —
VE VS Vz

:—S(cp—V)Acpdv:SVAcpdv—gcpA:pdy, @)
VE VE Vz

b
—t
(=)
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stubstituind (2) in (1) rezulta

E(e) + S ¢Ag dv = E(V) 4 { VAg dv, (3)
4 VS VE
sau
E(V) > | E(g) + { 080 dv| — Vi { 10| dv = D(o). (4)
[;E VE

Prin urmare, functiile D(¢) si E(p) Incadreazi valoarea extremid a functio-

nalei E(V),
8 Elg) > E(V) > D(s).

Dacid prin metode adecvate diferenta E(p) — D(p) dintre aceste
valori de incadrare se face micd in raport cu valorile lor absolute, atunci
oricare din ele, sau eventual o medie a lor, pot aproxima cu precizia cores-
punzitoare semidiferentei lor, valoarea extremd a functionalei.

Din expresia (4) rezultd cd aceustd diferentd este cu atit mai mici
cu cit sint mai restrinse regiunile in care Ag = 0 in domeniul considerat.
Daci se giseste o astfel de functie, ea poate conduce la valori de incadrare
foarte apropiate intre ele.

Pentru probleme Dirichlet, care intereseazi de obicei in aplicatiile
amintite la inceput, si pentru domenii complexe care se pot impérti in
subdomenii pentru care se poate scrie efectiv expresia analiticid a solutiei
ecuatiei lui Laplace o metodd adecvatd este urmitoarea :

Tie Dy domeniul complex pentru care se cere sid se determine functia
o(r) cu ajutorul cireia se incadreazi valoarea extremd a functionalei de ener-
gie. Se cunoaste pe frontiera domeniului Dy distributia valorilor potentialului.

Fie Dy,, Dy, ..., Dy, cele n subdomenii in care se poate imparti do-
meniul Dy si pentru care solutia ecuatiei lui Laplace se poate scrie analitic
si fie S;, S,, ..., S, suprafefele prin care se realizeazd aceastd Impartire.
Daca s-ar cunoaste valorile potentialului si pe aceste suprafefe de impartire,
problema s-ar reduce la »n probleme Dirichlet. Deoarece aceste valori nu
se cunosc, ele se aleg in acord cu proprietitile pe care trebuie si le satisfacid
potentialul (care este functie armonicd in domeniul D,) si anume :

¢) s fie continuu impreund cu derivatele sale pina la ordinul al doilea,

b) sd ia valorile extreme pe frontiera domeniului.

Prin rezolvarea celor # probleme Dirichlet cu conditiile pe frontiere
astfel completate, se obtine o functie ¢(7) continua in intregul domeniu D,

luind valorile (%), @,(7), ..., ¢,(7) in cele n subdomenii si avind discon-
tinue, in general, derivatele dupd mnormala la suprafefele de separafie
S;, S, ..., Si. In acest caz, observind cid peste tot in afari de

punctele suprafefelor de separatie in subdomenii este indeplinitd con-
ditia Ay = Ap = 0 din relatia (2), rezulta
E({) = S $grad e dd + S Ygrad $dd = ot S (p—V)gradodAd, (2')
b S+ S,+...4S, k:]sk

integralele efectuindu-se pe ambele fefe ale suprafefelor S,.
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o

P4 =D(), (@)

E(p) > E(V) >

== Vmax 2

k

In aceste conditii relatia de incadrare (4) devine
l'
Sk Sk

E(e) =3 \ 9% a4
P P
=14 an

#

99

an |

in care integralele S dd se pot extinde si numai la acele portiuni

S
k
ale fefelor S L int ' i
suprafetelor S, pentru carea— < 0, obtinindu-se astfel o incadrare
: n
mai strinsd [7].

Cum in general domendiile pentru care se pot gasi usor expresii analitice
ale ecuatiei lui Laplace sint domenii mirginite de suprafete de coordonate,
rezultd ci metoda isi poate gisi o largi aplicatie pentru domenii complexe
care se pot impdrfi in subdomenii mirginite de suprafete de coordonate.

In ceea ce priveste forma concreti a functiei ¢(7) pe suprafetele de
separatie, aceasta se poate exprima fie prin polinoame de puteri ale coor-
donatelor care variazi in lungul suprafetelor de separatie, fie prin sume
flmte”de functii de aceste variabile, eventual dintr-un sistem complet de
functii.

Diferenta valorilor de incadrare se poate micgora dacd, in acord cu
metoda lui Ritz, coeficientii nedeterminati ai expresiilor functiei o(7) pe
suprafetele de separatie se aleg din condifia suplimentard ca E(g), calculat
in functie de acestia, si fie minim, adicd anulind derivatele in raport cu
acesti coeficienti.

_ In acelasi scop se poate utiliza o ecuatie integrald pentru potentialul
V(r) pe suprafetele de separatie [T].

Remarcdm si faptul ci metoda nu este aplicabild pentru cazurile in
care valorile funcfionalei de energie sint infinite.

Daci valorile de incadrare sint apropiate intre ele, functia ¢(7) aproxi-
meazd foarte bine potentialul V(7), putind fi luati ca bazi de plecare pentru
metoda retelelor, in vederea unor aproximdri si mai bune.

Pentru a ilustra metoda, vom calcula capacitatea electricd pe unitate
de Iungnn_e intre doi electrozi metalici de sectiune dreptunghiulard avind
agezarea si dimensiunile din figurd (figura 1 ). Din punct de vedere mate-
matic problema se reduce la determinarea integralei de energie pentru
domeniul cuprins intre cele doui dreptunghiuri, Fird a restringe generali-
tatea putem presupune ci potentialul ia valoarea 1 pe dreptunghiul inte-
rior i valoarea () pe cel exterior.

Impiértirea in subdomenii este indicatd in figura 1 & prin liniile punec-
tate S, S, Sy, S5, Sy, Si, Sy, S; pe care presupunem o variatie liniard a
funcfiei ¢(7) de la 0 la 1. Datoritd simetriei este suficient si rezolvim
ecuatiile in subdomeniile D;, D, si D,.

Pentru D; se obtine

@ =2, unde b‘zzzi(bﬁbl).

2

o
0
‘

2
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Pentru D, se obfine

1
¢y = ai unde & = (@ —ay).

1

Pentru D, se obtine

R Y Y

care verifici ecuafia lui Laplace cit si conditiile pe frontiers, inclusiv pe
frontierele de separatie in subdomenii.
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Fig. 1 — Figuri pentru calculul, prin incadrarea functionalei de energie a capacititii, pe

unitatea de lungime a unui condensator cilindric cu armituri de sectiune dreptunghiulara :
@) vedere generald cu indicarea dimensiunilor ; b) alegerea axelor gi impértirea in subdomenii.
N

Expresiile corespunzitoare ale funcfionalelor de energie vor fi

E o
(1) 5,
b
Er :——1—,
(@3) 5,
br by
5 Lot Lo &)
2w =\ § () oo =3+ 3)
0 (]

Expresia pentru intregul domeniu este

Fag o (2hy ek (s 8,
E(g) = 2B() + 2B(p) + 4B(m) =52+ 51+ o3+ 2)
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Observind ci 2% — @ si €9 _ pe suprafetele de separatie iar £ >0

an on an
pentru expresia lui D(p), se poate considera

»

Do) = | BEto) — 3> (o qu| = e gal_| (e |_
(%) (9) ,;.,B@én 9, d4 o ds|=
S e
= of% i]
(82+81.

integrala extinzindu-se numai pe suprafetele frontieri ale intregului do-
meniu.

Rezultd deci:

ZH.?*%H%(:_“L%” >E()>2 |24 2],

Diferenfa valorilor de incadrare raportati la media lor aritmetici este

i(ﬁ ﬁ]
E{p) — D\"PL = 3 138, 8 1
1 a b 1/(38 3 . 3 a8, +58,’
—FRfe)-L D b e S _[4 Bl 054 —-t1 1
3 @)+ Dighl 182 + 5, e 5 o 5, 2 824 52
Exemplu numeric: ay = b, =1 cm, & = 8, = 0,1 cm. Diferenta ra-
pottatd va i —1 = 1 o 0,6 = 69,.

15 + 0,5 15,5

_ Deoarece valorile potenfialului pe frontierele demeniului s-au luat
0 si 1, valorile de incadrare ale capacititii vor fi eE(p) > C > eD(p), unde
e este permitivitatea dielectricului. ‘

In concluzie, pentru caleulul capacitdfii electrice a sistemului se
poate recomanda formula

[E(p) + D{ 2 }
C :E_(W_z_ﬂzﬁ[@l + b8, + — (8} + 8§)J,
1%g L 3

care in cazul exemplului numeric considerat di erori sub 35

O incadrare si mai strinsi s-ar fi obtinut daci se intrcduceau numai
suprafefele de separatie S, S,, S; si S,, renunfindu-se la sukdcmeniile
D,, D,, Dg i Dy, In acest caz solufia ecuatiei lui Laplace rentru sukdcme-
niile rdmase nu ar fi avut o expresie chiar atit de simpld, rezultatul obfi-
nindu-se sub formi de serie.

Un numir de exemple rezolvate pe aceasti cale sint date in lucririle
autorului [7]. Se observd ci formulele obfinute in acest exemplu parti-
cular conduc la erori mari atunci cind valorile &, si 8, sint ccmrarabile
cu a; si b, In acest caz considerarea pentru ®(7) a unei variatii liniare pe
suprafefele de separatie nu este potriviti si in locul ei se pot considera
polinoame de #, respectiv de v, ai ciror coeficienti se determini din con-
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ditia ca aceste functii s ia valorile 0 si 1 pe frontierele domeniului si sd
asigure o valoare minimid pentru funcfionala E(p), incadrdrea efectuindu-se
cu aceastd valoare minimi.

Coneluzii

Incadrarea funcfionalei de energie constituie o metodd prefioasd
in tratarea unor probleme In care se cautd valoarea sa extrema, permitind
in acelagi timp aprecierea erorii cu care se efectueazd aproximatia. Acest
fapt constituie un avantaj in raport cu alte metode de aproximatie in care
eroarea se evalueazd mai greu sau este imposibil de evaluat.

Apropierea valorilor de fincadrare poate fi realizati prin mijloace
relativ simple cum ar fi metoda Ritz, mirindu-se astfel precizia aproxi-
matiei. Functiile ¢ cu ajutorul cdrora se calculeaza valorile de incadrare
aproximeazd bine si valorile potentialului, putind constitui o baza de
plecare pentru anumite metode numerice (de exemplu pentru metoda
retelelor). In acest caz nu se poate evalua eroarea aproximatiei. i

Spre deosebire de metodele de aproximare numerice, metoda incadrarit
permite obtinerea rezultatelor sub forma analitica, fiind din acest punct
de vedere o metodd mai generald.

Spre deosebire de metodele numerice care se pot aplica in principiu

" oricirui domeniu, metoda incadririi are aplicabilitate mai restiinséd, fiind

potrivitd pentru domenii care se pot imparfi in subdomenii marginite
de suprafefe de coordonate pentru care ecuatia lui Laplace se poate rezolva
prin metoda separdrii variabilelor.

OLEHKA ®YHKIHWMOHAJIA 3HEPTMHM OJ5 YPABHEHMS
JIATIJIACA C IPUMEHEHHMEM B 3JIEKTPOTEXHHKE

PE3IOME

B paGore uamaraeTcsi MeTOJ OIEHKH CHH3Yy H CBepXy (YHKIHOHAIZ
sHeprum s ypasneHus Jlanmaca E(g) :S (grad ¢)%dv Ha ocHOBe Ha

s3]

PRALMOHHOTO ACMeKTa 3alayl. YKasblBaeTcst METOJ TMocTpoeHHs (yHKIHH o,
o6ecrneynBalOMIX 3HAUCHHS AJS olLeHKH (pyHKHHoHana, ITomyueHdblie pesyiib-
14THl TPHMEHSIOTCA [ BhIUMCACHHS OJH3KHX MexXay cob0il OUEeHOK JJis

SJIEKTPH yeCcKOH EMKOCTH.

OBBSICHEHHE PHCYHKA

Pucynkn  aas = BbuMCAeHWs  OmeHOK  (yHKUHMOHama — SHeprM  Ha eNHHHIY
IAHHB UHAHHIPHYECKOTO KOHLEeHcaTopa ¢ nOK1aaxam!i NpAMOYroAbHOro ceuenis: a) oGWiui
BUJL ¢ yKazaHueMm pasmepoB; 6) BhiGop oceil W pa3sjeneHue Ha nopoGaacTu.
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ENCADREMENT DE LA FONCTIONNELLE D’ENERGIE
CONCERNANT L’EQUATION DE LAPLACE, AVEC DES APPLICA-
TIONS EN ELECTROTECHNIQUE

RIESUME

I ’auteur décrit une méthode d'encadrement de la foncti

onnelle d’éner-
gle concernant 'équation de Laplace, E()

=S (grad ¢)2 dv, entre une

. V.
Z
valeur inférieure et une valeur supérieure, mét

hode fondée sur I'aspect
variationnel du probléeme. I1 indique un procédé pour construire les fone-

tions ¢ et qui est capable d’assurer Jes valeurs d’encadrement de la fonc-
tionnelle. Les résultats obtenus sont appliqués au calcul des valeurs d’en-
cadrement, voisines entre elles, de la capacité électrique.

EXPLICATION DES FIGURES

Figures pour calculer, par encadrement de la fonctionnelle d'énergie, la capacité par
unité de longueur d'un condensatenr cvlindrique portant des armatures desection rectangu-

laire : @) vue générale avec indication des dimensions ; b) choix des axes et divisionensous-
domaines,
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